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Vérios estudos em torno da transi¢ao de fase Incomensuravel-comensuravel (”Lock-in”), em
alguns sistemas incomensuraveis (a exemplo de metais de transi¢do com ondas de densi-
dade de carga [CDW] e outros) tém revelado importantes analogias com o problema do
péndulo matematico, identificando novas interpretacoes fisicas e melhorando sensivelmente
os resultados analiticos. Neste trabalho é discutido algumas dessas analogias.

Incommensurate - commensurate ” Lock-in” phase transition has been studied by different
authors (eg. charge density waves [ DW] in transition metals and others) and some impor-
tant analogies with the mathematical pendulum problem can be showed as well new physical
interpretations and a strong improving of the analytical results are obtained. In this work

we discuss some of these analogies.

1 Introducao

Nos ultimos anos uma série de compostos identifica-
dos como sistemas incomensuraveis tém despertado o
interesse dos fisicos e matematicos, ligados aos prob-
lemas da Fisica da Matéria Condensada. A pesquisa
experimental tem sido intensificada com a conseqiiente
descoberta de novos materiais possuidores das denom-
inadas caracteristicas de incomensurabilidade. Apesar
disso muitas dificuldades ainda estao presentes no trata-
mento tedrico de tais sistemas, em vista de limitacoes
impostas por alguns modelos.

Dentre os diferentes modelos tedricos, destaca-se a
teoria de transi¢oes de fase introduzida por Landau
[1] em 1937, a qual, apesar de ser uma formulagao
de campo médio e que negligencia a contribuicao de
flutuagdes proximas a regiao critica, tem sido bas-
tante eficaz para descrever as diferentes propriedades de
intmeros ferroelétricos, cristais liquidos ferroelétricos
esméticos e metais de transicao com ondas de densi-
dade de carga, conforme sumariaremos nas préximas
secoes deste trabalho.

A denominacao incomensuravel para tais sistemas

fisicos é definida por alguns autoresl21-B1 como car-
acterizadora de estrutura em que a razdo, entre o
espacamento da rede da mesma em relacao ao daquela
nao deformada em que o sistema se encontra a tem-
peratura mais elevada (fase protétipa ou normal) néo
é comensuravel e sim um numero irracional. Pynn[6]
enfatiza que essa terminologia define a mencionada es-
trutura como nao adequada, entretanto é importante
nao esquecermos que o citado nome pode ter sido in-
spirado na idéia de incomensurabilidade introduzida
na antiguidade e que se tornou um marco importante
no pensamento grego. Sao bem conhecidas as con-
tribui¢oes de diferentes pensadores, dentre os quais
Aristételes, assim como o fato de ter sido talvez os
indianos os primeiros a se preocuparem com O as-
sunto. Para a Grécia antiga foi importante e surpreen-
dente a descoberta da necessidade de um ndmero ir-
racional para a resolucao do problema geométrico do
calculo da diagonal do quadrado. No livro X de Eu-
clides ja é observado o impacto do problema da in-
comensurabilidade sobre a filosofia Pitagdrica. Ape-

sar de sua longevidade, o mencionado tema ainda per-
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manece sendo um dos mais revisitados por muitos estu-
diosos de Historia e Filosofia da Ciéncia. Schenbergm
afirmava que "um acontecimento transcendental foi a
descoberta das grandezas incomensuraveis atribuida a
Pitagoras e representou uma profunda revolucao do
pensamento cientifico. Nao s6 no pensamento cientifico
como em toda a filosofia grega. Foi talvez a primeira
grande revolucao cientifica da historia da humanidade”.

8] 9]

Maracchial®l e Knorrl”! | retomaram o estudo do citado
problema, discutindo diferentes versoes da prova da in-
comensurabilidade da diagonal e do lado do quadrado.

Apesar deste preambulo nosso objetivo no presente
trabalho nao é a discussao da incomensurabilidade e
suas implicacoes filoséficas, mas sim enfatizarmos as
analogias mecanicas que surgem nos resultados que en-
volvem o estudo analitico de transi¢oes de fase em al-
guns sistemas incomensuraveis, a exemplo de sistemas
magnéticos e aqueles ja citados previamente.

Outro aspecto envolvendo o estudo de tais mate-
rials incomensuraveis e que desperta enorme interesse
aqueles ligados ao ensino de Fisica fundamental é o fato
que nesses sistemas fisicos a decantada periodicidade
translacional da rede cristalina tridimensional é que-
brada, apesar de tais sistermas apresentarem uma or-
denacao de longo alcance. Tal caracteristica viola uma
das mais importantes suposicoes da teoria da Fisica
da Matéria Condensada. O fato de os sistemas in-
comensuraveis permanecerem intermediarios entre os
cristais periddicos classicos e aqueles sistemas biolégicos
nao peridédicos, tem induzido & crenga que o estudo
dos mesmos, além da descoberta qualitativa de novos
fenomenos fisicos, podera conduzir a um substancial
avanc¢o no entendimento dos materiais nao periédicos e
talvez mesmo da matéria vivall0l .

Nas secOes seguintes revisaremos o problema do

(2]

péndulo matematico a partir de o seno de Jacobi

(3]

bl
a teoria de transi¢oes de fase de Landaul®! e na secao 4
discutiremos as descomensuragoes de McMillan (ou soli-
tons de fase do parametro de ordem). Finalmente, na
secao b, apresentaremos um sumario e as conclusoes en-
volvendo o caso de metais de transicao dicalcogenados,
que se apresentam com ondas de densidade de carga, e

as analogias com o sistema pendular.

2 O Seno de Jacobi

O problema do péndulo matematico pode ter como
ponto de partida o calculo da denominada funcao Seno

de Jacobi, a qual é um caso particular de uma outra
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fun¢do "senoidal” generalizada s(u) que, por defini¢ao,

é a inversa da integral do tipo

y
u= /dz(l—pz2+qz4)_1/2 (1)
0

e que para certos valores definidos dos pares de co-
eficientes (p,¢) do polinéomio no integrando acima é
possivel atingir-se as conhecidas fungoes ”senoidais”
(_LO);

—1); e o eliptico,

trigonométricas para os casos: circular
hiperbélico: (1,0); lemniscatico: (0,
onde o citado seno de Jacobi é obtido a partir de os
(=1 — k% k%) e onde 0 < k < 1. Uma con-

tribui¢ao marcante para o desenvolvimento desta area

valores :

da Matematica foi dada pelo jovemn Gauss que, no seu
didrio [final do século XVIII], deixou também pontifi-
cado a necessidade da utilizagao nesses problemas da
teoria de varidveis complexas.

A histéria em torno de o surgimento das fungoes
elipticas jacobianas (sn, en, dn, ns, ne, nd, se, sd, ed, cs, ds,
de) tem sido recontada por diferentes autores! 1 1-[13]
em vista de sua importancia para o desenvolvimento
da Analise Matematica e, também, pelas inimeras
aplicacoes de tais funcoes aos cdlculos envolvendo os
sistemas dinamicos nao lineares.

No caso jacobiano (1 + pz? + ¢z*) tem a forma
para s(u) igual a (1 — z?)(1 — k?2%) e a correspon-
dente funcao eliptica de Jacobi, de mddulo k, é de-
nominada de seno de amplitude, sendo denotada por
sn(u, k) = snu = sn(u,m), onde m = k? (L4 Esta

funcao é entao a inversa da integral,

u:/dz[(1_z2)(1_k2z2)]—1/2 ,com 0 < k<1 (2

As func¢oes de Jacobi, para variaveis reais, podem
ser obtidas a partir da equacao 1 e, no caso particular
da ”sn” pode-se observar que ela cresce monotonica-
mente de 0 a 1 quando u evolui de 0 a K(k), a denomi-
nada integral eliptica completa de primeira espécie, cuja

defini¢ao pode ser dada por

1

K(k) = /dx[(l— 22)(1 — k)12

/2

= / do(1 — k?sen?¢)~4/? (3)
0
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No problema do péndulo tem-se um corpo de massa
M | suspenso a um fio fino de comprimento L, que real-
1za oscila¢oes no plano vertical. A partir da posicao
de equilibrio se pode definir um angulo inicial 8, e
estudar-se diferentes caracteristicas deste sistema, den-
tre as quais a solugdao de sua equacao basica, também
chamada de equacao de seno-Gordon, cuja solucao pode
ser escrita no caso geral em termos das fun¢oes de Ja-
cobi sn ou sd.

Para o mencionado sistema pendular é possivel ex-

plicitar a func¢ao Hamiltoniana

1
H = §p2L_2 — g.L.cost (4)

sendo p o momento linear e g a aceleracao da gravi-
dade. A partir do par de equagoes canonicas de movi-
mento de Hamilton envolvendo a equacao 4 obtém-se
a mencionada equacao do péndulo ou equacao de seno-

Gordon estatica,

0 +A%.senf =0 (5)
com A2 = g/L e cuja primeira integral ¢ dada por

1 .
5(9)2 —A%cosf = F (6)
onde E é uma constante de integracao, 8 é o desloca-
mento angular do péndulo de sua posi¢cao de equilibrio
(¢ = 0). Na Figura 1 esbocamos o retrato de fase do

sistema pendular. A partir da equagao 6 pode-se definir

dt = (g/L)"2do(1 — Ksen®e) "2 (T)

em que escrevemos B = —(g/L)cosW¥, considerando § =
¥ como sendo o deslocamento maximo do péndulo de
sua posicao de equilibrio. Igualmente, para facilitar os
célculos usamos a transformacao cosd = 1 — 2k%sen?¢,
com k = sen%\ll. A partir da equagao 7 ve-se que o
tempo requerido para o sistema vibrar desde # = 0 a

0 =20,¢é

o
t = (g/L)—1/2/d¢(1_ k2sen?¢)=1/? (8)

0

onde ¢o = sen~ (k~'sen'/%0y) e o periodo pendular

pode ser escrito em termos de k, como

T(k) = 4(g/L)"/*K (k) (9)

que 1o limite de &k = 0 — (K (k) = 7/2, o periodo
torna-se independente da energia, correspondendo ao

caso senoidal circular referente as pequenas amplitudes,

ou seja a equacio 9 se transforma em T = 27(g/L)~/?

que, na analogia com os problemas que discutiremos
em torno de sistemas incomensuraveis, correspondera
a aproximacao de onda plana incomensuravel. A
Figura (2) apresenta a variagao do periodo do péndulo
matematico em fun¢ao do modulo eliptico k. No outro
limite £ = 1 — K(k) — oo, para ¥ = 7 que correspon-
derd ao regime monosolitonico no caso do mencionado

problema das ondas de densidade de carga.

Fig. 2 - Variagdo do periodo do péndulo matemdtico em fungéo
do modulo eliptico k

A solucao da equacao 5 nos da o deslocamento an-
gular (1) e é obtida a partir da integra¢io da equacio
6, onde definimos u = ¢.(g/L)*/? implicando que

1
sn(ulk) = sen¢ = k 5677,59 (10)

e, em consequéncia,

0 = 2sen™[k.sn(u|k)]. (11)

A Figura (3) mostra a funcdo sn(u), para k = (0.0,0.9

e 1.0); enquanto a Figura (4) esboga a solugdo numérica
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do péndulo matemadtico para valores de velocidade ini-

cial v, = 8.9,9.0 e 12.0 (S1).

sniua)
] k=1
u
z 3 &D
-0.5
k=0.9
-1

Fig. 3 - Funcdo eliptica jacobiana sn(u) para k=(0.0,0.9 ¢ 1.0)

100 T
g(%) A =12m/s
B80T
60T
401 v, =9m/s
207
v,=8.8m/s
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Fig. 4 - Solugio numérica do péndulo para v,=(8.9, 9.0 e 12.0) (SI)

3 Teoria de Landau

Os problemas envolvendo o estudo das transi¢oes de
fase [TF] em sistemas incomensuraveis sdo encontrados
em diferentes intervalos de temperatura. A caracter-
izacdo de uma dada TF ( de primeira ordem ou ”de-
scontinua” e de segunda ordem ou ”continua”) pode
ser obtida através de consideracoes termodinamicas
basicas, a partir da definicao de um potencial ter-
modinamico e de suas derivadas na transicao. Na teo-

15]

ria de Landaul'?! o critério para se estudar a ordem
de uma TF é dado através da definicao de uma densi-
dade de energia livre em poténcias de um parametro de
ordem , onde argumentos envolvendo a simetria do sis-
tema limitam os termos permitidos na citada expansao.
No formalismo de Teoria de Campos o parametro de or-
dem escolhido é um campo e um desenvolvimento par-
alelo, e mais rigoroso, pode ser obtido para tais estudos,

conforme enfatizaremos posteriormente. Na presente
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discussao nos limitaremos a apresentacao, mais usual,
de um potencial termodinamico F', em termos de um
parametro de ordem complexo cuja amplitude é A e
fase ¢, correspondente & deformacao da rede periddica
que ocorre abaixo de alguma temperatura critica 7;, de
tal maneira que nas TF incomensuraveis existem deslo-
camentos atomicos fortemente anharmonicos descritos
” 0

através de termos ”Umklapp” de ordem ”p” na men-

cionada expansao, AF = F' — Fy :

AF = 1/2aA* 4 bA* 4+ V AP cospe (12)

com a e b sendo parametros e onde somente o primeiro,
por hipétese, é definido como dependente da temper-
atura, isto é, a = o/ (T — Tp), sendo @’ uma constante
e Ty uma temperatura critica. Fy é a energia livre de
”background” independente de A e ¢ e que nao tem
influéncia na discussao do problema.

No caso em que somente exista deformacao senoidal
em uma tnica dire¢ao z, ou seja, © = ugsen[qr + ¢(x)],
a amplitude do deslocamento atomico u = wugsenqgr é
uma onda comensuravel com a rede nao deformada. A
fase ¢(x) é o "shift” dos dtomos em relagao ao potencial
minimo - a denominada energia potencial ” lock-in” 101
. No caso em que V = 0 | a deformacao ondulatoria in-
comensuravel nao perturbada é linear em x, ou seja,
¢(x) = bx, e permanece em regime de Onda Plana
Incomensuravel onde § é o deslocamento ("misfit” ou
“mismatch”) entre os espagamentos atémicos nas sub-
redes comensuravel e incomensuravel. Se existe con-
tribuic¢do da energia potencial ”lock-in” (V' # 0) entéo
haverd varia¢des locais na fase ¢(z) em um arranjo de
descomensuragdes (ou solitons de fase) de acordo com
o cléssico trabalho de McMillan[171.

A configuracao no estado fundamental que mini-
miza a energia livre dada por 12 é encontrada entre
as solugoes da equacao de seno-Gordon estatica unidi-

mensional de modos normais acoplados

d*¢,

T p*Vseng, =0 (13)

que é semelhante & equagao b quando fazemos as trans-
formagoes t — x, 0 — ¢, = pp e A? — —p?V. As
solucoes da equacgao 13 tem a forma de um pacote de
ondas solitarias ou ”solitons” que descreve uma rapida
variacao de fase sobre uma regiao estreita, que na ter-
minologia de McMillan é a descomensurac¢ao ( ou ”do-
main wall”) que separa duas regides do dominio comen-

suravel. Para o caso assintético (k — 1) de um tnico
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soliton (regime monosoliténico), a equagao 13 tem como

solucao,

¢(w) = 4p~" tan™" [exp(p.V/?2)] (14)

também denominada de "kink”. Na Figura 5 temos a
super-rede solitonica para um sistema incomensuravel
com parametros p=4eV =1 . A Figura 6 apresenta
o denominado regime monosolitonico para um sistema

incomensuravel comp=4eV =1

¢

0.5 1.0 1.5 2.0 25 30y

Fig. 5 - Super-rede solitbnica para sistema incomensurdvel com
pardmetros p=4 ¢ V=1

1.4

1.2

1.0

0.8
0 5 10 15 20 x

Fig. 6 - Regime monosolitdnico para sistema incomensuravel
com p=4e V=1

4 Descomensuracoes de McMil-
lan

A onda de densidade de carga (CDW) é definida como
uma modulacao da carga eletronica, em um material,
com um periodo que pode ter ou nao qualquer relacao

(18]

simples com a periodicidade da rede. Peierls foi
quem primeiro sugeriu que um metal unidimensional
é instavel para formacao de uma distorcao da rede
periddica associada com uma modulacao periddica es-

pacialmente da densidade de carga eletronica (C'DW).

De acordo com este autor o vetor de onda ¢ da C'DW

=
é igual a 2 kp (vetor de onda de Fermi) e, em con-
sequéncia, a formacao de uma CDW abre um ”gap”
no nivel de Fermi, abaixando a energia cinética dos
elétrons de conducao.

McMillan, em 1976, identificou uma das mais im-
portantes caracteristicas dos sistemas incomensuraveis
ao introduzir a nocao de descomensuracao, que é um
defeito topoldgico, do tipo solitonico, da fase da onda
de densidade de carga incomensuravel, préximo a TF
”lock-in” (incomensuravel-comensuravel ). Para estudar
as ondas de densidade de carga (CDW) que se ap-
resentam em diferentes metais de transicao dicalcoge-
nados (ex. 2H — TaSes), este autor introduziu uma
nova expansao de energia livre (tipo Ginzburg-Landau)
, que apresenta algumas similaridades com a de out-

191-120]

ros autoresl , onde o parametro de ordem nat-
ural era a densidade de carga eletronica da banda de
conducao relativo ao estado nao distorcido, embora a
distorcao da rede periddica possa também ser escolhida
como tal parametro.

A expansao acima mencionada é escrita em termos
de parametros complexos \I!](?) relacionados com as
trés componentes da C'DW presentes nos mencionados
metais de transicao. Eles sdo introduzidos a partir da

expressao da densidade de carga eletronica

p(7) = po(T)[L+a(7)] (15)

onde ag é a densidade de elétrons (n&o perturbada) de

conducao do estado normal e
o(r)=Re> W;(7) (16)
J

Uma outra expansao de energia livre, mais
abrangente, para esses materiais, foi introduzida por
Jacobs e Walker[QQ], entretanto ha um grande inter-
esse histérico no trabalho numérico de McMillan que,
além de ser mais simples, fo1 a partir do mesmo que
surgiu o conceito de descomensuracao. Ele considerou
o caso ideal de uma tinica componente da C DW , ou seja
uma modulagao periddica da carga eletronica, com um
periodo que pode ter ou nao uma relacao comensuravel
com o periodo da rede original. Em sintese, McMillan
ao realizar o seu estudo numérico em torno da transicao
”lock-in” | no metal de transicao 2H — T'aSes, ele intro-
duziu a ansatz de que somente a fase do parametro de
ordem apresentava variagao com o espacamento da rede

do cristal, permanecendo constante sua amplitude. Bak
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e Emery, em 1976, estudando o mesmo problema ob-
tiveram a solucao analitica e verificaram que a condicao
de extremo do funcional de energia livre do sistema con-
duzia a uma equacao diferencial nao linear conhecida
como a equacdo de seno-Gordon estédtica (ou equagio
do péndulo). A solugdo de McMillan e dos demais au-
tores mostraram que préximo a transicao de fase ”lock-
in”, o estado mais estavel da fase incomensurdvel é de-
scrito por uma sequéncia de dominios comensuraveis,
separados por paredes de dominios relativamente bem
definidas, denominadas por ele de descomensuragoes
(que sdo, matematicamente, solitons de fase).

(23]

Moncton et al detetaram os  aspectos
fenomenolégicos de tais defeitos topoldgicos, no mesmo
composto, sob a forma de distor¢oes da C'DW incomen-
suravel préximo a citada TF. A hipdtese de McMillan
foi confirmada, experimentalmente, por Suits et all24]
que usaram a técnica de ressonancia magnética nuclear.
Na literatura recente tal ansatz tem sido denominada
de aproximacao de amplitude constante (ou limite de
acoplamento fraco ou aproximagio solitoénica) e para
ilustra-la pode-se escrever para o citado sistema o po-

tencial termodinamico de energia livre |

AF = /dxz[Al(VqS 1) 4+ As(1—cos38)]  (17)
onde a condicao de extremo implica na equacao,

d*¢3

dz?

sendo ¢3 = 3¢ e A? = %9A2A1_1 , que equivale

a equacgao do péndulo 5 quando utiliza-se a trans-

— A?sengs = 0, (18)

formacao: t — x e § — ¢3. Na equacao 17, A; e A
sao parametros fenomenoldgicos, enquanto ¢ é a fase

do parametro de ordem.

5 Sumario e Conclusoes

A equacao de seno-Gordon estatica é um caso particular
da equacao de Klein-Gordon nao linear, que apresenta
na sua expressao um termo de derivada parcial de se-

gunda ordem no tempo, ou seja,

¢xx - ¢tt - 56n¢ = 0 (19)

Esta equacao é também conhecida por equagao de seno-
Gordon dependente do tempo e que, por apresentar
solugbes tipo ondas solitarias (em particular solitons)

tem despertado um continuo interesse entre os fisicos.
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Apesar de tal caracteristica ter sido observada no inicio
dos anos cinquenta, entretanto, é relevante lembrar que
esta equacao foi de fato introduzida com outra denom-

25]

inacdo em 1875 na Geometria Diferenciall no es-
tudo sobre transformacoes de superficies com curvatura
gaussiana constante K = —1 em R3 . A equacdo 19 na

sua forma canonica é escrita como

Guy — seng = 0 (20)

quando se utiliza a transformacao u = %(x +1) e
v= %(x —1).

Nas secOes inicials deste trabalho, discutimos as
analogias existentes nos calculos envolvendo o prob-
lema do péndulo matematico e aquele das transigoes
de fase ”lock-in” (usando o modelo fenomenolégico de
Landau), em um sistema metélico incomensuravel com
uma onda de densidade de carga, quando é utilizada a
aproximacao de amplitude constante do parametro de
ordem. Vimos que em ambos os sistemas a equagao
basica é a equacao de seno-Gordon estatica, que no
caso dos sistemas incomensuraveis citados ganha uma
nova interpretacao, visto que as suas possiveis solucgoes
indicam, matematicamente, a presenca de um arranjo
multisolitonico, significando que préximo a transi¢ao de
fase "lock-in” ( incomensurdvel-comensuravel) a fase do
parametro de ordem consiste de largos dominios quase
comensuraveis separados por paredes de dominios es-
treitas (solitons) onde a fase varia rapidamente. Esta
transicao, decorrente da super-rede solitonica, é o resul-
tado da competicao entre a energia de interacao com a
rede do substrato ( termo ”Umklapp” local ), que fa-
vorece a ordenacao comensuravel, e o termo de energia
elastica (quadratico na amplitude), que favorece & fase
incomensuravel, contidos na expressao do potencial ter-
modinamico, conforme a equacao 12.

Apesar de toda esta discussao se basear na hipotese
de McMillan (1976), entretanto a confirmagao exper-
imental da existéncia de descomensurac¢des (solitons
de fase) nesses sistemas, tornou o célculo das mesmas
necessario para a caracterizacao de tais sistemas fisicos.
E importante observarmos que a expressao do periodo
pendular em termos da integral eliptica completa de
primeira espécie (equagdo 9 ) apresenta similaridades
com aquela que calcula a distancia intersolitonica para
o caso dos sistemas incomensuraveis citados, ou seja,
nesta analogia o periodo do péndulo é substituido por
uma expressao matematica que tem, também, uma de-

pendéncia funcional com K (k) e que calcula a distancia
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entre dois solitons adjacentes. Isto é melhor visual-
izado nos limites em que o mdédulo da integral eliptica,
K(k), tem valores zero ou um. No primeiro (k = 0)
correspondendo no péndulo ao caso de pequenas am-
plitudes, implica que no citado sistema incomensuravel
o mesmo se encontra no denominado regime de onda
plana incomensuravel, ou seja, o deslocamento angu-
lar do péndulo varia senoidalmente com o tempo, en-
quanto a fase do parametro de ordem do sistema in-
comensuravel varia linearmente com o espacamento na
rede do cristal. No outro limite (k = 1) para o caso
do péndulo tem-se um periodo que cresce indefinida-
mente, enquanto no sistema incomensuravel a fase do
parametro de ordem atinge o regime monosolitonico
(solucao tipo "kink”). No intervalo 0 < k& < 1 temos
o arranjo multisolitonico para a fase do parametro de
ordem mno caso incomensuravel (e algo similar para o
deslocamento angular do péndulo) indicando que & me-
dida que a temperatura do sistema vail diminuindo a
distancia intersolitonica vai aumentando (até atingir
a temperatura critica ”lock-in”), com a subseqiiente
diminui¢ao do nimero de solitons por unidade de com-
primento, indicando que a densidade solitonica serve
como um possivel parametro de ordem para o sistema
fisico em estudo. Na figura 1, representamos o re-
trato de fase do péndulo matematico obtido a partir
da equacao 6. Na figura seguinte obtivemos a variagao
do periodo pendular para diferentes amplitudes usando
a equacdo geral (9) em termos do modulo k das inte-
grais elipticas, onde & = 0 reproduz o resultado classico
para pequenas amplitudes e & = 1 indica um limite
assintético, que na analogia com as ondas de densidade
de carga representa o citado limite monosolitonico que
coincide com a temperatura critica (7;) entre as fases
incomensuravel e comensuravel. A figura 3 ilustra o
comportamento da fung¢do eliptica jacobiana sn(u|k)
para valores diferentes de k, enquanto a figura 4 ap-
resenta o comportamento da solucao pendular quando
estipulamos valores diferentes para a velocidade ini-
cial vg. Observa-se um comportamento similar aquele
dos arranjos multisolitonicos nos sistemas incomen-
suraveis e, em particular, no caso das C'DW onde as
descomensuragdes (solitons de fase do parametro de or-
dem) apresentam-se para diferentes temperaturas, num
quadro semelhante em que a4 medida que a temperatura
val diminuindo e se aproximando da mencionada 7., o
arranjo das descomensuracoes varia desde uma situacao
quase retilinea (onde a distancia intersolitonica é pe-

quena), até o caso monosolitonico (onde a distancia in-

tersolitonica cresce indefinidamente). As figuras 5 e 6,
respectivamente, representam tal situacao para os cita-
dos sistemas. No caso do sistema incomensuravel com
CDW e p =3 (ex: 2H — TaSes) a variagdo de tem-
peratura contribui para o comportamento da fase do
parametro de ordem em termos da distancia na rede,
mostrando resultados similares. Para a obtencao das
figuras citadas foram efetuados calculos de integrais
elipticas e de func¢oes elipticas jacobianas utilizando-
se 7softwares” matematicos e de simulacao, a par-
tir dos textos citados na bibliograﬁa[ll]_[M]. Outras
aplicacoes de tais analogias com o problema do péndulo
a diferentes sistemas incomensuraveis serao discutidas

na parte II deste trabalho.
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