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V�arios estudos em torno da transi�c�ao de fase Incomensur�avel�comensur�avel ��Lock�in��	 em
alguns sistemas incomensur�aveis �a exemplo de metais de transi�c�ao com ondas de densi�
dade de carga 
CDW � e outros� t�em revelado importantes analogias com o problema do
p�endulo matem�atico	 identi
cando novas interpreta�c�oes f��sicas e melhorando sensivelmente
os resultados anal��ticos� Neste trabalho �e discutido algumas dessas analogias�

Incommensurate � commensurate �Lock�in� phase transition has been studied by di�erent
authors �eg� charge density waves 
CDW � in transition metals and others� and some impor�
tant analogies with the mathematical pendulum problem can be showed as well new physical
interpretations and a strong improving of the analytical results are obtained� In this work
we discuss some of these analogies�

� Introdu�c�ao

Nos �ultimos anos uma s�erie de compostos identi
ca�

dos como sistemas incomensur�aveis t�em despertado o

interesse dos f��sicos e matem�aticos	 ligados aos prob�

lemas da F��sica da Mat�eria Condensada� A pesquisa

experimental tem sido intensi
cada com a conseq�uente

descoberta de novos materiais possuidores das denom�

inadas caracter��sticas de incomensurabilidade� Apesar

disso muitas di
culdades ainda est�ao presentes no trata�

mento te�orico de tais sistemas	 em vista de limita�c�oes

impostas por alguns modelos�

Dentre os diferentes modelos te�oricos	 destaca�se a

teoria de transi�c�oes de fase introduzida por Landau


�� em ����	 a qual	 apesar de ser uma formula�c�ao

de campo m�edio e que negligencia a contribui�c�ao de

�utua�c�oes pr�oximas �a regi�ao cr��tica	 tem sido bas�

tante e
caz para descrever as diferentes propriedades de

in�umeros ferroel�etricos	 cristais l��quidos ferroel�etricos

esm�eticos e metais de transi�c�ao com ondas de densi�

dade de carga	 conforme sumariaremos nas pr�oximas

se�c�oes deste trabalho�

A denomina�c�ao incomensur�avel para tais sistemas

f��sicos �e de
nida por alguns autores������� como car�

acterizadora de estrutura em que a raz�ao	 entre o

espa�camento da rede da mesma em rela�c�ao ao daquela

n�ao deformada em que o sistema se encontra �a tem�

peratura mais elevada �fase prot�otipa ou normal� n�ao

�e comensur�avel e sim um n�umero irracional� Pynn���

enfatiza que essa terminologia de
ne a mencionada es�

trutura como n�ao adequada	 entretanto �e importante

n�ao esquecermos que o citado nome pode ter sido in�

spirado na id�eia de incomensurabilidade introduzida

na antig�uidade e que se tornou um marco importante

no pensamento grego� S�ao bem conhecidas as con�

tribui�c�oes de diferentes pensadores	 dentre os quais

Arist�oteles	 assim como o fato de ter sido talvez os

indianos os primeiros a se preocuparem com o as�

sunto� Para a Gr�ecia antiga foi importante e surpreen�

dente a descoberta da necessidade de um n�umero ir�

racional para a resolu�c�ao do problema geom�etrico do

c�alculo da diagonal do quadrado� No livro X de Eu�

clides j�a �e observado o impacto do problema da in�

comensurabilidade sobre a 
loso
a Pitag�orica� Ape�

sar de sua longevidade	 o mencionado tema ainda per�
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manece sendo um dos mais revisitados por muitos estu�

diosos de Hist�oria e Filoso
a da Ci�encia� Schenberg���

a
rmava que �um acontecimento transcendental foi a

descoberta das grandezas incomensur�aveis atribu��da a

Pit�agoras e representou uma profunda revolu�c�ao do

pensamento cient��
co� N�ao s�o no pensamento cient��
co

como em toda a 
loso
a grega� Foi talvez a primeira

grande revolu�c�ao cient��
ca da hist�oria da humanidade��

Maracchia��� e Knorr��� 	 retomaram o estudo do citado

problema	 discutindo diferentes vers�oes da prova da in�

comensurabilidade da diagonal e do lado do quadrado�

Apesar deste pre�ambulo nosso objetivo no presente

trabalho n�ao �e a discuss�ao da incomensurabilidade e

suas implica�c�oes 
los�o
cas	 mas sim enfatizarmos as

analogias mec�anicas que surgem nos resultados que en�

volvem o estudo anal��tico de transi�c�oes de fase em al�

guns sistemas incomensur�aveis	 a exemplo de sistemas

magn�eticos e aqueles j�a citados previamente�

Outro aspecto envolvendo o estudo de tais mate�

riais incomensur�aveis e que desperta enorme interesse

�aqueles ligados ao ensino de F��sica fundamental �e o fato

que nesses sistemas f��sicos a decantada periodicidade

translacional da rede cristalina tridimensional �e que�

brada	 apesar de tais sistemas apresentarem uma or�

dena�c�ao de longo alcance� Tal caracter��stica viola uma

das mais importantes suposi�c�oes da teoria da F��sica

da Mat�eria Condensada� O fato de os sistemas in�

comensur�aveis permanecerem intermedi�arios entre os

cristais peri�odicos cl�assicos e aqueles sistemas biol�ogicos

n�ao peri�odicos	 tem induzido �a cren�ca que o estudo

dos mesmos	 al�em da descoberta qualitativa de novos

fen�omenos f��sicos	 poder�a conduzir a um substancial

avan�co no entendimento dos materiais n�ao peri�odicos e

talvez mesmo da mat�eria viva���� �

Nas se�c�oes seguintes revisaremos o problema do

p�endulo matem�atico a partir de o seno de Jacobi����

a teoria de transi�c�oes de fase de Landau��� e na se�c�ao �

discutiremos as descomensura�c�oes de McMillan �ou soli�

tons de fase do par�ametro de ordem�� Finalmente	 na

se�c�ao �	 apresentaremos um sum�ario e as conclus�oes en�

volvendo o caso de metais de transi�c�ao dicalcogenados	

que se apresentam com ondas de densidade de carga	 e

as analogias com o sistema pendular�

� O Seno de Jacobi

O problema do p�endulo matem�atico pode ter como

ponto de partida o c�alculo da denominada fun�c�ao Seno

de Jacobi	 a qual �e um caso particular de uma outra

fun�c�ao �senoidal� generalizada s�u� que	 por de
ni�c�ao	

�e a inversa da integral do tipo

u �

yZ

�

dz��� pz� � qz������ ���

e que para certos valores de
nidos dos pares de co�

e
cientes �p� q� do polin�omio no integrando acima �e

poss��vel atingir�se as conhecidas fun�c�oes �senoidais�

trigonom�etricas para os casos circular  ���� ���

hiperb�olico ��� ��� lemnisc�atico ������� e o el��ptico	

onde o citado seno de Jacobi �e obtido a partir de os

valores  ��� � k�� k�� e onde � � k � �� Uma con�

tribui�c�ao marcante para o desenvolvimento desta �area

da Matem�atica foi dada pelo jovem Gauss que	 no seu

di�ario 

nal do s�eculo XVIII�	 deixou tamb�em ponti
�

cado a necessidade da utiliza�c�ao nesses problemas da

teoria de vari�aveis complexas�

A hist�oria em torno de o surgimento das fun�c�oes

el��pticas jacobianas �sn� cn� dn� ns� nc� nd� sc� sd� cd� cs� ds�

dc� tem sido recontada por diferentes autores���������

em vista de sua import�ancia para o desenvolvimento

da An�alise Matem�atica e	 tamb�em	 pelas in�umeras

aplica�c�oes de tais fun�c�oes aos c�alculos envolvendo os

sistemas din�amicos n�ao lineares�

No caso jacobiano �� � pz� � qz�� tem a forma

para s�u� igual a �� � z���� � k�z�� e a correspon�

dente fun�c�ao el��ptica de Jacobi	 de m�odulo k	 �e de�

nominada de seno de amplitude	 sendo denotada por

sn�u� k� � snu � sn�u�m�	 onde m � k� ���� � Esta

fun�c�ao �e ent�ao a inversa da integral	

u �

yZ

�

dz
��� z����� k�z������� � com � � k � � ���

As fun�c�oes de Jacobi	 para vari�aveis reais	 podem

ser obtidas a partir da equa�c�ao � e	 no caso particular

da �sn� pode�se observar que ela cresce monotonica�

mente de � a � quando u evolui de � a K�k�	 a denomi�

nada integral el��ptica completa de primeira esp�ecie	 cuja

de
ni�c�ao pode ser dada por

K�k� �

�Z

�

dx
��� x����� k�x�������

�

���Z

�

d���� k�sen������� ���
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No problema do p�endulo tem�se um corpo de massa

M 	 suspenso a um 
o 
no de comprimento L	 que real�

iza oscila�c�oes no plano vertical� A partir da posi�c�ao

de equil��brio se pode de
nir um �angulo inicial �o e

estudar�se diferentes caracter��sticas deste sistema	 den�

tre as quais a solu�c�ao de sua equa�c�ao b�asica	 tamb�em

chamada de equa�c�ao de seno�Gordon	 cuja solu�c�ao pode

ser escrita no caso geral em termos das fun�c�oes de Ja�

cobi sn ou sd�

Para o mencionado sistema pendular �e poss��vel ex�

plicitar a fun�c�ao Hamiltoniana

H �
�

�
p�L�� � g�L�cos� ���

sendo p o momento linear e g a acelera�c�ao da gravi�

dade� A partir do par de equa�c�oes can�onicas de movi�

mento de Hamilton envolvendo a equa�c�ao � obt�em�se

a mencionada equa�c�ao do p�endulo ou equa�c�ao de seno�

Gordon est�atica	

��

� �!��sen� � � ���

com !� � g�L e cuja primeira integral �e dada por

�

�
�
�

��� � !��cos� � E ���

onde E �e uma constante de integra�c�ao	 � �e o desloca�

mento angular do p�endulo de sua posi�c�ao de equil��brio

�� � ��� Na Figura � esbo�camos o retrato de fase do

sistema pendular� A partir da equa�c�ao � pode�se de
nir

dt � �g�L�����d���� k�sen������� ���

em que escrevemos E � ��g�L�cos"	 considerando � �

" como sendo o deslocamento m�aximo do p�endulo de

sua posi�c�ao de equil��brio� Igualmente	 para facilitar os

c�alculos usamos a transforma�c�ao cos� � � � �k�sen��	

com k � sen�
�"� A partir da equa�c�ao � v�e�se que o

tempo requerido para o sistema vibrar desde � � � a

� � �� �e

t � �g�L�����

��Z

�

d���� k�sen������� ���

onde �� � sen���k��sen������ e o per��odo pendular

pode ser escrito em termos de k	 como

T �k� � ��g�L�����K�k� ���

que no limite de k � � � �K�k� � ���	 o per��odo

torna�se independente da energia	 correspondendo ao

caso senoidal circular referente �as pequenas amplitudes	

ou seja a equa�c�ao � se transforma em T � ���g�L�����

que	 na analogia com os problemas que discutiremos

em torno de sistemas incomensur�aveis	 corresponder�a

�a aproxima�c�ao de onda plana incomensur�avel� A

Figura ��� apresenta a varia�c�ao do per��odo do p�endulo

matem�atico em fun�c�ao do modulo el��ptico k� No outro

limite k � � � K�k� ��	 para " � � que correspon�

der�a ao regime monosolit�onico no caso do mencionado

problema das ondas de densidade de carga�

A solu�c�ao da equa�c�ao � nos d�a o deslocamento an�

gular ��t� e �e obtida a partir da integra�c�ao da equa�c�ao

�	 onde de
nimos u � t��g�L���� implicando que

sn�ujk� � sen� � k��sen
�

�
� ����

e	 em conseq�u�encia	

� � �sen��
k�sn�ujk��� ����

A Figura ��� mostra a fun�c�ao sn�u�	 para k � ����� ���

e ����� enquanto a Figura ��� esbo�ca a solu�c�ao num�erica
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do p�endulo matem�atico para valores de velocidade ini�

cial vo � ���� ��� e ���� �SI��

� Teoria de Landau

Os problemas envolvendo o estudo das transi�c�oes de

fase 
TF� em sistemas incomensur�aveis s�ao encontrados

em diferentes intervalos de temperatura� A caracter�

iza�c�ao de uma dada TF � de primeira ordem ou �de�

scont��nua� e de segunda ordem ou �cont��nua�� pode

ser obtida atrav�es de considera�c�oes termodin�amicas

b�asicas	 a partir da de
ni�c�ao de um potencial ter�

modin�amico e de suas derivadas na transi�c�ao� Na teo�

ria de Landau���� o crit�erio para se estudar a ordem

de uma TF �e dado atrav�es da de
ni�c�ao de uma densi�

dade de energia livre em pot�encias de um par�ametro de

ordem 	 onde argumentos envolvendo a simetria do sis�

tema limitam os termos permitidos na citada expans�ao�

No formalismo de Teoria de Campos o par�ametro de or�

dem escolhido �e um campo e um desenvolvimento par�

alelo	 e mais rigoroso	 pode ser obtido para tais estudos	

conforme enfatizaremos posteriormente� Na presente

discuss�ao nos limitaremos �a apresenta�c�ao	 mais usual	

de um potencial termodin�amico F 	 em termos de um

par�ametro de ordem complexo cuja amplitude �e A e

fase �	 correspondente �a deforma�c�ao da rede peri�odica

que ocorre abaixo de alguma temperatura cr��tica Ti	 de

tal maneira que nas TF incomensur�aveis existem deslo�

camentos at�omicos fortemente anharm�onicos descritos

atrav�es de termos �Umklapp� de ordem �p� na men�

cionada expans�ao	 #F � F � F�  

#F � ���aA� � bA� � V Apcosp� ����

com a e b sendo par�ametros e onde somente o primeiro	

por hip�otese	 �e de
nido como dependente da temper�

atura	 isto �e	 a � a��T � T��	 sendo a� uma constante

e T� uma temperatura cr��tica� F� �e a energia livre de

�background� independente de A e � e que n�ao tem

in�u�encia na discuss�ao do problema�

No caso em que somente exista deforma�c�ao senoidal

em uma �unica dire�c�ao x	 ou seja	 u � u�sen
qx���x��	

a amplitude do deslocamento at�omico u � u�senqx �e

uma onda comensur�avel com a rede n�ao deformada� A

fase ��x� �e o �shift� dos �atomos em rela�c�ao ao potencial

m��nimo � a denominada energia potencial �lock�in�����

� No caso em que V � � 	 a deforma�c�ao ondulat�oria in�

comensur�avel n�ao perturbada �e linear em x	 ou seja	

��x� � 	x	 e permanece em regime de Onda Plana

Incomensur�avel onde 	 �e o deslocamento ��mis
t� ou

�mismatch�� entre os espa�camentos at�omicos nas sub�

redes comensur�avel e incomensur�avel� Se existe con�

tribui�c�ao da energia potencial �lock�in� �V �� �� ent�ao

haver�a varia�c�oes locais na fase ��x� em um arranjo de

descomensura�c�oes �ou solitons de fase� de acordo com

o cl�assico trabalho de McMillan�����

A con
gura�c�ao no estado fundamental que mini�

miza a energia livre dada por �� �e encontrada entre

as solu�c�oes da equa�c�ao de seno�Gordon est�atica unidi�

mensional de modos normais acoplados

d��p
dx�

� p�V sen�p � � ����

que �e semelhante �a equa�c�ao � quando fazemos as trans�

forma�c�oes t � x	 � � �p � p� e !� � �p�V � As

solu�c�oes da equa�c�ao �� t�em a forma de um pacote de

ondas solit�arias ou �solitons� que descreve uma r�apida

varia�c�ao de fase sobre uma regi�ao estreita	 que na ter�

minologia de McMillan �e a descomensura�c�ao � ou �do�

main wall�� que separa duas regi�oes do dom��nio comen�

sur�avel� Para o caso assint�otico �k � �� de um �unico
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soliton �regime monosolit�onico�	 a equa�c�ao �� tem como

solu�c�ao	

��x� � �p�� tan��
exp�p�V ���x�� ����

tamb�em denominada de �kink�� Na Figura � temos a

super�rede solit�onica para um sistema incomensur�avel

com parametros p � � e V � � � A Figura � apresenta

o denominado regime monosolit�onico para um sistema

incomensur�avel com p � � e V � �

� Descomensura�c�oes de McMil�

lan

A onda de densidade de carga �CDW � �e de
nida como

uma modula�c�ao da carga eletr�onica	 em um material	

com um per��odo que pode ter ou n�ao qualquer rela�c�ao

simples com a periodicidade da rede� Peierls���� foi

quem primeiro sugeriu que um metal unidimensional

�e inst�avel para forma�c�ao de uma distor�c�ao da rede

peri�odica associada com uma modula�c�ao peri�odica es�

pacialmente da densidade de carga eletr�onica �CDW ��

De acordo com este autor o vetor de onda
�

Q da CDW

�e igual a �
�

kF �vetor de onda de Fermi� e	 em con�

seq�u�encia	 a forma�c�ao de uma CDW abre um �gap�

no n��vel de Fermi	 abaixando a energia cin�etica dos

el�etrons de condu�c�ao�

McMillan	 em ����	 identi
cou uma das mais im�

portantes caracter��sticas dos sistemas incomensur�aveis

ao introduzir a no�c�ao de descomensura�c�ao	 que �e um

defeito topol�ogico	 do tipo solit�onico	 da fase da onda

de densidade de carga incomensur�avel	 pr�oximo �a TF

�lock�in��incomensur�avel�comensur�avel�� Para estudar

as ondas de densidade de carga �CDW � que se ap�

resentam em diferentes metais de transi�c�ao dicalcoge�

nados �ex� �H � TaSe��	 este autor introduziu uma

nova expans�ao de energia livre �tipo Ginzburg�Landau�

	 que apresenta algumas similaridades com a de out�

ros autores���������	 onde o par�ametro de ordem nat�

ural era a densidade de carga eletr�onica da banda de

condu�c�ao relativo ao estado n�ao distorcido	 embora a

distor�c�ao da rede peri�odica possa tamb�em ser escolhida

como tal par�ametro�

A expans�ao acima mencionada �e escrita em termos

de par�ametros complexos "j�
�

r � relacionados com as

tr�es componentes da CDW presentes nos mencionados

metais de transi�c�ao� Eles s�ao introduzidos a partir da

express�ao da densidade de carga eletr�onica


�
�

r � � 
��
�

r �
� � ��
�

r �� ����

onde �� �e a densidade de el�etrons �n�ao perturbada� de

condu�c�ao do estado normal e

��
�

r � � Re
X
j

"j�
�

r � ����

Uma outra expans�ao de energia livre	 mais

abrangente	 para esses materiais	 foi introduzida por

Jacobs e Walker����	 entretanto h�a um grande inter�

esse hist�orico no trabalho num�erico de McMillan que	

al�em de ser mais simples	 foi a partir do mesmo que

surgiu o conceito de descomensura�c�ao� Ele considerou

o caso ideal de uma �unica componente daCDW 	 ou seja

uma modula�c�ao peri�odica da carga eletr�onica	 com um

per��odo que pode ter ou n�ao uma rela�c�ao comensur�avel

com o per��odo da rede original� Em s��ntese	 McMillan

ao realizar o seu estudo num�erico em torno da transi�c�ao

�lock�in�	 no metal de transi�c�ao �H�TaSe�	 ele intro�

duziu a ansatz de que somente a fase do par�ametro de

ordem apresentava varia�c�ao com o espa�camento da rede

do cristal	 permanecendo constante sua amplitude� Bak
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e Emery	 em ����	 estudando o mesmo problema ob�

tiveram a solu�c�ao anal��tica e veri
caram que a condi�c�ao

de extremo do funcional de energia livre do sistema con�

duzia a uma equa�c�ao diferencial n�ao linear conhecida

como a equa�c�ao de seno�Gordon est�atica �ou equa�c�ao

do p�endulo�� A solu�c�ao de McMillan e dos demais au�

tores mostraram que pr�oximo �a transi�c�ao de fase �lock�

in�	 o estado mais est�avel da fase incomensur�avel �e de�

scrito por uma seq�u�encia de dom��nios comensur�aveis	

separados por paredes de dom��nios relativamente bem

de
nidas	 denominadas por ele de descomensura�c�oes

�que s�ao	 matematicamente	 solitons de fase��

Moncton et al���� detetaram os aspectos

fenomenol�ogicos de tais defeitos topol�ogicos	 no mesmo

composto	 sob a forma de distor�c�oes da CDW incomen�

sur�avel pr�oximo �a citada TF� A hip�otese de McMillan

foi con
rmada	 experimentalmente	 por Suits et al����

que usaram a t�ecnica de resson�ancia magn�etica nuclear�

Na literatura recente tal ansatz tem sido denominada

de aproxima�c�ao de amplitude constante �ou limite de

acoplamento fraco ou aproxima�c�ao solit�onica� e para

ilustr�a�la pode�se escrever para o citado sistema o po�

tencial termodin�amico de energia livre 	

#F �

Z
dx�
A��r�� ��� �A���� cos���� ����

onde a condi�c�ao de extremo implica na equa�c�ao	

d���

dx�
� !�sen�� � �� ����

sendo �� � �� e !� � �
��A�A

��
� 	 que equivale

�a equa�c�ao do p�endulo � quando utiliza�se a trans�

forma�c�ao t � x e � � ��� Na equa�c�ao ��	 A� e A�

s�ao par�ametros fenomenol�ogicos	 enquanto � �e a fase

do par�ametro de ordem�

� Sum	ario e Conclus�oes

A equa�c�ao de seno�Gordon est�atica �e um caso particular

da equa�c�ao de Klein�Gordon n�ao linear	 que apresenta

na sua express�ao um termo de derivada parcial de se�

gunda ordem no tempo	 ou seja	

�xx � �tt � sen� � � ����

Esta equa�c�ao �e tamb�em conhecida por equa�c�ao de seno�

Gordon dependente do tempo e que	 por apresentar

solu�c�oes tipo ondas solit�arias �em particular solitons�

tem despertado um cont��nuo interesse entre os f��sicos�

Apesar de tal caracter��stica ter sido observada no in��cio

dos anos cinq�uenta	 entretanto	 �e relevante lembrar que

esta equa�c�ao foi de fato introduzida com outra denom�

ina�c�ao em ���� na Geometria Diferencial����	 no es�

tudo sobre transforma�c�oes de superf��cies com curvatura

gaussiana constante K � �� em R� � A equa�c�ao �� na

sua forma can�onica �e escrita como

�uv � sen� � � ����

quando se utiliza a transforma�c�ao u � �
� �x � t� e

v � �
��x� t��

Nas se�c�oes iniciais deste trabalho	 discutimos as

analogias existentes nos c�alculos envolvendo o prob�

lema do p�endulo matem�atico e aquele das transi�c�oes

de fase �lock�in� �usando o modelo fenomenol�ogico de

Landau�	 em um sistema met�alico incomensur�avel com

uma onda de densidade de carga	 quando �e utilizada a

aproxima�c�ao de amplitude constante do par�ametro de

ordem� Vimos que em ambos os sistemas a equa�c�ao

b�asica �e a equa�c�ao de seno�Gordon est�atica	 que no

caso dos sistemas incomensur�aveis citados ganha uma

nova interpreta�c�ao	 visto que as suas poss��veis solu�c�oes

indicam	 matematicamente	 a presen�ca de um arranjo

multisolit�onico	 signi
cando que pr�oximo �a transi�c�ao de

fase �lock�in� � incomensur�avel�comensur�avel� a fase do

par�ametro de ordem consiste de largos dom��nios quase

comensur�aveis separados por paredes de dom��nios es�

treitas �solitons� onde a fase varia rapidamente� Esta

transi�c�ao	 decorrente da super�rede solit�onica	 �e o resul�

tado da competi�c�ao entre a energia de intera�c�ao com a

rede do substrato � termo �Umklapp� local �	 que fa�

vorece a ordena�c�ao comensur�avel	 e o termo de energia

el�astica �quadr�atico na amplitude�	 que favorece �a fase

incomensur�avel	 contidos na express�ao do potencial ter�

modin�amico	 conforme a equa�c�ao ���

Apesar de toda esta discuss�ao se basear na hip�otese

de McMillan ������	 entretanto a con
rma�c�ao exper�

imental da exist�encia de descomensura�c�oes �solitons

de fase� nesses sistemas	 tornou o c�alculo das mesmas

necess�ario para a caracteriza�c�ao de tais sistemas f��sicos�
�E importante observarmos que a express�ao do per��odo

pendular em termos da integral el��ptica completa de

primeira esp�ecie �equa�c�ao � � apresenta similaridades

com aquela que calcula a dist�ancia intersolit�onica para

o caso dos sistemas incomensur�aveis citados	 ou seja	

nesta analogia o per��odo do p�endulo �e substitu��do por

uma express�ao matem�atica que tem	 tamb�em	 uma de�

pend�encia funcional com K�k� e que calcula a dist�ancia
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entre dois solitons adjacentes� Isto �e melhor visual�

izado nos limites em que o m�odulo da integral el��ptica	

K�k�	 tem valores zero ou um� No primeiro �k � ��

correspondendo no p�endulo ao caso de pequenas am�

plitudes	 implica que no citado sistema incomensur�avel

o mesmo se encontra no denominado regime de onda

plana incomensur�avel	 ou seja	 o deslocamento angu�

lar do p�endulo varia senoidalmente com o tempo	 en�

quanto a fase do par�ametro de ordem do sistema in�

comensur�avel varia linearmente com o espa�camento na

rede do cristal� No outro limite �k � �� para o caso

do p�endulo tem�se um per��odo que cresce inde
nida�

mente	 enquanto no sistema incomensur�avel a fase do

par�ametro de ordem atinge o regime monosolit�onico

�solu�c�ao tipo �kink��� No intervalo � � k � � temos

o arranjo multisolit�onico para a fase do par�ametro de

ordem no caso incomensur�avel �e algo similar para o

deslocamento angular do p�endulo� indicando que �a me�

dida que a temperatura do sistema vai diminuindo a

dist�ancia intersolit�onica vai aumentando �at�e atingir

a temperatura cr��tica �lock�in��	 com a subseq�uente

diminui�c�ao do n�umero de solitons por unidade de com�

primento	 indicando que a densidade solit�onica serve

como um poss��vel par�ametro de ordem para o sistema

f��sico em estudo� Na 
gura �	 representamos o re�

trato de fase do p�endulo matem�atico obtido a partir

da equa�c�ao �� Na 
gura seguinte obtivemos a varia�c�ao

do per��odo pendular para diferentes amplitudes usando

a equa�c�ao geral ��� em termos do modulo k das inte�

grais el��pticas	 onde k � � reproduz o resultado cl�assico

para pequenas amplitudes e k � � indica um limite

assint�otico	 que na analogia com as ondas de densidade

de carga representa o citado limite monosolit�onico que

coincide com a temperatura cr��tica �Tc� entre as fases

incomensur�avel e comensur�avel� A 
gura � ilustra o

comportamento da fun�c�ao el��ptica jacobiana sn�ujk�

para valores diferentes de k	 enquanto a 
gura � ap�

resenta o comportamento da solu�c�ao pendular quando

estipulamos valores diferentes para a velocidade ini�

cial v�� Observa�se um comportamento similar �aquele

dos arranjos multisolit�onicos nos sistemas incomen�

sur�aveis e	 em particular	 no caso das CDW onde as

descomensura�c�oes �solitons de fase do par�ametro de or�

dem� apresentam�se para diferentes temperaturas	 num

quadro semelhante em que �a medida que a temperatura

vai diminuindo e se aproximando da mencionada Tc	 o

arranjo das descomensura�c�oes varia desde uma situa�c�ao

quase ret��linea �onde a dist�ancia intersolit�onica �e pe�

quena�	 at�e o caso monosolit�onico �onde a dist�ancia in�

tersolit�onica cresce inde
nidamente�� As 
guras � e �	

respectivamente	 representam tal situa�c�ao para os cita�

dos sistemas� No caso do sistema incomensur�avel com

CDW e p � � �ex �H � TaSe�� a varia�c�ao de tem�

peratura contribui para o comportamento da fase do

par�ametro de ordem em termos da dist�ancia na rede	

mostrando resultados similares� Para a obten�c�ao das


guras citadas foram efetuados c�alculos de integrais

el��pticas e de fun�c�oes el��pticas jacobianas utilizando�

se �softwares� matem�aticos e de simula�c�ao	 a par�

tir dos textos citados na bibliogra
a���������� Outras

aplica�c�oes de tais analogias com o problema do p�endulo

a diferentes sistemas incomensur�aveis ser�ao discutidas

na parte II deste trabalho�
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