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Estudaremos o movimento de uma massa infinitesimal submetida & acao gravitacional new-
toniana de trés outras massas g, 1 — 2u e p, as quais descrevem uma das configuragoes
centrais encontrada por Eulor em 1767. De fato, o corpo de massa 1 — p esta localizado
no centro de massa e os dois outros estao situados em posi¢oes simétricas com relacao ao
centro de massa. O presente trabalho esta destinado a calcular as seis solugoes de equilibrio
relativo deste Problema Restrito de Quatro Corpos e estudar a estabilidade destas solugoes.

We study the motion of an infinitessimal mass point under the gravitational action of three
mass points of masses p, 1 — 2u and g moving under the Newton’s law of gravitational
attraction in circular periodic orbits around their center of masses forming at any time a
collinear central configuration. The body of mass 1 — 2u is located at the center of mass.
The paper proves the existence of six equilibrium point L;,i = 1,...,6, and we study the
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stability this solution.

1. Introducao

A Mecanica Celeste é definida como o campo de
conhecimento cientifico que estuda as consequéncias
da segunda lei da dinamica, a qual diz que a for¢ca F
que atua sobre uma particula de massa m ¢ dada por
F= %(m -v), onde v denota a velocidade, e da lei de
gravitacao universal. O problema central da mecanica
celeste é o problema de n corpos, que consiste em descr-
ever o movimento de n particulas materiais submetidas
unicamente as forcas de atragoes mutuas, de acordo
com a lei da gravitacao universal. A descricao com-
pleta desse problema consiste em resolver um sistema
de equacoes diferenciais ordinarias, o qual sé pode ser
resolvido, explicitamente, para o caso n = 2 (problema
de Kepler).

Ainda que as solucoes deste problema sejam con-
hecidas no caso n = 2, sabe-se muito pouco sobre elas
para o caso n > 3. E por isso que o problema de treés cor-

pos é objeto de grande nimero de simplificacoes. En-

tre estas simplificacoes, merece um destaque especial o
problema restrito de trés corpos, isto é, o problema de
trés corpos em que uma das massas é infinitesimal, de
maneira que sua influéncia sobre os outros dois sendo
desprezivel, o movimento destes é o de um problema de
dois corpos; o problema restrito de trés corpos consiste
em descrever o movimento do corpo de massa infinites-

1mal.

O problema de trés corpos se coloca como um de-
safio para os matematicos e fisicos que testam suas teo-
rias no intuito de resolvé-lo. Apds a comprovacao de
que este problema nao é integravel, passou-se a procu-
rar informagoes qualitativas a seu respeito, motivando
assim o surgimento de diversas areas em matematica.
Como consequéncia deste estudo, no final do século
XIX e comeco do século XX, surgiu a teoria qualitativa
das equacoes diferenciais ordinarias, onde destacam-se
os trabalhos de Poincaré e Liapunov, dando origem a
teoria dos sistemas dinamicos, que representa uma das

principais areas da matematica contemporanea.
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Um movimento periddico dos n corpos é dado por
uma solucao do problema de n corpos, onde todas as
coordenadas dos vetores-posicao sao funcgoes periddicas

de #, com o mesmo periodo.

O movimento peridédico mais simples é aquele em
que as coordenadas nao variam com o tempo: os cor-
pos estao parados e a uma tal solucao chamamos de
solugdo de equilibrio. O problema de trés corpos nao

admite este tipo de solucao.

Em seguida, um movimento periédico também sim-
ples é aquele em que os n corpos movem-se em um
mesmo plano em 4rbitas circulares em volta do cen-
tro de massa, todos com a mesma velocidade angular.
Esta nao é uma solucao de equilibrio, no entanto, rel-
ativamente a um sistema baricéntrico girando com a
mesma velocidade angular, os n corpos estao parados;
portanto, nds a chamaremos de solucdo de equilibrio

relativo.

Para o problema de trés corpos, estas solugoes de
fato existem e foram obtidas por Euler em 1767, no
caso colinear; e por Lagrange, em 1772, que re-obteve

as soluc¢oes de Euler e mais duas outras, ndao colineares.

No presente trabalho, consideramos trés corpos que
denominaremos de primdrios e os quais denotaremos
por Py, P, P, com massas mg, mi, ms, respectiva-
mente, movendo-se segundo a lei de gravitacao de New-
ton, em uma solucao de equilibrio colinear do problema
de trés corpos. Além disso, tomaremos m; = ms e
a massa mg situada entre m; e ms. Consideraremos
um quarto corpo, de massa ms, que se move no plano
definido pelas trajetorias dos outros trés, atraido por
eles, porém, sem influencia-los (na pratica pode-se con-
siderar que sua massa é desprezivel com relacao a massa
dos demais). Nosso problema restrito plano e circular
de quatro corpos consiste em descrever o movimento do
quarto corpo, isto é, do corpo de massa infinitesimal
ms. Este problema foi introduzido por Moulton em
1900 [4].

Conforme estudo feito em [3], sdo exatamente seis
as solugoes de equilibrio relativos deste problema re-
strito distribuidas da seguinte maneira: duas solu¢oes
triangulares (denotadas por Ls e Lg), isto é, formando
triangulos 1s6sceles com dois dos primarios, ficando o
terceiro situado sobre o segmento de reta que deter-
mina a base do referido triangulo, e quatro colineares
(denotadas por Ly, La, Lz e L4), onde o corpo de
massa infinitesimal fica situado na reta determinada pe-

los primaérios (ver figura 1.2).
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Figura 1.1. Coordenadas siderais (x,y) e coordenadas

sinédicas (Z, ).

(1,0)

Figura 1.2. Solugos de equilibrio relativo.

No ponto de vista dinamico do problema, isto sig-
nifica dizer que colocando-se a massa infinitesimal ms
no ponto de equilibrio relativo com velocidade rela-
tiva nula, ela permanecera sempre neste ponto. Uma
questao da mais alta importancia é saber se ao tentar-
mos colocar o corpo de massa infinitesimal no ponto de
equilibrio e nao conseguirmos em virtude de uma pe-
quena velocidade inicial ou de um pequeno desvio do
ponto, serd que o movimento resultante da massa ms
permanecera proximo do ponto de equilibrio para todo
o tempo. Em caso afirmativo, diremos que a posicao
de equilibrio relativo é estavel. Neste trabalho, estu-
daremos a natureza das solucao de equilibrio colineares

e triangulares.
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2. As equacoes do movimento em coordenadas

siderais e sinédicas

Consideraremos um sistema de referéncia inercial
com origem no centro de massa 0, e denotaremos por
(X,Y) as coordenadas do corpo de massa infinitesi-
mal. Este sistema serd denominado sideral e nele os
primarios, de massas my e ms, descrevem uma mesma
orbita circular de raio a em volta da origem com veloci-
dade angular w.

Utilizando variaveis complexas, as posi¢oes dos cor-

pos Py, Py e P; serdo dadas, respectivamente, por (ver

my[Z — aexp(iwt*)]
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figura 1.1)

71 = aexp(iwt”)

Za = a expli(wt” + 7)),

onde t* é o tempo.

A posicao do corpo de massa infinitesimal mg sera
7 = X 4+1:1Y. Portanto, a forca gravitacional que as
massas mg, My € Moy, exercem sobre a massa infinitesi-

mal ms dara a equacao

moZ
77 = _kZ
(T +

2 ¢ a con-

onde ’ denota derivada com relacao a t*, e k
stante de gravitacao Newtoniana.
Introduziremos agora um novo sistema de referéncia
denominado sinddico. Neste sistema os eixos de co-
ordenadas giram em mesmo sentido e com a mesma
velocidade angular que os primarios, os quais, con-
sequentemente, ficam fixos relativamente a este sistema.
O novo sistema tem a grande vantagem de permitir uma
descri¢ao do problema, a qual nao depende do tempo.
Denotaremos por (#,y) as coordenadas sinddicas do
corpo de massa infinitesimal e consideraremos os eixos
de coordenadas de maneira que a origem esteja no cen-
tro de massa, os primarios estejam sobre o eixo & € o
sentido de crescimento neste eixo seja de mg para m;.
Estas novas coordenadas se relacionam com as coorde-

nadas siderais através da seguinte transformacao (ver

figura 1.1):

7 = Zexp(iwt®) onde Z =2+ 3.

Uma facil verificagao mostra que

1
Q= Qfr,y) = 5 +47) +

|Z — aexp(iwt)|3

1—2u 1
(4

ma|Z — aexpli(wt* + 7T)]|)
|Z — aexpli(wt* + 7)]|> )~

7" = (2" 4 2wz’ — w?3) exp(iwt™). (2.2)

O equilibrio entre a for¢a de atracao gravitacional e
a forca centrifuga sobre a massa m; requer que

kz(mz +4mg) = 4a3w?. (2.3)

Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1) obtem-se as
equacoes diferenciais que regem o movimento e em
seguida fazendo uma transformacao de coordenadas,
uma mudanca de escala no tempo e normalizando
as massas, escreve-se as equacoes do movimento na
seguinte forma (analogas as obtidas por Poincaré para

o problema restrito de trés corpos)

L. 09
PowE gy
(2.4)
29
Y T aya

onde

€
P
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1

P2:x2+y2’

e ponto denota derivada com relagao ao tempo.

Observe que fazendo p =0 (ou respectivamente
p# = 1/2) obtem-se o problema Kepler (ou respectiva-
mente) o problema restrito de trés corpos com massas

dos primarios iguais (ver [3]).

3. Natureza das solugoes de equilibrio

Pf:(x—l)z—l—yz,

Pzzz(x—l—l)—l—yz,

Y =

|

8

I
=

Yo =y +u, (3.1)

converte o sistema (2.4) no sistema hamiltoniano

T = Hyla
Nesta secao, escreveremos as equacoes do movi-

. . o= H
mento na forma hamiltoniana, calcularemos e estudare- 2 Y2
mos a natureza das soluc¢oes de equilibrio do sistema 9 =—H,,,
obtido. A transformacao de coordenadas .

Ya = _Han (32)
ry=x, onde
2 2 2 2)2
(y1 + ®2) (y2 + 1) (zf +z3)
H= 5 5 - 5 - U(l‘l, l‘z).

A funcao diferencidvel H : E — R? induz o campo
vetorial Xg = (Hy,, Hy,, —Hqs,, —Hgz,). Observe que
a rela¢ao entre o hamiltoniano e a integral de Jacobi é
dada por H = —C/2.

Um ponto p € E é dito um ponto de equilibrio do
sistema hamiltoniano (3.2) quando Xg(p) = 0.

Da expressdo de H e de (3.2) segue-se que os pon-

Portanto, cada um dos seis pontos criticos de € nos
da uma solu¢ao de equilibrio do sistema hamiltoniano
(3.2).

A matriz da parte linear do sistema hamiltoniano

(3.2), é dada por

tos de equilibrio, (#1, 22, y1,y2) de (3.2) sdo dados por 0 1 1 0
(x1,®2, —x2, 1), onde x; e x4 satisfazem as equacdes M= -1 0 0 1
T 14, Qe 0 1
Qoow,  —14Qow, —1 0
Qu, (21, 22) =0,
Qp,(21,22) = 0. Portanto, seu polinémio caracteristico é
|
Pc(t) :t4+(4 Q1‘1171 _Ql‘2l‘2)t2+91‘1$1 'Ql?2l‘2 _(Ql‘11‘2)2' (33)

Quando p = 0, verifica-se que nos pontos de equilibrio

colineares L;, i = 1,...,6 vale (ver [3])

e
l

Qfll‘l(Li) = 3;

B = Ql?ll‘2(Ll) = 0’
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C = 9172@‘2([/2) = 0’

consequentememte as rafzes caracteristicas de (3.3) sdo
t12 =0, %3 = ¢ e t4 = —i. Portanto, os pontos de
equilibrio colineares correspondem a centro parabdlica
do sistema hamiltoniano (3.2) quando g = 0 (ver figura

3.1).

Figura 3.1. Centro parabdlico.

Para u € (0,1/2], sabemos que nos pontos de

equilibrio colineares verificam-se as seguintes relacoes

(ver [3])

A=Qp.5,(L;) >0,

C

I
2
g
&
=
A
[}

Entao as raizes da equacio caracteristica (3.3) sdo duas
reais, t1, to e duas imagindrias, t3, t4 (ver figura 3.2).
Portanto, os pontos de equilibrio colineares correspon-

dem a sela centro do sistema hamiltoniano (3.2).

Figura 3.2. Sela complexa.

Para os pontos de equilibrio triangulares L;,2 = 5,6,

verifica-se que (ver [3])

B = Ql?ll‘2(Ll) = Oa

4 - Qx1x1(Li) - Qx21?2(Li) =1,
Portanto, o polinémio caracteristico (3.3) adquire a

seguinte forma

P(T) =t* +1t* + 3,

onde

B=A C=Q0 Qse, > 0. (3.5)

Quando p = 0, verifica-se que A = Qp,,, = 0 (ver
[3]) e, portanto, 5 = 0, consequentemente temos que
t9, = ta = 0, i3 = ¢ e t4 = —1t, isto é, os pontos
de equilibrio triangulares sdo centros parabdlicos (ver
figura 3.1).

Para u € (0,1/2], conforme estudo feito em [3] ex-
iste up > 0 tal que para 0 < p < pp, as raizes carac-
teristicas de (3.3) sdo t; = —fz e 13 = —t4 sdo ima-
gindrios puros (ver figura 3.3). Consequentemente os

pontos de equilibrio triangulares sao centros genéricos.
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Figura 3.3. Centro genérico.

Quando pu = pg, verifica-se que {1 = {3 = i\/2/2,
ty = Ty = —i\/2/2. Portanto os pontos de equilibrio

triangulares sdo centros degenerados (ver figura 3.4).

Figura 3.4. Centro degenerado.
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Figura 3.5. Sela complexa.

Quando pg < pu < 1/2, verifica-se que t; = a + bi,
to =a—bi,tg = —a—bi,ty = —a+bi. (ver figura 3.5)

e, portanto, temos sela complexa.
4. Conclusao

Uma questao de grande importancia relacionada
com o problema é o estudo da estabilidade ou insta-
bilidade das solu¢oes de equilibrio L;,i =1, ..., 6.

Se, ao tentar colocar o corpo de massa infinitesimal
mg com velocidade relativa nula no ponto L; e nao con-
seguirmos, em virtude de uma pequena velocidade ini-
cial ou de um pequeno desvio do ponto L; e mesmo as-
sim o movimento resultante da massa infinitesimal ms
permanece préximo do ponto L;, para todo o tempo,
diremos que esta solucao de equilibrio é estavel. Dire-
mos que uma solucao de equilibrio é instavel quando
nao é estavel.

Consideremos um sistema de equagoes diferenciais
lineares

X =AX, X =(z1,..,2) (4.1)

e suponhamos que a matriz A tenha autovalores distin-
tos A1, ...A,. Entao, uma solugao (de equilibrio de (4.1)
é estavel se, e somente se, os autovalores Ay, ...\, sao
todos imaginarios puros (ver [6]).

Conforme estudo feito em [6] verifica-se que a esta-
bilidade da solucao de equilibrio do sistema linearizado

nao assegura a estabilidade para o sistema nao-linear.
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Para estudar a estabilidade das solugoes de
equilibrio L;, utilizaremos o seguinte critério estabele-
cido por Liapunov (ver [6]).

Se uma posicao de equilibrio L; é estavel, entao os
autovalores da parte linear do sistema sao todos ima-
ginarios puros. Portanto se existe um autovalor com
parte real diferente de zero, a posi¢ao de equilibrio é
instavel.

Como consequéncia do exposto acima podemos con-

cluir que:

(a) Para p = 0 todas as solucdes de equilibrio séo
estaveis;

(b) Para p € (0,1/2] as solugdes de equilibrio co-
lineares sdao instaveis para o sistema linear e
consequentemente instavels quando vistas como
solugbes de (3.2).

(¢) Para u € (0, o] temos a estabilidade das solugdes
de equilibrio triangulares para o sistema linear.

(d) Quando pg € (po, 1/2] temos que as solugdes de
equilibrio triangulares sao instaveis, tanto para o
sistema linearizado quanto para o sistema original,
uma vez que existem autovalores da parte linear

do sistema que nao sao imaginarios puros.

Agradecimento: Gostaria de agradecer a José Adonai
e a Francisco Vieira Barros, pelas estimulantes conver-

sas que mantivemos a respeito deste trabalho.

Referéncias

1 M. Kline, Mathematical Thought from Ancient
to Modern Times, Oxford University Press, New
York, 1972.

2 A. Koestler, The Sleepwalkers, a History of Man’s
Changing Viston of the Unwverse, Grosset and
Dunlap, New York, 1963.

3 D.L. Maranhao, Estudi del fluz d’un problema re-
stringit de quatre cossos, Tese de Doutorado, Uni-
versitat Autonoma de Barcelona, 1995.

4 F.R. Moulton, On a class of particular solutions
of the problem of four bodies, Amer. J. of Math.
1, 17 (1900).

5 A.E. Roy, Orbital motion, Adam Hilger Ltd, Bris-
tol, 1978.

6 C. L. Siegel e J. K. Moser, Lecture on Celestial
Mechanics, Springer-Verlag, Berlin, 1971.

7 V. Szebehely, Theory of Orbits, Academic Press,
New York, 1967.

Notas bibliograficas do autor (falecido apds sub-

missao do artigo)

DANTE LEAL MARANHAQO

Dante nasceu em 31 de Maio de 1958 (Vicéncia,
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Possuidor de notavel coeréncia politica, fruto de
uma militancia apaixonada pelo Partido dos Trabal-
hadores, Dante consolidava uma posi¢ao de respeito
e amizade junto a comunidade universitaria buscando
a unidade na divergéncia dos matizes e o avango nas
questdes (mais ou menos) consensuais.

Além do dominio técnico-matematico e da autenti-
cidade politica, Dante cultivava outra paixao artistica:
a Miusica. Nos momentos de descontracao, empunhava
seu violao e vibrava com as paginas do cancioneiro re-
gional.

Apds o nascimento de Gabriela (1989), Dante ini-
clou os preparativos para realizar seu programa de
Doutorado; em 1991, partiu para a Espanha, matric-
ulado na Universidade Autonoma de Barcelona, tendo
Jaume Llibre como orientador. Ao tempo em que cui-
dava de sua Tese de Doutorado, Estudi del Flux d’un
Problema Restringit de Quatre Cossos (1995), Dante
dinamizou a APEC-Associacao dos Pesquisadores e Es-
tudantes em Catalunha (da qual foi presidente) e orga-

nizou um quarteto musical - Roendo Unha -, muito bem
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aceito naquela universidade.
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grande vigor, os trabalhos académicos e politicos: mem-
bro do Conselho Cientifico da FAPEAL, do Conselho
Editorial da EDUFAL, Coordenador de Curso de Es-
pecializacao em Matematica. Em 1996, organizou um
Encontro de FEquagoes Diferenciais e Mecanica Ce-
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romperam a trajetéria de sua presenca. A nds todos,
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