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O (recalcitrante) Operador de Fase
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Ao contr�ario dos demais observ�aveis da Mecânica Quântica, a introdu�c~ao de um operador
Hermitiano associado �a fase n~ao foi tarefa f�acil. No presente artigo apresentamos linhas
gerais dessa di�culdade, as v�arias tentativas de solu�c~ao, apenas recentemente bem sucedida.

I. Introdu�c~ao

Um dos postulados da Mecânica Quântica diz que

a cada observ�avel do mundo f��sico podemos associar

um operador Hermitiano. Baseado nisso, foram in-

troduzidos os operadores bx; bp; bH; bV (x); bLz; bSz; bn, etc.,
representando respectivamente a posi�c~ao, o momento

cin�etico, a energia, a energia potencial, o momento

angular (na dire�c~ao z), o momento angular intr��nseco

(spin na dire�c~ao z) e o n�umero de part��culas (de certo

tipo). At�e mesmo (�uteis) operadores n~ao Hermitianos

foram introduzidos, os quais n~ao est~ao relacionados a

observ�aveis. Como exemplo destes citamos os operado-

res bay e ba, de cria�c~ao e aniquila�c~ao de part��culas, ou os

operadores �+ e ��, que elevam ou abaixama excita�c~ao

atômica de uma unidade - entre outros.

Uma quest~ao que surgia nesse cen�ario era: por que

n~ao introduzir tamb�em um operador associado �a fase,

seja a fase relacionada ao momento angular bLz, for-

mando o par canonicamente conjugado fbLz; b�g, ou a

fase relacionada ao n�umero de f�otons no campo de ra-

dia�c~ao luminoso bn, formando o par canonicamente con-

jugado fbn; b�g ?
A primeira tentativa nessa dire�c~ao ocorreu com

Dirac[1], em 1927, quando ele propôs a rela�c~ao de co-

muta�c~ao para o par bLz e b� :

[bLz; b�] = bLz b�� b�bLz = i (1)

a qual acarretava a rela�c~ao de incerteza

�bLz�b� � 1=2 (2)

obtida da Eq.(1) mais o resultado geral

[ bA; bB] = i bC ) � bA� bB � 1=2jh bCij (3)

em que bA; bB e bC s~ao operadores gen�ericos, pela identi-

�ca�c~ao bA = bLz , bB = b� e bC = b1:
Em 1963 Judge e Lewis[2], mostraram que a rela�c~ao

de incerteza envolvendo bLz e b� devia ser corrigida para

�bLz �b�
1� 3(�b�

�
)2
� 0:3=2 (4)

e mostraram tamb�em que bLz era Hermitiano somente

no sub-espa�co das fun�c~oes peri�odicas:  (� + 2�) =

 (�), sendo esta a principal di�culdade com o operador

de fase, na Mecânica Quântica.

Na �Otica Quântica o par de operadores canonica-

mente conjugados bLz, b� foi substituido pelo par de ope-

radores canonicamente conjugados bn; b�, em que bn �e o

operador de n�umero (de f�otons) e b� �e o operador de fase,
do campo luminoso. Mesmo na Mecânica Quântica ope-

radores an�alogos, bn e b�, aparecem no caso do oscilador

harmônico. Na �Otica Quântica, o objetivo era quanti-

zar a fase � na express~ao do campo luminosobE(x; t) = E0fba expi(kx�!t+�)+bay exp�i(kx�!t+�)g
(5)

onde E0 = (~!V=2")1=2; ba(bay) �e o operador de ani-

quila�c~ao (cria�c~ao) de f�otons no campo luminoso.

A tentativa inicial de Dirac[1], para o caso do campo

luminoso, ou do oscilador harmônico, foi assumir que

[bn; b�] = bnb�� b�bn = i (6)

o que acarretava

�bn�b� � 1=2: (7)
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onde notamos que para �bn� 1) �� > 2�, que �e um

resultado sem sentido.

Em 1963, Louisell [3] mostrou que a rela�c~ao de co-

muta�c~ao (6) levava a uma indetermina�c~ao. Calculando

os elementos de matriz na base de n�umero, hnj[bn; b�]jn0i,
ele obteve facilmente que

(n� n0)hnjb�jn0i = i�n;n0 (8)

que deixa hnjb�jn0i indeterminado, pois quando n 6= n0

o segundo membro se anula, enquanto que para n = n0

o primeiro membro se anula. Dirac[4] havia tentado

contornar essa di�culdade, fazendo a decomposi�c~ao do

operador de aniquila�c~ao ba, em termos da amplitude
pbn

e da fase, na forma eib�, assim:

ba = pbneib� (9)

e ent~ao, bay = e�ib�pbn: (10)

Novamente, por�em, outros problemas foram levan-

tados, por Brunet[5] e Harms et al[6]. Louisell[3] havia

tentado uma alternativa salvadora, trocando o operador

de fase na forma b�, pela forma sin b� (ou cosb�). Nesse

caso ele assumia a nova rela�c~ao de comuta�c~ao

[bn; sin b�] = �icosb� (11)

ou, alternativamente,

[bn; cosb�] = i sin b�: (12)

Essa tentativa melhorava as coisas, mas n~ao resol-

via todas as di�culdades, conforme apontado por Suss-

kind e Glogower (SG)[7], em 1964, os quais retomaram

a decomposi�c~ao de Dirac [Eqs.(9)-(10)] introduzindo o

operador de fase na forma

eib� =
1pbnba (13)

donde,

e�ib� = bay 1pbn: (14)

Nesse caso, a representa�c~ao de eib� na base de n�umero

d�a

eib� = b1 eib� b1
= (

1X
0

jnihnj) eib� (
1X
0

jn0ihn0j) =
1X

n;n0=0

hnjeib�jn0ijnihn0j
=

1X
n;n0=0

hnj 1pbnbajn0ijnihn0j =
1X

n;n0=0

hnjn0 � 1ijnihn0j =
1X
n=0

jnihn+ 1j (15)

e, similarmente,

e�ib� =
1X
n=0

jn+ 1ihnj: (16)

Note ent~ao que e�ib� s~ao operadores tipo-escada: en-

quanto eib� faz a excita�c~ao descer de 1 n��vel , e�ib� f�a-la

subir de 1 n��vel, isto �e,

e�ib�jni = jn� 1i: (17)

Os estados do tipo

j��i =
1X
n=0

e�in�jni (18)

s~ao auto-estados dos operadores e�ib�, com autovalores

e�i�, respectivamente. Para mostrar isso, basta aplicar

as formas (15) e (16).

Por�em, h�a tamb�em problemas com esse operador

de fase (e�ib�), pois ele n~ao �e unit�ario[8] e, como con-

sequência, b� n~ao �e Hermitiano. De fato resulta,

eib�e�ib� = 1 (19)

enquanto que

e�ib�eib� = 1� j0ih0j: (20)

A essa altura as coisas estavam t~ao complicadas

para o lado do operador de fase que chegou-se a pensar,

seriamente, que um tal operador de fase Hermitiano n~ao

existiria. Mais que isso, Levy-Leblond[9] saiu em defesa

do operador de fase n~ao-Hermitiano, num artigo intitu-

lado: \Who is afraid of a non-Hermitean operator?",
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abrindo m~ao daquele postulado da Mecânica Quântica

citado no in��cio desse artigo, que exige a hermiticidade

dos observ�aveis. Note na Eq.(20) que \faltava pouco"

para eib� ser um operador unit�ario: apenas a compo-

nente do v�acuo j0ih0j atrapalhava essa propriedade, fa-

zendo diferir eib�e�ib� de e�ib�eib�.
Em 1968, Carruthers e Nieto[10] escreveram um

longo artigo de revis~ao apontando as v�arias tentati-

vas e di�culdades na de�ni�c~ao de um bom operador

de fase. Eles conseguiram introduzir um operador de

fase aproximadamente unit�ario, por�em, apenas no li-

mite de altas excita�c~oes. Para um campo com poucos

f�otons, o procedimento falhava novamente. Em 1986,

Barnett e Pegg[11] tentaram de novo um operador de

fase unit�ario, por�em o mesmo devia atuar num espa�co

de fun�c~oes estendido, incluindo estados de n�umero ne-

gativos (estados n~ao-f��sicos).

II. Operador de Fase de Pegg-Barnett

Em 1988, �nalmente(como parece) Pegg e Bar-

nett (PB)[12, 15] foram felizes numa segunda tenta-

tiva de introduzir um operador exponencial de fase,

unit�ario. Eles de�niram o seguinte operador de fase

b� =
MX
m=0

�mj�mih�mj (21)

onde j�mi �e o estado de fase[14] (representado na base

de n�umero)

j�mi = 1p
M + 1

MX
n=0

ein�m jni (22)

onde a fase �m �e dada por

�m = �0 + (
2�

M + 1
)m; m = 0; 1; 2; ::::M (23)

e �0 �e uma fase de referência, de�nida no particular

estado de fase

j�0i = 1p
M + 1

MX
n=0

ein�0 jni; (24)

obtida de (22) para m = 0. A escolha (23) garante a

ortonormaliza�c~ao dos estados de fase, isto �e,

h�mj�m0 i = 1

M + 1

(
MX
n=0

ei(�m0��m)n

)

=
1

M + 1

�
ei�(M+1) � 1

ei� � 1

�
= �m;m0 (25)

onde � = [2�=(M + 1)](m�m0).

O novo operador de fase [11]-[13] de�nido em (21) e

o novo estado de fase, de�nido em (22) [mais a condi�c~ao

suplementar (23)] s~ao assim constru��dos num espa�co de

Hilbert de dimens~ao �nita M. O truque utilizado por

PB[12] consiste em fazer as contas usando esses dois

ingredientes num espa�co de dimens~ao �nita M e fazer

o limite M ! 1 no �nal das opera�c~oes. Esse proce-

dimento lembra aquele usado em estudos de fenômenos

cr��ticos, onde tamb�em se faz o limite termodinâmico

(M ! 1; V ! 1) ao �nal das opera�c~oes. Lembra

tamb�em o tratamento da part��cula livre, em Mecânica

Quântica, supondo-a numa caixa de comprimento l, fa-

zendo o limite l !1 no �nal das opera�c~oes.

A de�ni�c~ao de operador de fase de PB em (21) cor-

responde a tomar o operador exponencial de fase eib�
de SG na forma

eib� =
MX
n=0

jnihn+ 1j + ei(M+1)�0 jM ih0j (26)

ou

e�ib� =
MX
n=0

jn+ 1ihnj + e�i(M+1)�0 j0ihM j (27)

que difere do operador exponencial de fase de SG (ver

Eqs.(15), (16)) pela inclus~ao do �ultimo termo na (26),

al�em do truncamento do espa�co:
1P
n
!

MP
n
. O limite

M ! 1 �e tomado ao �nal das opera�c~oes alg�ebricas.

Com esta modi�ca�c~ao o operador de fase �ca sendo

unit�ario[12]. Note que a inclus~ao do termo mencionado

leva o operador exponencial de fase de SG, que era um

operador tipo escada [ver Eqs.(15),(16)], para um ope-

rador c��clico. A prova da correspondência

c

b� =
MX
n=0

�mj�mih�mj , eib� =
MX
n=0

jnihn+ 1j+ ei(M+1)�jM ih0j (28)

se faz passando a Eq.(21) da representa�c~ao de fase para a representa�c~ao de n�umero.
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A rela�c~ao de comuta�c~ao entre os operadores (Hermitianos) bn e b�, antes assumida como na Eq.(6), acarretando

a indetermina�c~ao (8), agora tem a seguinte forma[13]

[bn; b�] = 2�

n + 1

MX
n6=n0

(n � n0) exp [i(n� n0)�0]jn0ihnj
exp [i(n � n0)2�=(n+ 1)]� 1

(29)

acarretando, no limiteM !1,

hnjbn; b�jn0i = (n� n0)hnjb�jn0i = �i(1 � �n;n0)ei(n
0�n)�0 (30)

resultado que pode ser obtido diretamente das Eqs.(21),(23), e que remove a indetermina�c~ao na Eq.(8).

III. Propriedades

A partir da Eq.(23) podemos calcular a probabilidade pn de encontrar n f�otons, num campo luminoso no

estado de fase j�mi [Eq.(21)],
pn = jhnj�mij2 = 1

M + 1
(31)

mostrando que a probabilidade pn n~ao depende de n, sendo uniforme em n. Inversamente, se o campo luminoso

estivesse num estado de n�umero jni, a probabilidade p�m de encontr�a-lo com a fase �m, seria[15]

p�m = jhnj�mij2 = 1

M + 1
(32)

que �e independente de �m.

Esses dois resultados, (31) e (32), s~ao decorrência da rela�c~ao de incerteza, segundo a qual a determina�c~ao de

um observ�avel acarreta a indetermina�c~ao do observ�avel canonicamente conjugado. Assim, a fase �e uma vari�avel

aleat�oria no estado de n�umero, enquanto o n�umero �e uma vari�avel aleat�oria no estado de fase.

Utilizando a Eq.(21) obtemos

hnjb�jni = MX
m=0

�mjh�mjnij2 = �0 + �
M

M + 1
(33)

e

hnjb�2jni = MX
m=0

�m
2jh�mjnij2 = �0

2 + 2��0 +
4�2M (M + 1=2)

3(M + 1)2
: (34)

No limiteM !1 temos,

hnjb�jni = �0 + � (35)

hnjb�2jni = �0
2 + 2��0 +

4�2

3
: (36)

e ent~ao a variância (ru��do) na fase

�b� = (hb�2i � hb�i2)1=2
resulta

�b� = �=
p
3 (37)

onde notamos que �b� 6= 2�, ao contr�ario do resultado intuitivo �b� = 2� (num estado de n�umero esperava-se que

a incerteza na fase seria a maior poss��vel, isto �e, �b� = 2�).

Por outro lado, �e f�acil obter que �b� num estado de fase �e zero: �b�j�mi = 0, enquanto que, sendo

h�mjbnj�mi = 1

M + 1

8<:
MX

n;n0=0

nei(n�n
0)�m�n;n0

9=; =
1

M + 1

�
(M + 1)M

2

�
=
M

2
; (38)
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e

h�mjbn2j�mi = 1

M + 1

8<:
MX

n;n0=0

n2ei(n�n
0)�m�n;n0

9=;
=

1

M + 1

MX
n=0

n2 =
1

M + 1

�
M (M + 1(2M + 1))

6

�
(39)

obtemos a varian�ca do operador de n�umero bn no estado

de fase j�mi

�n2 = hbn2i � hbni2 / M2

12
!1 (40)

no limiteM !1.

O resultado (37) pode ser comparado com aquele

obtido num campo cl�assico, de fase aleat�oria[15]:

�� =
1

2�

Z �0+2�

�0

�d� = �0 + � (41)

donde,

�� =

(
1

2�

Z �0+2�

�0

(�� ��)2d�

)1=2

= �=
p
3: (42)

Em resumo, se o campo luminoso est�a num estado

de fase j�mi, ent~ao �bn = 1 e �b� = 0, enquanto que

�bn = 0 e �b� = �=
p
3 num estado de n�umero jni.

Que ocorre com �bn e �b� num estado coerente j�i?
O estado coerente �e aquele de�nido como auto-vetor do

operador de aniquila�c~ao ba:
baj�i = �j�i (43)

resultando[16]

j�i = e�j�j
2=2

1X
n=0

�np
n!
jni: (44)

Nesse estado obtemos[15]

�bn =
p
�n ; (45)

�b� =
1

2
p
�n
; (46)

de modo que

�bn�b� =
1

2
; (47)

o estado coerente sendo um estado intermedi�ario, entre

os estados de n�umero jni e de fase j�mi : ele exibe incer-
tezas �nitas, diferentes de zero, tanto no n�umero quanto

na fase. A condi�c~ao de validade da rela�c~ao de incerteza

�bn � �b� � 1=2, foi investigada recentemente[17]. Foi

mostrado que ela vale para estados onde �b� < �=
p
3 .

IV. Coment�arios e Conclus~ao

Diversas tentativas para introduzir um operador de

fase na teoria quântica (Mecânica Quântica ou �Otica

Quântica), desde 1927, fracassaram. As di�culdades,

no caso do campo luminoso ( �Otica Quântica) estavam

relacionadas �a aparente inexistência de um operador de

fase Hermitiano. Apenas recentemente, em 1988, Pegg

e Barnett conseguiram contornar essa di�culdade da

maneira mencionada na Sec.II. O enfoque aqui foi para

o campo luminoso quantizado ( �Otica Quântica) mas o

tratamento se estende naturalmente ao caso do oscila-

dor harmônico quantizado (Mecânica Quântica), devido

�a analogia entre um oscilador harmônico e um modo do

campo luminoso, quantizados. V�arias investiga�c~oes na

�area da �Otica Quântica, envolvendo esses operadores

e estados de fase foram realizadas posteriormente[18].

Dentre elas, mencionamos a proposta para um novo es-

tado intermedi�ario [19], INPS, que interpola entre os es-

tados complementares de n�umero jni e de fase j�mi.
Tamb�em, mencionamos a proposta para medir a va-

rian�ca(ru��do) no operador de fase[20], utilizando a ex-

periência de espalhamento de �atomos por luz[21].
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