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Ao contrario dos demais observaveis da Mecanica Quantica, a introdugao de um operador
Hermitiano associado a fase nao foi tarefa facil. No presente artigo apresentamos linhas
gerais dessa dificuldade, as varias tentativas de solugao, apenas recentemente bem sucedida.

I. Introducao

Um dos postulados da Mecanica Quantica diz que
a cada observavel do mundo fisico podemos associar
um operador Hermitiano. Baseado nisso, foram in-
troduzidos os operadores T, p, ff, 17(1‘), EZ, §Z,ﬁ, etc.,
representando respectivamente a posi¢ao, o momento
cinético, a energia, a energia potencial, o momento
angular (na direcdo z), o momento angular intrinseco
(spin na dire¢do z) e o numero de particulas (de certo
tipo). Até mesmo (liteis) operadores nao Hermitianos
foram introduzidos, os quais nao estao relacionados a
observaveis. Como exemplo destes citamos os operado-
res @ e @, de criacdo e aniquilacdo de particulas, ou os
operadores ot e 07, que elevam ou abaixam a excitacio
atomica de uma unidade - entre outros.

Uma questao que surgia nesse cenario era: por que
nao introduzir também um operador associado & fase,
seja a fase relacionada ao momento angular EZ, for-
mando o par canonicamente conjugado {Ez,q/:}, ou a
fase relacionada ao numero de fétons no campo de ra-
diagao luminoso n, formando o par canonicamente con-
jugado {n, (E} ?

A primeira tentativa nessa direcdo ocorreu com
Dirac[l], em 1927, quando ele propos a rela¢ao de co-

mutagao para o par L.e (/A> :
[Lza¢]:Lz¢_¢Lz:i (1)
a qual acarretava a relagao de incerteza

AL.A¢ > 1/2 (2)

obtida da Eq.(1) mais o resultado geral
[A,B] = iC = AAAB > 1/2|(C)| (3)

em que E, Be C sio operadores genéricos, pela identi-
ﬁcagéoﬁ:fz, é:qf:e C=1.
Em 1963 Judge e Lewis[2], mostraram que a relacao

de incerteza envolvendo L, e ¢ devia ser corrigida para

> 0.3/2 (4)

e mostraram também que EZ era Hermitiano somente
no sub-espaco das fungdes periddicas: (¢ + 27) =
¥(¢), sendo esta a principal dificuldade com o operador
de fase, na Mecanica Quantica.

Na Otica Quantica o par de operadores canonica-
mente conjugados EZ, q?foi substituido pelo par de ope-
radores canonicamente conjugados 7, QAS, em que 1 é o
operador de niimero (de fétons) e QASé o operador de fase,
do campo luminoso. Mesmo na Mecanica Quantica ope-
radores andalogos, 1 e QAS, aparecem no caso do oscilador
harménico. Na Otica Quantica, o objetivo era quanti-
zar a fase ¢ na expressao do campo luminoso

E(x, t) = Eola exp!(Fe—wite) 4ot exp_i(kx_Wt+¢)}
(5)
onde Fy = (hwV/2e)"?, G(at) é o operador de ani-
quilagao (criacao) de fétons no campo luminoso.
A tentativa inicial de Dirac[l], para o caso do campo

luminoso, ou do oscilador harmonico, foi assumir que

o~

[0, 6] =n¢ —on =1 (6)
O que acarretava

ARAG > 1/2. (7)
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onde notamos que para An <« 1 = A¢ > 27, que é um
resultado sem sentido.

Em 1963, Louisell [3] mostrou que a relagao de co-
mutacdo (6) levava a uma indeterminagao. Calculando
os elementos de matriz na base de niimero, {n|[n, (E] [n'),

ele obteve facilmente que

(n —n')(n]@|n’) = 8, s (8)

que deixa <n|($|n’> indeterminado, pois quando n # n’
o segundo membro se anula, enquanto que para n = n/
o primeiro membro se anula. Dirac[4] havia tentado
contornar essa dificuldade, fazendo a decomposicao do
operador de aniquilacio @, em termos da amplitude V7

e da fase, na forma €’ assim:
a=Vne? (9)
e entao,
at = e"iV/n. (10)

Novamente, porém, outros problemas foram levan-
tados, por Brunet[5] e Harms et al[6]. Louisell[3] havia

b —

= (D In)(n

oQ

Z (n Ifa|n>|n><n|—

e, similarmente,

oQ

e =" n+1)(n]. (16)

n=0
Note entdo que e*?? sao operadores tipo-escada: en-
quanto €'? faz a excitacio descer de 1 nivel , e=%¢ fa-la

subir de 1 nivel, isto é,

%) = [nF 1). (17)
Os estados do tipo
|64) =Y "n) (18)
n=0

sao auto-estados dos operadores e**? com autovalores

bl

eTi? respectivamente. Para mostrar isso, basta aplicar

as formas (15) e (16).
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tentado uma alternativa salvadora, trocando o operador
de fase na forma QAS, pela forma sinq?) (ou cosqz?). Nesse

caso ele assumia a nova relagao de comutacao

[72, sin QAS] = —icoquS (11)
ou, alternativamente,
[n, cosq?] = isin QAS (12)

Essa tentativa melhorava as coisas, mas nao resol-
via todas as dificuldades; conforme apontado por Suss-
kind e Glogower (SG)[7], em 1964, os quais retomaram
a decomposi¢do de Dirac [Eqgs.(9)-(10)] introduzindo o

operador de fase na forma

~ 1
i __ o~
e'? = —u 13
NG (13)
donde,
o~ 1
—i¢p _ ~t
e =a'—. 14
NG (14)

Nesse caso, a representacio de e’ na base de nimero

da

e 1
00 —~
)= D (nle? ) n)(n'|
n,n/=0

Y (nfn’ = D)l =) In){n+ 1] (15)

n,n/=0

n=0

Porém, ha também problemas com esse operador
de fase (e*'?), pois ele nio é unitario[8] e, como con-

sequéncia, $néo é Hermitiano. De fato resulta,
el =1 (19)

enquanto que

o~ o~

e~ e =1 —0)(0]. (20)

A essa altura as coisas estavam tao complicadas
para o lado do operador de fase que chegou-se a pensar,
seriamente, que um tal operador de fase Hermitiano nao
existiria. Mais que isso, Levy-Leblond[9] saiu em defesa
do operador de fase nao-Hermitiano, num artigo intitu-

lado: “Who is afraid of a non-Hermitean operator?”,
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abrindo mao daquele postulado da Mecanica Quantica
citado no inicio desse artigo, que exige a hermiticidade
dos observaveis. Note na Eq.(20) que “faltava pouco”
para eia ser um operador unitario: apenas a compo-
nente do Vécqu|0><9| atrapalha\ia essa propriedade, fa-
de e i%ei?,

Em 1968, Carruthers e Nieto[10] escreveram um

zendo diferir e?®e~1%

longo artigo de revisao apontando as varias tentati-
vas e dificuldades na definicao de um bom operador
de fase. FEles conseguiram introduzir um operador de
fase aproximadamente unitario, porém, apenas no li-
mite de altas excitacoes. Para um campo com poucos

Em 1986,

Barnett e Pegg[11] tentaram de novo um operador de

fétons, o procedimento falhava novamente.

fase unitario, porém o mesmo devia atuar num espaco
de func¢oes estendido, incluindo estados de nimero ne-

gativos (estados nao-fisicos).
II. Operador de Fase de Pegg-Barnett

Em 1988, finalmente(como parece) Pegg e Bar-
nett (PB)[12, 15] foram felizes numa segunda tenta-

tiva de introduzir um operador exponencial de fase,

unitario. Eles definiram o seguinte operador de fase

R M
6= Omlim
m=0

onde |6,) é o estado de fase[14] (representado na base

(21)

de nimero)

M
) = s 3l (22)
onde a fase 0,, é dada por
O = 00+ (——ym, m=0,1,2,... M  (23)
M4+1
e 0y é uma fase de referéencia, definida no particular

estado de fase

(24)

|00

1
infg
= — E e ny,
) vM+1:—= In)

R M
6= 0.l00)
n=0

M

bl € =3 Inin + 1] + VD9 a7 0]

n=0
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obtida de (22) para m = 0. A escolha (23) garante a

ortonormalizacao dos estados de fase, isto é,

1 M
§(8 1 =)
(6 |0} = M+1 {Z }
ZE(M+1)
M+1 { S, }zam,m, (25)
onde £ = 2n/(M + 1)](m — m').

O novo operador de fase [11]-[13] definido em (21) e
o novo estado de fase, definido em (22) [mais a condicdo
suplementar (23)] s&o assim construidos num espago de
Hilbert de dimensao finita M. O truque utilizado por
PB[12] consiste em fazer as contas usando esses dois
ingredientes num espago de dimensao finita M e fazer
o limite M — oo no final das operacoes. Esse proce-
dimento lembra aquele usado em estudos de fenomenos
criticos, onde também se faz o limite termodinamico
(M — o0,V — o0) ao final das opera¢des. Lembra
também o tratamento da particula livre, em Mecanica
Quantica, supondo-a numa caixa de comprimento [, fa-
zendo o limite [ — oo no final das operacoes.

A definigao de operador de fase de PB em (21) cor-
responde a tomar o operador exponencial de fase eia

de SG na forma

P =3 |n)(

n41] + MFDI ) (26)

ou

M
e =3 a4 )(n] + IRy ] (27)
que difere do operador exponencial de fase de SG (ver
FEqgs.(15), (16)) pela inclusdo do dltimo termo na (26),

2] M
além do truncamento do espago: >. — > . O limite

M — oo é tomado ao final das ogera(;éersl algébricas.
Com esta modificacao o operador de fase fica sendo
unitario[12]. Note que a inclusio do termo mencionado
leva o operador exponencial de fase de SG, que era um
operador tipo escada [ver Eqgs.(15),(16)], para um ope-

rador ciclico. A prova da correspondéncia

se faz passando a Eq.(21) da representacio de fase para a representacdo de nimero.
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o~

A relagao de comutagio entre os operadores (Hermitianos) 1 e ¢, antes assumida como na Eq.(6), acarretando

a indeterminacao (8), agora tem a seguinte forma[13]

3] = JZW: n —n')exp [i(n — n')0]|n")(n] (29)
’ _n—i— = expiln —n' )27 /(n+1)] -1
acarretando, no limite M — oo,
(n|fi, dln'y = (n —n"){(n|g|n'y = —i(1 = 6, u)e'' —)00 (30)

resultado que pode ser obtido diretamente das Eqs.(21),(23), e que remove a indeterminagao na FEq.(8).
III. Propriedades

A partir da Eq.(23) podemos calcular a probabilidade p, de encontrar n fétons, num campo luminoso no

estado de fase |6,) [Eq.(21)],
1
— 2 _

mostrando que a probabilidade p, nao depende de n, sendo uniforme em n. Inversamente, se o campo luminoso

estivesse num estado de nimero |n), a probabilidade py, de encontra-lo com a fase 6, seria[15]

1

= {n|6,,))* =
P = [(nl0m) = 37

(32)

que é independente de 6,

Esses dois resultados, (31) e (32), sdo decorréncia da relagdo de incerteza, segundo a qual a determinacao de
um observavel acarreta a indeterminacgao do observavel canonicamente conjugado. Assim, a fase é uma variavel
aleatéria no estado de niimero, enquanto o niimero é uma variavel aleatéria no estado de fase.

Utilizando a Eq.(21) obtemos

M
e
2 2 47"2M(M+ 1/2)

|¢ |n) = ng (O [n)|* = 00” + 276, + 3(M + 1)? (34)

No limite M — oo temos,
(n|gln) =00 + = (35)

~ 472

(n]@2[n) = 0o + 270, + % (36)

e entdo a variancia (rufdo) na fase
Ad = (67— () )12
resulta
Ag=7/V3 (37)
onde notamos que AQAS # 27, ao contrario do resultado intuitivo AQAS = 27 (num estado de nimero esperava-se que

a incerteza na fase seria a maior possivel, isto é, A¢ = 2m).

Por outro lado, é facil obter que AQAS num estado de fase é zero: A$|9m) = 0, enquanto que, sendo

M
R 1 o 1 (M+1)M) M
gm Hm = Z(n n)emén n — —
(O P10m) = 377 nzn,_one ’ M+ 1 9 2 (38)
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M
. 7
E nZez(n—n )emén,n’

n,n/=0

1 X 1
_ 2 _
_M+1Z" T Ml

obtemos a varianca do operador de nimero 1 no estado

de fase |0,,)
An? = (7% - (A1)’ x — — (40)

no limite M — co.
O resultado (37) pode ser comparado com aquele

obtido num campo cldssico, de fase aleatéria[l5]:

Oo+2m
&:i/ édé = 0y + 7 (41)

27 o

donde,

1 Oo+2m oy 1/2
Mo=qo- [ G-drdey =miVE @)
T o
Em resumo, se o campo luminoso esta num estado
de fase |0,,), entdo AR = o0 e AQAS = 0, enquanto que
AR=0 ¢ Ap= 7/v/3 num estado de nimero |n).
Que ocorre com AR e AQAS num estado coerente |a)?
O estado coerente é aquele definido como auto-vetor do

operador de aniquilac¢ao a:
dla) = ala) (43)

resultando[16]

— —lal?/2 _n 44
a)=c¢e g ny.
|ar) 2 /_n!| ) (44)
Nesse estado obtemos[15]

An=+vn , (45)
~ 1
A¢ = N (46)

de modo que

ARAG = % , (47)

o estado coerente sendo um estado intermediario, entre
os estados de nimero |n) e de fase |0,,,) : ele exibe incer-
tezas finitas, diferentes de zero, tanto no numero quanto
na fase. A condicao de validade da relacao de incerteza
AR - Ag > 1/2, foi investigada recentemente[17]. Foi
mostrado que ela vale para estados onde AQAS < 71'/\/3

{M(M—l—l(QM—l—l))}

6

IV. Comentdrios e Conclusao

Diversas tentativas para introduzir um operador de
fase na teoria quantica (Mecanica Quantica ou Otica
Quantica), desde 1927, fracassaram. As dificuldades,
no caso do campo luminoso (Otica Quantica) estavam
relacionadas a aparente inexisténcia de um operador de
fase Hermitiano. Apenas recentemente, em 1988, Pegg
e Barnett conseguiram contornar essa dificuldade da
maneira mencionada na Sec.Il. O enfoque aqui foi1 para
o campo luminoso quantizado (Otica Quantica) mas o
tratamento se estende naturalmente ao caso do oscila-
dor harmoénico quantizado (Mecanica Quantica), devido
a analogia entre um oscilador harmoénico e um modo do
campo luminoso, quantizados. Varias investigagoes na
4rea da Otica Quantica, envolvendo esses operadores
e estados de fase foram realizadas posteriormente[18].
Dentre elas, mencionamos a proposta para um novo es-
tado intermedidrio [19], INPS, que interpola entre os es-
tados complementares de nimero |n) e de fase |6,,).
Também, mencionamos a proposta para medir a va-
rianga(ruido) no operador de fase[20], utilizando a ex-

periéncia de espalhamento de dtomos por luz[21].
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