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Apresentamos um trabalho de revis~ao sobre a constru�c~ao da mecânica quântica n~ao-
relativ��stica na descri�c~ao de Schr�odinger. Consideramos uma id�eia intuitiva da elabora�c~ao da
equa�c~ao de Schr�odinger e aplicamos o m�etodo de fatoriza�c~ao para uma resolu�c~ao espectral
do oscilador quântico, analisando tamb�em os postulados e outras aplica�c~oes da mecância
quântica.

Abstract

We present a review work on the construction of the non-relativistic quantum mechanics in
the Schr�odinger's description. An intuitive idea of the elaboration of the Schr�odinger equa-
tion and an application of the factorization method for a spectral resolution of the quantum
oscillaMor have been considered, analysing also the postulates and other applications of the
quantum mechanics.

I. Introdu�c~ao

Este artigo de revis~ao �e o resultado de um segundo

mini-curso sobre introdu�c~ao �a Mecânica Quântica, mi-

nistrado no Centro de Ciências e Tecnologia da UFPB,

para uma clientela mista de alunos de gradua�c~ao, em

sua maioria do curso de Engenharia El�etrica da UFPB,

alunos graduados do Curso de Licenciatura Plena em

F��sica da Universidade Estadual da Para��ba e alguns

professores, no per��odo de dois meses. O curso ti-

nha como objetivo principal, formar os bolsistas do

PIBIC/UFPB/CNPq (alunos do Curso de Engenha-

ria El�etrica dentro) do projeto \M�etodo Alternativo

em Mecânica Quântica". Alguns alunos se inscreve-

ram com o intuito de ter uma no�c~ao dos conceitos e

aplica�c~oes da f��sica quântica, e outros, com o objetivo

de buscar subs��dios para estudar f��sica te�orica. Conta-

mos tamb�em com a participa�c~ao dos bolsistas de outros

projetos. Em cada aula foi dado uma lista de exerc��cios

propostos e resolvidos em sala de aula.

No mini-curso anterior, vimos que a Mecânica

Cl�assica N~ao-Relativ��stica pode ser descrita atrav�es de

três formalismos equivalentes, a saber: newtoniano, la-

grangeano e hamiltoniano [1]. Estes formalismos des-

crevem o movimento de um sistema f��sico (um corpo ou

um sistema de v�arios corpos) macrosc�opico1. O estado

de um sistema mecânico macrosc�opico �e completamente

determinado pelo conhecimento dos valores das coorde-

nadas de posi�c~ao e da velocidade em um dado instante

de tempo.

Entretanto, no caso de um sistema f��sico su-

batômico, o seu estado �e representado por uma fun�c~ao

de onda cujo s��mbolo �e a letra grega psi  . A fun�c~ao

de onda normaliz�avel pertence a um espa�co vetorial

de fun�c~oes complexas de quadrado integr�aveis, o qual

no caso unidimensional, matematicamente �e represen-

tado por L2(R; dx). No caso n~ao-relativ��stico,  satis-

1Um sistema f��sico em Mecânica cl�assica n~ao-relativ��stica �e caracterizado por baixa velocidade (velocidade muito menor do que a
velocidade da luz no v�acuo) e por possuir uma masssa mensur�avel no contexto da F��sica Cl�assica. No caso em que tais sistemas forem
conservativos, a energia total �e a soma da energia cin�etica com a energia potencial.
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faz a uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem nas

coordenadas espaciais e de primeira ordem na coorde-

nada temporal, a qual �e denominado de equa�c~ao de

Schr�odinger. A interpreta�c~ao f��sica para a fun�c~ao de

onda decorre do seguinte postulado: ao efetuarmos,

num certo instante de tempo, uma medida da posi�c~ao

de uma part��cula, ela representa a amplitude de pro-

babilidade de encontrar a part��cula microsc�opica numa

regi~ao entre x e x+ dx.

Consideramos o M�etodo Alg�ebrico ou M�etodo de

Fatoriza�c~ao (MF) em Mecânica Quântica para o os-

cilador harmônico simples. Algumas aplica�c~oes da

equa�c~ao de Schr�odinger em três dimens~oes via outros

m�etodos alg�ebricos s~ao comentadas, apontando as re-

ferências principais. Investigamos as solu�c~oes expl��citas

da equa�c~ao de Schr�odinger unidimensional para uma

part��cula livre e o oscilador harmônico simples. Finali-

zamos este trabalho, abordando suscintamente os pos-

tulados da Mecânica quântica, o princ��pio de incerteza

de Heisenberg e a dualidade onda-part��cula.

II. A elabora�c~ao da Mecânica quântica

O avan�co tecnol�ogico deste s�eculo foi devido, entre

outros fatores, ao desenvolvimento da teoria que go-

verna o movimento de sistemas microsc�opicos, a qual �e

denominada de Mecânica Quântica ou Mecânica ondu-

lat�oria2.

A Mecânica Quântica �e uma ampla teoria sobre

a qual �e baseado muito do nosso conhe-cimento de

mecânica e radia�c~ao. �E uma teoria recente. Em

1900, a mecânica da mat�eria, baseada nas leis do movi-

mento de Newton, tinha resistido a altera�c~oes durante

s�eculos. Assim, do mesmo modo, a teoria ondulat�oria

da luz, baseada na teoria eletromagn�etica, resistia sem

modi�ca�c~oes por v�arios anos. Vinte e seis anos de-

pois, ocorreu uma revolu�c~ao cient���ca. Em 1905, Eins-

tein mostrou que a luz, seguramente, possu��a algumas

propriedades como aquelas das part��culas. Em 1913,

as mais recentes teorias do �atomo de hidrogênio de

Bohr mostraram que part��culas, como el�etrons, dife-

riam em sua mecânica daquela sugerida por Newton.

Ent~ao, em seq�uência �a audaz sugest~ao de de Broglie,

em 1924, de que, em certas circunstâncias, os el�etrons

comportavam-se como ondas, foi dada uma formula�c~ao

precisa por Schr�odinger e Heisenberg em 1926. Esta

era a teoria da mecânica ondulat�oria ou quântica. Ela

contribuiu para uma solu�c~ao quase completa de alguns

problemas, por mostrar que h�a aspectos ondulat�orios

na part��cula elementar.

A Mecânica quântica �e uma teoria not�avel. Parece

n~ao haver nenhuma d�uvida real que muito da f��sica e

tudo da qu��mica seriam deduzidos de seus postulados

ou "leis". Ela tem respondido corretamente a muitas

quest~oes e tem dado uma vis~ao profunda dos proces-

sos naturais, estando preparada para contribuir muito

mais.

A Mecânica quântica faz parte de quase todos os ra-

mos da f��sica moderna. Ela �e multi-disciplinar, fazendo

parte das descri�c~oes de fenômenos f��sicos em que h�a

considera�c~ao sobre os constituintes internos dos corpos

em observa�c~ao, seja com energia de alguns el�etron-volts,

em sistema com elementos de f��sica molecular ou f��sica

atômica, seja com energia de alguns MeV, em sistemas

com elementos de f��sica nuclear. Com a descoberta dos

fenômenos de radioatividade, raios-x e dos el�etrons, no

�m do s�eculo dezenove, muitas experiências foram re-

alizadas e surgiram muitos resultados que n~ao podiam

ser explicados pela Mecânica cl�assica.

Na virada do s�eculo, houve muitas especula�c~oes na

busca de uma nova teoria que descrevesse, satisfatoria-

mente, as experiências em escalas submicrosc�opicas, en-

volvendo os �atomos e seus constituintes. Somente por

volta de 1926 tal teoria foi constru��da e denominada

de Mecânica Quântica. A priori, com o advento da

Mecânica Quântica formulada por Schr�odinger (1926)

[2, 3], sob a �otica do tratamento n~ao-relativ��stico, e por

Dirac (1927) [3], levando-se em conta a relatividade

especial de Einstein, acreditava-se que muitos proble-

mas do mundo microsc�opico seriam resolvidos. No en-

tanto poucos potenciais f��sicos puderam ser resolvidos

exatamente pela Mecânica Quântica n~ao-relativ��stica,

como, por exemplo, o �atomo de hidrogênio, os oscila-

dores harmônicos unidimensional e tridimensional, os

potenciais de P�oschl-Teller e Morse (com aplica�c~ao em

teoria molecular), etc, e menos ainda pela Mecânica

quântica relativ��stica. Na verdade, muito pouco foi ex-

plicado diante do que ainda falta ser entendido. Mesmo

assim, da d�ecada de vinte at�e hoje, o mundo passou por

um grande avan�co tecnol�ogico, em parte gra�cas a uma

melhor compreens~ao da Mecânica quântica, principal-

mente no campo da eletrônica.

A teoria microsc�opica que descreve a intera�c~ao da

luz com os �atomos �e baseada na Mecânica Quântica e

2A rigor, Mecânica Quântica Ondulat'oria refere-se �a Mecânica Quântica na formula�c~ao de Schr�odinger. A formula�c~ao de Heisenberg,
por exemplo, �e chamada de Mecânica Matricial
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chama-se de �Optica Quântica. Tal intera�c~ao, no caso

de luz coerente pode ser atrav�es de laser, o qual tem

in�umeras aplica�c~oes tecnol�ogicas. Al�em do mais, com

a descoberta do laser, na d�ecada de sessenta, muitas

experiências têm sido realizadas com o intuito de se ve-

ri�carem as previs~oes da f��sica quântica.

As part��culas microsc�opicas s~ao idênticas e indis-

tingu��veis, e governadas por modelos probabil��sticos

que dependem de seus atributos fundamentais, a sa-

ber, a massa, spin, carga, etc. \O momento angu-

lar intr��nseco" destas part��culas, denominado de spin,

�e colocado �a m~ao no caso n~ao-relativ��stico, mas surge

naturalmente no caso relativ��stico de Dirac, para uma

part��cula de spin 1/2. At�e o momento, n~ao existe uma

teoria consistente para part��culas de spin maior do que

dois. As part��culas existentes na natureza s~ao dividi-

das em dois tipos, de acordo com o teorema de spin-

estat��stica:

(i) B�osons: s~ao aquelas part��culas idênticas descritas,

em Mecânica Quântica, por fun�c~oes de onda sim�etricas

e satisfazem a estat��stica de Bose-Einstein. Portanto,

possuem spin inteiro e seus operadores de cria�c~ao e ani-

quila�c~ao, na vers~ao da segunda quantiza�c~ao, satisfazem

a rela�c~oes de comuta�c~ao. Ex: f�oton, H;H2; D2, etc.

(ii) F�ermions: s~ao todas as part��culas idênticas descri-

tas, em Mecânica quântica, por fun�c~oes de onda an-

tissim�etricas e satisfazem a estat��stica de Fermi-Dirac.

Portanto, possuem spin semi-inteiro e seus operadores

de cria�c~ao e aniquila�c~ao, no contexto da segunda quan-

tiza�c~ao, satisfazem a rela�c~oes de anticomuta�c~ao. Ex:

el�etron, pr�oton, nêutron, etc.

A nossa motiva�c~ao principal est�a voltada para

uma melhor compreens~ao de alguns m�etodos te�oricos

em Mecânica Quântica. A nossa an�alise �e baseada

em t�ecnicas alg�ebrica e anal��tica. Ap�os a sua cons-

tru�c~ao por Heisenberg, no contexto matricial, e por

Schr�odinger, baseada em equa�c~oes diferenciais de se-

gunda ordem, muitas t�ecnicas alternativas têm surgido.

Na mesma �epoca em que Schr�odinger formulou a teoria

da Mecânica Quântica n~ao-relativ��stica, ele mostrou a

equivalência �aquela constru��da por Heisenberg.

Os sistemas quânticos com simetrias dinâmicas po-

dem ser resolvidos algebricamente, e para eles podem-

se aplicar o m�etodo de fatoriza�c~ao [3, 2] ou a t�ecnica

alg�ebrica de supersimetria em Mecânica Quântica

(SUSI MQ) n~ao-relativist��ca [4]. O leitor poder�a en-

contrar tamb�em aplica�c~oes da SUSI MQ para o caso

relativ��stico em [5] e, inclusive, nas referências citadas

l�a. A SUSI MQ, �e uma t�ecnica alternativa para re-

solver a equa�c~ao de Schr�odinger, cuja solu�c~ao s~ao as

autofun�c~oes e os autovalores de energia. A SUSI MQ

pode ser utilizada para se construir novos potenciais3

isoespectrais (mesmos autovalores de energia) a partir

de um potencial conhecido [6, 7], fornecendo uma am-

plia�c~ao da classe de potenciais com solu�c~oes exatas das

respectivas equa�c~oes de Schr�odinger. Para os potenci-

ais quânticos que possuem uma simetria dinâmica em

conex~ao com osciladores quânticos, aplicam-se tamb�em

a t�ecnica alg�ebrica de Wigner-Heisenberg [8].

Em s��ntese, os eventos que culminaram com a

cria�c~ao da Mecânica Quântica (MQ) foramos seguintes:

1901 ! Planck �! Hip�otese quântica da radia�c~ao

do corpo negro.

1905 ! Einstein �! Efeito foto-el�etrico.

1913 ! Bohr �! Teoria Quântica do espectro do

�atomo de hidrogênio.

1922 ! Compton �! Espalhamento de f�otons ao

se chocar com el�etrons.

1925 ! Pauli �! Princ��pio de exclus~ao para

f�ermions.

1925 ! de Broglie �! Hip�otese de ondas de

mat�eria.

1926 ! Schr�odinger �! Equa�c~ao de onda para a

part��cula de de Broglie.

1927 ! Heisenberg �! Rela�c~ao de incerteza.

1927 ! Davison e Germer �! Experimento sobre

as propriedades ondulat�oria de el�etrons.

1927 ! Born �! Interpreta�c~ao f��sica da fun�c~ao de

onda.

Na se�c~ao seguinte veremos uma id�eia intuitiva para

chegarmos �a equa�c~ao de Schr�odinger e analisaremos a

constru�c~ao das fun�c~oes de onda que descrevem os es-

tados quânticos estacion�arios. Matematicamente, vere-

mos que as fun�c~oes de onda geram um espa�co vetorial

de fun�c~oes, munido de um produto escalar, denominado

de espa�co de Hilbert.

Uma vari�avel dinâmica gen�erica em mecânica

cl�assica A(~x; ~p) �e representada em MQ por um ope-

rador linear, o qual tem a seguinte propriedade:

A(c1 1 + c2 2) = c1(A 1) + c2(A 2): Os operadores

lineares atuam na fun�c~ao de onda do sistema f��sico,

convertendo-a em outra fun�c~ao de onda pertencente

tamb�em ao espa�co de Hilbert, � = A . Os operadores

3Em Mecânica Quântica �e comum usar a palavra potencial ao inv�es de energia potencial, ou seja, por potencial entendemos como
sendo a energia potencial.
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em MQ s~ao restritos a classe dos operadores hermitia-

nos ou operadores auto-adjuntos. De�nimos o hermi-

tiano conjugado (ou adjunto de um operador) A por:

Ay (lê-se A dagger)=
�
AT
��
, onde AT �e a matriz trans-

posta e o aster��sco (*) �e o complexo conjugado. O ope-

rador hermitiano (ou auto-adjunto) �e aquele em que o

seu adjunto resulta nele mesmo, ou seja: Ay =A. Os

operadores hermitianos possuem autofun�c~oes ortogo-

nais ( isto �e, o produto escalar de duas autofun�c~oes que

diagonalizam um operador hermitiano deve ser nulo) e

os seus autovalores s~ao reais.

Destacaremos, aqui quatro propriedades importan-

tes sobre operadores:

i)
�
Ay
�y

= A;

ii) (AB)y = ByAy;

iii) (A+B)
y
= Ay +By;

iv) (�A)y = ��Ay, onde � �e um n�umero complexo e B

�e um operador linear.

Na se�c~ao VI, consideraremos uma an�alise deta-

lhada de outras propriedades de operadores adjuntos

em Mecânica Quântica.

Neste est�agio, o leitor est�a percebendo que a lin-

guagem abstrata da Mecânica Quântica incide sobre

espa�cos vetoriais. Antes de retomarmos a an�alise

da estrutura matem�atica da Mecânica Quântica, gos-

tar��amos de fazer alguns coment�arios pertinentes. Para

você que est�a querendo desvendar os mist�erios que exis-

tem por tr�as da roupagem matem�atica da Mecânica

Quântica, sugerimos que pare a leitura por alguns dias,

para estudar um pouco de �algebra linear (espa�co veto-

rial e equa�c~ao de autovalor), equa�c~oes diferenciais, de

segunda ordem, teoria cl�assica de probabilidade e teoria

cl�assica de ondas.

Nas bibliotecas de F��sica o leitor pode encontrar al-

guns livros com problemas resolvidos sobre Mecânica

Quântica. Mas, seria prudente consultar um professor

desta disciplina para evitar perda de tempo e n~ao �car

lendo qualquer livro dispon��vel.

Introduzimos a F��sica Quântica, iniciando pela

an�alise da elabora�c~ao da Mecânica Quântica, culmi-

nando com a constru�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger

[2, 3].

III. A equa�c~ao de Schr�odinger e os estados es-

tacion�arios

Nesta se�c~ao, daremos uma id�eia intuitiva de como

Schr�odinger construiu a equa�c~ao para as ondas de

mat�eria de de Broglie, que propiciou o surgimento da

Mecânica Quântica (MQ). A equa�c~ao de Schr�odinger

d�a a evolu�c~ao temporal da fun�c~ao de onda, cuja abor-

dagem a seguir pode ser encontrada na referência [3].

Considere uma part��cula com valores bem de�nidos

de velocidade ~v, momento linear ~p e energiaE movendo-

se livremente em uma dimens~ao. Sabemos (desde que

n~ao haja nenhuma for�ca atuando sobre ela, ou seja, n~ao

haja energia potencial) que se a part��cula for n~ao rela-

tiv��stica, ~p = m~v e E = 1
2mv

2
x. A rela�c~ao energia -

momento �e

E =
p2x
2m

: (1)

De acordo com a hip�otese de de Broglie, associada �a

part��cula livre deve existir uma onda caracterizada pelo

seguinte comprimento de onda:

� =
h

p
) ~k = p; ~ =

h

2�
= 1; 0545x10�27erg.s

e, considerando a hip�otese de quantiza�c~ao de Einstein,

~! = E; (2)

onde k = 2�
� �e o m�odulo do vetor n�umero de onda e

! = 2�� �e a frequência angular, obt�em-se:

~! =
~
2k2

2m
: (3)

Esta equa�c~ao evidencia o fato de que a onda plana de

de Broglie �e dispersiva. O pr�oximo passo ser�a dedu-

zir uma equa�c~ao diferencial que descreve a dinâmica da

respectiva onda de de Broglie.

As formas poss��veis para tal onda s~ao as seguintes

ondas harmônicas: cos(kx - !t) ou sen(kx - !t), ou

ainda, de forma mais geral, como uma combina�c~ao li-

near das duas, a saber:

 (x; t) = acos(kx � !t) + bsen(kx� !t) (4)

onde a e b s~ao constantes arbitr�arias. Esta onda �e

solu�c~ao da seguinte equa�c~ao de onda unidimensional:

@2 

@t2
� 1

v2
@2 

@x2
= 0; v =

!

k
: (5)

Vamos construir uma equa�c~ao diferencial para a

onda harmônica  de modo que a equa�c~ao (3) seja sa-

tisfeita. Note que para  ser uma onda harmônica ela

deve ter derivada de segunda ordem em rela�c~ao a coor-

denada espacial.

@ 
@x

= k[�asen(kx � !t) + bcos(kx � !t)] ,
@2 
@x2 = �k2[acos(kx� !t) + bsen(kx� !t)] = �k2 ,

@ 
@t

= �![�asen(kx � !t) + bcos(kx � !t)] e

@2 
@t2 = �!2 . (6)
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Das poss��veis equa�c~oes diferenciais para  , duas ob-

viamente s~ao:

@ 

@t
=
�!
k

@ 

@x
;

@2 

@t2
=
!2

k2
@2 

@x2
: (7)

A segunda equa�c~ao �e exatamente a equa�c~ao de onda

cl�assica, a qual n~ao satisfaz �a condi�c~ao dada pela

equa�c~ao (3). Precisamos agora de uma �unica equa�c~ao

cujas solu�c~oes representem todos os movimentos de uma

part��cula livre, isto �e, aquela que �e satisfeita pelas on-

das de mat�eria em todos os instantes. A equa�c~ao di-

ferencial que procuramos n~ao pode ter derivada de se-

gunda ordem no tempo porque violaria a rela�c~ao entre

a frequência angular e vetor n�umero de onda, conforme

a equa�c~ao (6).

A partir da an�alise das equa�c~oes (3) e (6) vemos

que @ 
@t deve ser relacionada com @2 

@x2 , atrav�es de al-

guma constante de proporcionalidade. Assim, fazemos

com que a raz~ao entre os coe�cientes das fun�c~oes cos-

seno nos dois casos seja a mesma que a raz~ao entre os

coe�cientes das fun�c~oes seno:

a

b
= � b

a
) b2 = �a2 (8)

isto �e, b = ia,  se reduz a

 (x; t) = a[cos(kx� !t) + isen(kx � !t)]

= aei(kx�!t): (9)

Esta onda harmônica complexa �e solu�c~ao tamb�em da

equa�c~ao de onda unidimensional (5).

Desta forma as ondas de mat�eria para uma part��cula

de momento ~p s~ao representadas por uma fun�c~ao

harmônica complexa de x e t. Pela diferencia�c~ao di-

reta de  na equa�c~ao (9) encontramos que:

@ 

@t
= �i! ; @2 

@x2
= �k2 = �2m!

~
 (10)

onde a equa�c~ao (3) foi utilizada na �ultima etapa. Logo,

obtemos a seguinte equa�c~ao diferencial parcial de se-

gunda ordem na coordenada espacial e de primeira or-

dem no tempo:

i~
@ (x; t)

@t
=
�~2
2m

@2 (x; t)

@x2
: (11)

Esta �e a equa�c~ao de Schr�odinger para uma part��cula

livre em uma dimens~ao. Comparando com a ener-

gia cin�etica em termos do momento linear vemos que

na descri�c~ao de Schr�odinger temos a seguinte corres-

pondência das vari�aveis dinâmicas x e px com os res-

pectivos operadores x̂ e p̂x:

x! x̂ = x; px ! p̂x = �i~ @

@x
: (12)

Com esta representa�c~ao em termos de um operador

diferencial, �e f�acil de veri�car que em MQ x̂p̂x �e dife-

rente p̂xx̂. Isto est�a relacionado com o fato de que em

MQ a posi�c~ao e o momento linear n~ao podem ser me-

didos simultaneamente, o que ser�a discutido na se�c~ao

sobre o princ��pio de incerteza de Heisenberg. Outras

propriedades de operadores ser~ao analisadas na se�c~ao

sobre os postulados da MQ.

Agora consideraremos a interpreta�c~ao f��sica da

fun�c~ao de onda e sua condi�c~ao de admissibilidade. A

integral de�nida abaixo

Z b

a

j (x)j2dx; (13)

representa a probabilidade de encontrar a part��cula en-

tre x e x + dx. Logo, j (x)j2 �e a densidade de proba-

bilidade e, por sua vez, a integral deve ser �nita com

a seguinte condi�c~ao de contorno:  (x) ! 0 quando

x ! �1. Quando a integral �e efetuada em todo o

espa�co, obtemos a condi�c~ao de normaliza�c~ao da fun�c~ao

de onda, a saber:

Z +1

�1

j (x)j2dx = 1; (14)

a qual representa a certeza de encontrarmos a part��cula

em algum lugar da reta. Retomaremos esta an�alise

quando discutirmos os postulados da MQ.

Para uma part��cula livre movendo-se num espa�co

tridimensional a rela�c~ao entre a energia e o momento

linear �e dada por:

E =
p2

2m
=

1

2m
(p2x + p2y + p2z) (15)

onde px, py e pz s~ao as componentes do vetor momento

linear ~p. Para a onda harmônica ser associada com a

part��cula livre, de momento ~p, ela precisa ter a forma

 (~x; t) = cei=~(~p:~x�Et); ~p:~x = pxx+ pyy + pzz; (16)

onde c �e uma constante de normaliza�c~ao e usamos as

rela�c~oes de de Broglie e de Einstein ~~k = ~p e ~! = E.

Esta �e a generaliza�c~ao do caso unidimensional. �E sim-

ples de veri�car que a onda harmônica acima satisfaz a

seguinte equa�c~ao de Schr�odinger:
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i~
@ (~r; t)

@t
=
�~2
2m

r2 (~r; t); ~r =~i
@

@x
+~j

@

@y
+ ~z

@

@z
: (17)

Esta �e a equa�c~ao de Schr�odinger para uma part��cula li-

vre em três dimens~oes. Aquir2 �e o operador laplaciano

r2 = ~r:~r = @2

@x2 +
@2

@y2 +
@2

@z2 . Entretanto, a integral

do m�odulo quadrado desta fun�c~ao de onda n~ao satisfaz

a condi�c~ao de normaliza�c~ao referida acima. Na se�c~ao

V, veremos como contornar este problema para o caso

unidimensional. A id�eia �e colocar a part��cula dentro de

uma caixa c�ubica com paredes r��gidas.

Analogamente ao caso unidimensional obtemos, a

seguinte representa�c~ao para o operador momento linear

em três dimens~oes:

~p! ~̂p = �i~~r: (18)

Considerando uma part��cula sujeita a for�ca conser-

vativa em três dimens~oes,

~F = �~rV (x; y; z)

sua energia total conservativa �e dada por:

E =
p2

2m
+ V (x; y; z): (19)

Neste caso, de acordo com a hipot�ese de de Broglie

(p = ~k), obt�em-se a seguinte rela�c~ao para o m�odulo

do vetor n�umero de onda:

k2 =
2m

~2
(E � V ): (20)

Neste caso, a equa�c~ao de Schr�odinger �e dada por:

��~2
2m

r2 + V (x; y; z)

�
 (~r; t) = i~

@ (~r; t)

@t
: (21)

Em termos do operador hamiltoniano, temos a se-

guinte equa�c~ao de Schr�odinger dependente do tempo:

i~
@

@t
 (~r; t) = H (~r; t); H = � ~

2

2m
r2 + V (~r; t):

(22)

Note que a energia potencial pode depender do tempo,

o que, neste caso, torna dif��cil a resolu�c~ao da equa�c~ao

de Schr�odinger.

Para um sistema quântico conservativo o operador

hamiltonianoH, �e dado por:

H = � ~
2

2m
r2 + V (~r): (23)

Como a energia potencial depende somente do vetor

posi�c~ao ~r, ou seja, V = V (~r), ent~ao podemos usar

o m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis para resolver a

equa�c~ao diferencial parcial. Neste caso, o a fun�c~ao de

onda que descreve o estado quântico torna-se:

 (~r; t) =  (~r) (t): (24)

Substituindo esta decomposi�c~ao da fun�c~ao de onda  

na equa�c~ao de Schr�odinger, obtemos:

i~

 (t)

d

dt
 (t) =

1

 (~r)
H (~r): (25)

Como o primeiro membro depende do tempo t e o se-

gundo membro depende do vetor ~r, a solu�c~ao desta

equa�c~ao �e uma constante que podemos identi�car com

a energia E.

Ent~ao podemos escrever

i~

 (t)

d

dt
 (t) =

1

 (~r)
H (~r) = E = constante; (26)

e resolvendo esta equa�c~ao com rela�c~ao ao tempo, en-

contramos a seguinte solu�c~ao:

 (t) / e�iEt=~; (27)

o que d�a a dependência temporal expl��cita da fun�c~ao

de onda:

 (~r; t) =  (~r)e�iEt=~: (28)

O estado quântico descrito por uma fun�c~ao de onda

deste tipo �e denominado de estado estacion�ario, pois

j j2 n~ao depende do tempo, ou seja, j  (~r; t) j2=j
 (~r) j2.

A partir da equa�c~ao (26), vemos que a parte espacial

da fun�c~ao de onda satisfaz a uma equa�c~ao de autovalor

H E(~r) = E E(~r); (29)

onde  E representa o autovetor denominado de auto-

fun�c~ao associado ao autovalor de energia E; tais auto-

valores de energia E, podem ser cont��nuos ou discre-

tos. Esta �e a equa�c~ao de Schr�odinger independente do

tempo. Quando tivermos o potencial (a energia poten-

cial) escrito(a) da seguinte forma

V (~r) = V (x) + V (y) + V (z);

o m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis de equa�c~oes diferen-

ciais parciais nos fornece uma autofun�c~ao de energia em
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termos do produto de três autofun�c~oes independentes,

a saber:

 (~r) =  (x) (y) (z); (30)

onde  (x);  (y) e  (z) satisfar~ao a três equa�c~oes de

Schr�odinger independentes do tempo, na representa�c~ao

de coordenadas x; y e z, respectivamente.

IV. O oscilador quântico via o m�etodo de fato-

riza�c~ao

Vamos introduzir dois operadores n~ao-hermitianos,

a� e a+ de�nidos a partir da combina�c~ao linear dos ope-

radores de posi�c~ao e momento linear (x̂ e p̂x = �i~ d
dx )

a� =
1p
2~!

(!x̂ + ip̂x) (31)

a+ =
1p
2~!

(!x̂ � ip̂x); (32)

veremos na se�c~ao dos postulados que p̂yx = p̂x ) a+ =

(a�)y e a� = (a+)y. Neste caso, diz-se que a� s~ao ope-

radores mutuamente adjuntos. Escrevendo x̂ e hatpx
em termos de a� e a+, obtemos:

x̂ =

r
~

2!
(a+ + a�) (33)

p̂x = i

r
~!

2
(a+ � a�); (34)

onde a� �e chamado de operador de abaixamento e a+ �e

o operador de levantamento dos autovalores de energia

do OHS, cuja terminologia ser�a justi�cada posterior-

mente.

Em segunda quantiza�c~ao, quando quantizamos o

campo eletromagn�etico surgem operadores an�alogos aos

operadores escadas (a�) do OHS, mas eles fazem partes

do campo e n~ao s~ao combina�c~ao lineares de p̂x com x̂.

Em teorias de campos os operadores a� s~ao denomina-

dos de operadores de cria�c~ao e aniquila�c~ao.

Os operadores a� e a+ n~ao comutam e satisfazem a

seguinte rela�c~ao de comuta�c~ao:

[a�; a+] � a�a+ � a+a� = 1: (35)

Essa express~ao �e bastante evidente a partir do momento

que substituirmos as equa�c~oes (33) e (34) no comuta-

dor [x̂; p̂x] = i~ e usarmos o fato de que todo operador

comuta com ele mesmo.

Substituindo (33) e (34) no hamiltoniano do OHS,

obtemos:

H =
1

2
(p̂2x + !2x̂2)

=
~!

2
(a�a+ + a+a�)

= ~!(a+a� +
1

2
)

= ~!a+a� +E0; (36)

onde a constante E0 = ~!
2 �e chamada de energia do

ponto zero do oscilador associada ao estado fundamen-

tal (ou estado de menor energia). Estamos conside-

rando o sistema de unidade em que m = 1. Lembre-se

que em Mecânica cl�assica, a energia m��nima do osci-

lador �e zero. Um bom exerc��cio, seria mostrar direta-

mente, escrevendo os operadores a� em termos de x e

do operador derivada d
dx . Lembrando-se que os opera-

dores atuam sobre as fun�c~oes de onda, o leitor deve cal-

cular os produtos dos operadores, neste caso, atuando-

os sobre as autofun�c~oes unidimensionais. Calcula-se se-

paradamente, a+a� n(x) e a�a+ n(x) depois faz-se

a adi�c~ao obtendo, ent~ao, o hamiltoniano acima. Fa-

zendo a subtra�c~ao das duas equa�c~oes resultantes desta

opera�c~ao, obt�em-se a rela�c~ao de comuta�c~ao canônica

acima (35).

Considerando a seguinte propriedade de comutador

[A;BC] = B[A;C] + [A;B]C e [a�, comuta�c~ao impor-

tantes, a saber:

[a�; a+a�] = a� ; (37)

[a+; a+a�] = �a+ : (38)

O operador hermitiano a+a� �e muito frequente-

mente utilizado e por isso n�os passaremos a represent�a-

lo pela letra N :

N = a+a� = N y: (39)

N �e chamado de operador de n�umero porque seus au-

tovalores s~ao n�umeros inteiros, n = 0; 1; 2; 3; :::: Rees-

crevendo em termos de N as duas �ultimas rela�c~oes de

comuta�c~ao que apresentamos, teremos:

Na� = a�(N � 1); (40)

Na+ = a+(N + 1): (41)

Neste est�agio, devemos dizer que toda as vezes que ti-

vermos equa�c~oes desse tipo esses operadores a� ser~ao

interpretados como sendo os operadores de levanta-

mento (a+) e abaixamento (a�) dos autovalores de

energia do hamiltoniano. De fato, �e �obvio que o ha-

miltoniano est�a relacionado com N atrav�es da seguinte

express~ao:

H = ~!(N +
1

2
); (42)
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onde podemos dizer que N vale 1
~!H � 1

2 .

IV.1 O Problema de Autovalor de Energia na Repre-

senta�c~ao de N�umero

De acordo com a interpreta�c~ao f��sica da Mecânica

Quântica, os autovalores de energia s~ao valores obti-

dos atrav�es de medidas experimentais de energia. Para

comparar os resultados te�oricos com os experimentais,

precisamos resolver a equa�c~ao de autovalor

H j n >= E j n >; (43)

onde estamos usando a nota�c~ao de Dirac, a qual denota

o vetor bra < n j de complexo conjugado do vetor ket

j n >. Na descrde Schr�odinger temos a seguinte corres-

pondência da fun�c~ao de onda com o produto escalar do

bra-ket de x com n:

< x j n >=  n(x))< n j x >=  �n(x): (44)

Devido �a rela�c~ao entre H e N , o problema de auto-

valor para H estar�a resolvido quando for solucionado o

problema de autovalor para N , ou seja,

N j n >= n j n > : (45)

Logo, os autovalores de energia para o OHS tornam-se

En = ~!(n +
1

2
);

devido ao fato de H j n >= ~!(n+ 1
2 ) j n >= En j n >.

Desde que H e N s~ao observ�aveis, os autokets j n >

formam um conjunto completo ortonormal de bases ve-

toriais na representa�c~ao de n�umero.

Se operarmos ambos os lados da express~ao Na� =

a�(N � 1) com j n > obteremos o seguinte resultado

Na� j n > = (n � 1)a� j n > (46)

Como Na+ j n >= a+(N + 1) j n >, temos:

Na+ j n > = (n+ 1)a+ j n >: (47)

Isso mostra que se j n > �e um autoket de N com autova-

lor n, ent~ao a� j n > �e um autoket de N com autovalor

n� 1 e a+ j n > �e um autoket com autovalor n+ 1. A

partir de j n > geramos mais dois autokets.

O processo pode ser repetido para ambos os lados

de Na� = a�(N � 1) com o autoket a� j n > e gerar

o autoket a�
2 j n > com autovalor n � 2. Da mesma

forma aplicando sobre a+ j n > geraremos o autoket

a+
2 j n > com o autovalor n + 2. Esse processo pode

continuar inde�nidamente gerando um conjunto de au-

tokets e autovalores, a partir de um autoket conhecido:

N j n >= n j n >
Na� j n >Na�2 j n > = (n� 2)a�

2 j n >
...

(48)

Na+ j n >= (n+ 1)a+ j n >
Na+

2
= (n + 2)a+

2 j n >
...

(49)

Desde que o operador N seja hermitiano, o autova-

lor n precisa ser real e por isso a norma de qualquer

vetor precisa ser maior ou igual a zero. Se j n > �e um

autoket, ent~ao < n j n >> 0. Vamos fazer o produto

escalar de N j n > com < n j:

< n j N j n >=< n j a+a� j n >= n < n j n > : (50)

Mas esta �e a norma do vetor a� j n > que tem de

ser maior ou igual a zero. Desde que < n j n >> 0 e

< n j a+a� j n >� 0, conclu��mos que n � 0. Portanto,

os autovalores de N s~ao reais e n~ao-negativos. Se n = 0,

ent~ao:

a� j 0 >= 0: (51)

Substituindo o operador a� em termos dos operadores

x e px = �i~ d
dx
, esta condi�c~ao de aniquila�c~ao torna-

se uma equa�c~ao diferencial de primeira ordem, cuja

solu�c~ao nos fornece o ket j0 > e, por sua vez, leva �a

fun�c~ao de onda do estado fundamental para o oscilador

quântico unidimensional, u0(x) =< xj0 >.
Se n n~ao �e um inteiro a seq�uência dos autovalores

eventualmente se tornar~ao negativos, devido a (48), e

as normas dos vetores associados ser~ao negativas, o que

n~ao pode acontecer. A �unica maneira de impedir isso �e

fazer com que o n seja um inteiro positivo ou zero.

Dessa forma, os autovalores de N s~ao inteiros posi-

tivos ou zero, como hav��amos proposto inicialmente.

A norma do vetor a+ j n > �e

jja+ j n > jj2 =< n j a�a+ j n >=< n j (1 + a+a�) j n >= (1 + n) < n j n > : (52)

Desde que n � 0 e < n j n >> 0, percebemos que a+ j n > nunca pode ser nulo.
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Os autokets gerados pela aplica�c~ao sucessiva de a� e a+ s~ao normalizados da seguinte forma: desde que a� j n >
�e um autoket de N com autovalor n� 1, a� j n > pode diferir de j n� 1 > por uma constante. Portanto, podemos

escrever:

a� j n >= cn j n� 1 > ou (a� j n >)y =< n j a+ =< n� 1 j cn�: (53)

O valor esperado de a+a� em j n > �e dado por

< n j a+a� j n >= n < n j n > = j cn j2< n� 1 j n� 1 >

ou

< n j a+a� j n >=< n j a+cn j n� 1 > = < n� 1 j cn�cn j n� 1 >

= j cn j2< n� 1 j n� 1 > : (54)

Se < n� 1 j n� 1 >=< n j n >= 1, devido ao fato de os autovetores serem ortonormais, ent~ao o valor de j cn j
ser�a

p
n. Portanto a equa�c~ao (53) poder�a ser reescrita como segue:

a� j n >= p
n j n� 1 > : (55)

Restringimos n para ser maior que zero, j�a que j �1 > n~ao tem sentido.

Analogamente, podemos escrever

a+ j n >= p
n+ 1 j n+ 1 > : (56)

Se < 0 j 0 > �e normalizado, ent~ao todos os outros tamb�em o ser~ao.

Podemos selecionar os quatro �ultimos resultados importantes:

N j n >= n j n >;
a� j 0 >= 0;

a� j n >= p
n j n� 1 >;

a+ j n >= p
n+ 1 j n+ 1 > :

(57)

Um resultado extremamente importante �e obtido ao aplicarmos o operador a+ sobre o ket do autoestado fun-

damental (j 0 >) n vezes. Disto construiremos o autoket j n > associado ao n-�esimo estado excitado do OHS dado

por:

j n >= cn(a
+)n j 0 >= (a+)np

n!
j 0 > : (58)

No c�alculo da constante de normaliza�c~ao do ket do n��esimo estado quântico sugerimos usar a seguinte express~ao

na �algebra dos operadores a�:

jn >= cn
cn�1

cn�1(a
+)n�1j0 >= cn

cn�1
a+jn� 1 > :

Substituindo esta equa�c~ao na condi�c~ao de normaliza�c~ao, temos:

1 =< njn >=< n� 1ja� cn
cn�1

cn
cn�1

a+jn� 1 >=j cn
cn�1

j2 < n � 1ja�a+jn� 1 >;

agora, usando a equa�c~ao (36) e substituindo o operador a+a� em termos do hamiltoniano, temos:

1 =
1

~!
j cn
cn�1

j2 < n� 1j
�
H +

~!

2

�
jn� 1 >= n j cn

cn�1
j2:

Resultando na seguinte itera�c~ao da rela�c~ao de recorrência:

j cn j2= 1

n
j cn�1 j2= 1

n

1

n� 1
j cn�2 j2= 1

n

1

n� 1

1

n� 2
j cn�3 j2= � � � = 1

n!
j c0 j2 :

Escolhendo c0 = 1, obtemos a constante de normaliza�c~ao:



R. de Lima Rodrigues 77

cn =

r
1

n!
:

Desde que a norma desses autovetores (j n >) �e �-

nita, eles formam um conjunto ortonormal completo de

vetor para o espa�co de Hilbert, o que nos permite escre-

ver a seguinte rela�c~ao de completeza:
P
n jn >< nj = 1,

onde n varia de 1 at�e o in�nito. Portanto, qualquer ve-

tor desse espa�co pode ser escrito como uma combina�c~ao

linear dos outros vetores.

Aqui �e importante ressaltar a elegância do m�etodo

de fatoriza�c~ao, pois ele permite encontrarmos as au-

tofun�c~oes e os do OHS sem a necessidade de resolver a

equa�c~ao de Schr�odinger, atrav�es dos m�etodos de solu�c~ao

de equa�c~oes diferenciais de segunda ordem.

V. Aplica�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger via

equa�c~oes diferenciais ordin�arias de segunda or-

dem

Agora, faremos duas aplica�c~oes da equa�c~ao de

Schr�odinger independente do tempo em uma dimens~ao.

A primeira aplica�c~ao �e para uma part��cula de massa de

m dentro de uma caixa com duas paredes impenetr�aveis

(paredes no in�nito) e obrigada a mover-se sobre um �o

muito �no sem atrito e �xo entre as paredes [3]. Este

exemplo simples nos d�a uma profunda percep�c~ao da im-

portância das condi�c~oes de contorno. Veremos que as

condi�c~oes de contorno nos fornecem a quantiza�c~ao da

energia. O potencial (A energia potencial), V , torna-se:

V =

�
0; para 0 < x < L;
1; para x � L ou x � 0:

(59)

Na regi~ao fora da caixa o hamiltoniano �e in�nito, logo

 (x)=0. Considerando a Equa�c~ao de Schr�odinger inde-

pendente do tempo,  00 + �2 = 0 na regi~ao dentro da

caixa 0 < x < L, tem-se a seguinte solu�c~ao:

 (x) = Asen�x +Bcos�x; �2 =
8�2mE

h2
; (60)

onde A e B s~ao constantes. Aplicando as condi�c~oes de

contorno, em que  (x) = 0 para V ! 1 e desde que

 (x) �e uma fun�c~ao cont��nua,  (0) = 0 =  (L), vemos

que  (0) = 0 ) B = 0 e  (L) = 0 ) � = n�
L , logo

obtemos:

 (x) = Asen
�n�x
L

�
; (61)

o que nos d�a os autovalores de energia discreto para

uma part��cula dentro de uma caixa unidimensional de

lado L,

En =
h2

8mL2
n2; (n = 1; 2; 3:::): (62)

Esta equa�c~ao evidencia a natureza quântica da ener-

gia da part��cula dentro da caixa. Os n��veis de energia

entre os n-�esimo e o (n+1)-�esimo n��veis n~ao s~ao permi-

tidos para a part��cula. Por outro lado, classicamente a

part��cula pode ter qualquer energia.

A segunda aplica�c~ao �e para o Oscilador Harmônico

Simples (OHS) [3]. Conforme vimos na se�c~ao anterior,

os operadores de posi�c~ao e de momento linear, em uma

dimens~ao, n~ao comutam, ou seja, [x̂; p̂x] = i~, onde

x̂ = x e p̂x = �i~ d
dx . O OHS �e descrito pelo seguinte

hamiltoniano

H =
p̂2x
2m

+ V (x̂) = � ~
2

2m

d2

dx2
+

1

2
m!2xx

2: (63)

Neste caso, a equa�c~ao de Schr�odinger independente

do tempo torna-se:

�
� ~

2

2m

d2

dx2
+

1

2
m!2xx

2

�
u(x) = Eu(x): (64)

Esta equa�c~ao pode ser escrita em uma forma mais sim-

ples

d2u

d�2
+ (� � �2)u = 0; � = �x; � = (m!x=~)

1=2; E =
1

2
�~!x: (65)

A solu�c~ao mais geral tem a seguinte forma:

u(�) = e�
1

2
�2v(�): (66)

Substituindo na equa�c~ao (65), teremos

v00 � 2�v0 + (� � 1)v = 0; (67)

onde v0 = dv
dx

e v00 = d2v
dx2

. A solu�c~ao desta Equa�c~ao Di-

ferencial Ordin�aria de 2a ordem �e �nita somente quando

tivermos � = (2n + 1); (n = 0; 1; 2; :::); usando a

�ultima das equa�c~oes (65), obtemos:

En = (n +
1

2
)~!x; (68)

os autovalores de energia do oscilador harmônico sim-

ples. Note que a energia foi quantizada, isto �e, a energia

agora assume somente alguns valores bem de�nidos. O
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n�umero quântico (n = 1; 2; � � �) rotula cada n��vel de

energia. Por outro lado, sabemos que os polinômios de

Hermite satisfazem a seguinte equa�c~ao:

H00
n(�) � 2�H 0

n(�) + 2nHn(�) = 0: (69)

Comparando (69) com (67), vemos que v(�) = Hn(�).

Logo, as autofun�c~oes de energia do oscilador harmônico

unidimensional s~ao dadas por:

un(x) = Nne
� 1

2
�2x2Hn(�x); (n = 0; 1; 2; :::); (70)

as quais descrevem exatamente os n-�esimos estados ex-

citados do oscilador harmônico simples. A autofun�c~ao

do estado fundamental �e obtido fazendo n = 0. Neste

caso, o polinômio de Hermite �e igual a unidade e a

fun�c~ao de onda do estado fundamental torna-se uma

gaussiana centrada na origem.

u0(x; t) = N0e
� 1

2
(�2x2+i!xt); (71)

onde N0 �e a constante de normaliza�c~ao. O autova-

lor de energia associado ao estado fundamental �e dado

por: E0 = 1
2~!x. Esta �e a energia de ponto zero.

Lembre-se que classicamente a energia m��nima do os-

cilador harmônico simples �e zero e, al�em desse valor, a

energia pode assumir um cont��nuo de valores poss��veis.

VI. Os postulados da Mecânica Quântica

O postulado fundamental da Mecânica Quântica

est�a associado a representa�c~ao do estado quântico.

N~ao existe uma sequência privilegiada para enunciar

os postulados da Mecânica Quântica. Apresentare-

mos aqui a representa�c~ao de estados quânticos e a re-

presenta�c~ao de vari�aveis dinâmicas, valores esperados

e observ�aveis, discorrendo sobre o seu signi�cado em

Mecânica Quântica.

a) Representa�c~ao de estados.

Uma explana�c~ao natural foi encontrada para a

existência dos estados estacion�arios, originalmente pos-

tulados de forma ad hoc por Niels Bohr.

Postulado 1

O estado quântico de um sistema f��sico em três di-

mens~oes �e descrito ou representado por uma fun�c~ao de

onda  (~r; t). Ela �e solu�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger

dependente do tempo. Esta fun�c~ao cont�em todas as

informa�c~oes sobre o estado do sistema em qualquer ins-

tante de tempo. Al�em do mais, uma fun�c~ao de onda

( ) multiplicada por uma constante (real ou complexa,

c), isto �e, c , descrevem o mesmo estado quântico.

Frequentemente se fala do \estado  ", signi�cando

o conceito f��sico (o estado) descrito pela fun�c~ao ma-

tem�atica  (~r; t). Entretanto, a fun�c~ao de onda n~ao �e

diretamente mensur�avel, pois ela �e uma fun�c~ao com-

plexa.

O princ��pio da superposi�c~ao estabelece que, expe-

rimentalmente, se  1 e  2 s~ao fun�c~oes de onda des-

crevendo dois estados quaisquer de um dado sistema

f��sico, ent~ao a combina�c~ao linear (c1 1 + c2 2) das

duas fun�c~oes tamb�em representar�a um outro estado

quântico do sistema. Este �e um princ��pio fundamen-

tal em Mecânica Quântica. �E a possibilidade da super-

posi�c~ao que torna o fenômeno da interferência poss��vel.

Um pacote de onda de uma part��cula livre unidi-

mensional �e dado pela seguinte superposi�c~ao:

 (x; t) =

Z +1

�1

a(k)ei(kx�!t)dk; (72)

onde a(k) �e a amplitude da componente harmônica com

constante de propaga�c~ao k (� = 2�
k ) e freq�uência angu-

lar !.

Este pacote �e a superposi�c~ao das ondas de de Bro-

gaos estados das part��culas livres, as quais podem ter

v�arios momentos lineares.

O princ��pio da superposi�c~ao tem profundo signi�-

cado matem�atico. Ele �e uma caracter��stica fundamen-

tal dos vetores representando pontos no espa�co. Assim,

�e poss��vel (e �util) pensar nas fun�c~oes de onda como ve-

tores de alguma esp�ecie.

Os vetores ordin�arios requerem apenas três n�umeros

reais para determin�a-los completamente, ~v = (vx~i +

vy~j + vz~k) no espa�co tridimensional. Por�em, cada au-

tofun�c~ao  (~x) requer um conjunto in�nito de n�umeros

complexos para a sua especi�ca�c~ao, os valores de  em

todos os pontos do espa�co de con�gura�c~oes, ou seja,  �e

uma base de fun�c~oes de um espa�co vetorial de dimens~ao

in�nita.

Numa vis~ao "geom�etrica" da fun�c~ao de onda, as

grandezas da autofun�c~ao  (~x) para v�arios vetores ~x s~ao

como diferentes "componentes" da fun�c~ao vetorial  .

Aqui a vari�avel cont��nua ~x serve como um "r�otulo" dis-

tinguindo as diferentes componentes de  , de maneira

equivalente ao ��ndice i das componentes vi(i = x; y; z)

de um vetor ordin�ario ~v. Assim, a norma

Z
j (~x)j2d� �

Z Z Z
j (~x)j2dxdydz (73)
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�e o equivalente da norma de um vetor em três di-

mens~oes, a saber,

jj~vjj =
nX
i=1

v2i (74)

e pode ser visto como o "quadrado do comprimento"

da fun�c~ao vetorial.

Desde que  (x) �e uma fun�c~ao complexa, o quadrado

absoluto j (~x)j2 tem sido usado para obter um "com-

primento" real e, �e claro, �e uma "soma" (integra�c~ao)

sobre ~x = (x; y; z).

Agora de�niremos o produto escalar entre duas

fun�c~oes complexas. A integral tripla

(�(~x);  (~x)) =

Z
��(~x) (~x)d�; (75)

onde � �e o elemento in�nitesimal de volume, �e de�nida

como sendo o produto escalar de � e  , analogamente

ao produto escalar ~u � ~v =
P3
i=1 uivi para vetores or-

din�arios em três dimens~oes. O produto escalar entre �

e  satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (�;  ) = ( ; �)�

(ii) (�; c ) = c(�;  )

(iii) (c�;  ) = c�(�;  )

(iv) ( ;  ) � 0 (norma de  ), com a igualdade se man-

tendo se, e s�o se,  � 0. O espa�co vetorial gerado por

 , munido pelo produto escalar acima, de modo que sua

norma seja �nita �e denominado de espa�co de Hilbert.

b) Representa�c~ao de vari�aveis dinâmicas: valores espe-

rados e observ�aveis.

Postulado 2

Cada vari�avel dinâmica A(~x; ~p) �e representada na

Mecânica Quântica por um operador linear4:

Aop = A = A(~xop; ~pop) � A(~x;�i~~r): (76)

Gostariamos de enfatizar que os operadores atuam

na fun�c~ao de onda do sistema, convertendo-a em outra

fun�c~ao de onda, � = A . O operador �e linear quando

ocorrer:

A(c1 1 + c2 2) = c1(A 1) + c2(A 2): (77)

Os operadores em Mecânica Quântica n~ao s~ao, em

geral, comutativos:

AB 6= BA. (78)

Para o leitor que iniciou a leitura por esta se�c~ao

devemos dizer que a diferen�ca AB - BA �e chamada

de comutador de A e B, nesta ordem. O comutador �e

representado pela nota�c~ao de colchetes:

[A,B] = AB - BA: (79)

As rela�c~oes de comuta�c~ao das vari�aveis de posi�c~ao

e momento linear podem ser facilmente deduzidas. Em

três dimens~oes, se xi e pj � �i~ @
@xj

s~ao, respectiva-

mente, os operadores representando a i-�esima e a j-

�esima componentes da posi�c~ao e do momento de uma

part��cula, temos que:

xipj = �i~ @

@xj
 : (80)

Com isso,

xipj � pjxi = i~�ij (81)

ou

[xi; pj] = i~�ij ; (82)

onde

�ij = 1, se i = j ; e �ij = 0, se i 6= j; (83)

�e chamado delta de Kronecker. �E trivial veri�car que:

[xi; xj] = 0 e [pi; pj] = 0: (84)

Antes de apresentarmos o postulado 3, devemos dar

a de�ni�c~ao de um operador adjunto, o qual �e represen-

tado comoAy, o qual como foi dito na segunda se�c~ao ele

�e de crucial interesse em MQ. Usando as propriedades

do produto escalar temos:

(�;A ) = (A ; �)�

=

Z
(A�)� d�

= (

Z
 �Ay�d� )�

=

Z
(Ay�)� d�

= (Ay�;  ); (85)

onde Ay �e o adjunto do operador A. Logo, ap�os uma

integra�c~ao por partes obt�em-se:
�
d
dx

�y
= � d

dx .

Postulado 3

Quando um grande n�umero de medidas de uma

vari�avel dinâmica �e feito num sistema, o qual �e prepa-

rado para estar num estado quântico  antes de cada

4Distinguir o momento ~p do operador momento ~pop, como descrito acima (~pop = �i~~r).
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medida, os resultados de cada medida individual ser~ao

em geral diferentes, mas a m�edia (valor esperado) de

todos os valores observados �e dada por:

hAi =

Z
 �A d� � ( ;A ): (86)

A grandeza hAi �e chamada de valor esperado da

vari�avel dinâmica A no estado quântico  . Note que,

dentro da integral, A �e um operador; fora, �e a vari�avel

dinâmica.

Fazendo um estudo do caso particular em que A �e a

vari�avel de posi�c~ao de quaisquer das part��culas, torna-

se evidente que a de�ni�c~ao de valor esperado implica na

interpreta�c~ao de j j2 como sendo a densidade de pro-

babilidade no espa�co de con�gura�c~ao, e a normaliza�c~ao

de  de acordo com:

Z
d3x1

Z
d3x2. . .

Z
d3xnj ( ~x1; ~x2; . . .; ~xn)j2 = 1

(87)

onde d3xi �e o elemento diferencial de volume da i-�esima

part��cula.

As quantidades f��sicas mensur�aveis em Mecânica

Quântica s~ao os observ�aveis, os quais s~ao representa-

dos pelos operadores lineares e hermitianos, que pos-

suem valor esperado real, pois eles ir~ao representar as

medidas das vari�aveis dinâmicas do sistema, ou seja:

hAi = ( ;A ) =

Z
 �A d� = hAi� = (

Z
 �A d� )� =

Z
(A )� d� = (A ; ); (88)

mas o adjunto do operador A(Ay) �e dado por:

( ;A ) = (Ay ;  ): (89)

Comparando as duas �ultimas equa�c~oes acima, obtemos:

Ay = A; (90)

o qual �e denominado de operador auto-adjunto ou hermitiano. Todo o operador hermitiano possui autovalor real e

suas autofun�c~oes s~ao ortogonais. Logo, se A = a e A 0 = a0 0, ent~ao o produto escalar entre  e  0 �e nulo, isto

�e, ( ;  0) = 0.

VII. Rela�c~oes de Incerteza de Heisenberg

Como �e bem conhecido, a f��sica cl�assica descreve

completamente as part��culas macrosc�opicas, cujas tra-

jet�orias s~ao exatamente determinadas.

Quando investigamos o comportamento dos consti-

tuintes internos da mat�eria, n~ao podemos fazer qual-

quer observa�c~ao sem alterar os seus respectivos esta-

dos quânticos. Pois, mesmo quando usamos luz para

observ�a-los ocorrer�a a intera�c~ao dos f�otons com as

part��culas subatômicas. Diante desse problema da in-

tera�c~ao experimentada pelo sistema, Heisenberg enun-

ciou um princ��pio segundo o qual n~ao podemos de�nir

simultaneamente a posi�c~ao e a velocidade de um el�etron

(ou qualquer part��cula subatômica). Quando observa-

mos um sistema subatômico, para realizarmos umame-

dida de uma certa quantidade f��sica veri�camos uma

grande incerteza na medida.

A Mecânica Quântica, que descreve as part��culas su-

batômicas, est�a associada a uma descri�c~ao de fatos ob-

serv�aveis. Ela nos fornece as propriedades observ�aveis.

H�a um limite bem de�nido para o conhecimento do

movimento de uma part��cula subatômica, como foi mos-

trado por Heisenberg em 1927, atrav�es do seu Princ��pio

de Incerteza.

O Princ��pio de Incerteza, mostrado por Heisenberg

em 1927, nos assegura que �e poss��vel medir a posi�c~ao

ou a velocidade, mas nunca ambos simultaneamente.

A medida da posi�c~ao de uma part��cula subatômica per-

turba a medida de sua velocidade e vice-versa. Conside-

rando que a incerteza na posi�c~ao seja �x, e a incerteza

do momento linear seja �px, a rela�c~ao de incerteza de

Heisenberg �e dada pela seguinte inequa�c~ao:

�x�px � h

4�
=

~

2
: (91)

onde h �e a constante de Planck. A incerteza m��nima �e

obtida somente para pacotes de onda gaussianos. Por

exemplo, para o oscilador quântico unidimensional no

estado fundamental obt�em-se �x�px � h
4� .

Por outro lado, a rela�c~ao de incerteza na energia

�E, e de incerteza do tempo �t, �e dada pela seguinte

inequa�c~ao:

�E�t � h

4�
=

~

2
: (92)
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O princ��pio de incerteza de Heisenberg pode ser

muito bem ilustrado considerando o espalhamento de

um f�oton por um el�etron. Lembre-se que segundo de

Broglie, a rela�c~ao entre o comprimento de onda (�) e

o momento linear (p) de uma part��cula subatômica �e

dado por � = h
p . Considere primeiro, um f�oton inci-

dente com momento linear muito pequeno, o que im-

plica num comprimento de onda muito grande. Neste

caso, o el�etron n~ao ser�a perturbado e n~ao saberemos

qual sua posi�c~ao. Por outro lado, quando o f�oton in-

cidente tiver um momento linear muito grande, o seu

comprimento de onda ser�a muito pequeno. Logo, neste

caso o el�etron ser�a localizado. Por�em, devido �a ener-

gia muito alta do f�oton ele ser�a perturbado e sair�a com

uma velocidade n~ao mensur�avel.

N~ao podemos deixar de abordar a dualidade onda-

part��cula da luz e da mat�eria. Aqui, consideraremos

uma an�alise suscinta desta quest~ao. Sabemos que os

conceitos de ondas cl�assicas e part��culas cl�assicas n~ao

descrevem convenientemente ao mesmo tempo ambos

os fenômenos. Existem situa�c~oes em que a teoria

cl�assica de part��culas e a teoria cl�assica de ondas forne-

cem os mesmos resultados. Por exemplo, se o compri-

mento de onda �e muito menor do que o objeto ou fenda,

a teoria de part��cula pode ser usada bem como a teoria

de onda, para descrever a propaga�c~ao de ondas, pois os

efeitos de difra�c~ao e interferência s~ao muito pequenos

para serem observados.

Agora considere uma experiência em que a luz ilu-

mina um anteparo com duas fendas. A medida si-

multânea dos aspectos de onda e part��cula de luz, �e

imposs��vel. Quando colocamos detectores junto das

fendas para medir as propriedades de part��cula da luz,

as propriedades ondulat�orias de interferência n~ao po-

dem ser observadas. Neste caso, devemos realizar a

experiência sem detectores pr�oximos das fendas. N~ao

podemos portanto dizer se um f�oton passou por uma

ou outra fenda. Este resultado �e conhecido como "o

princ��pio da complementariedade de Bohr"- os aspec-

tos de part��cula e de onda complementam um ao outro.

Ambos s~ao necess�arios, mas n~ao podem ser observados

ao mesmo tempo. A observa�c~ao de um ou de outro

aspecto depende do arranjo experimental.

Conclus~ao

Neste trabalho, foi feita uma introdu�c~ao �a Mecânica

Quântica n~ao-relativ��stica. Mostramos uma id�eia in-

tuitiva da constru�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger que

governa a dinâmica de sistemas subatômicos, sob ener-

gia de alguns el�etron-volts. Consideramos os v�arios as-

pectos hist�oricos da elabora�c~ao da teoria dos quanta

ao princ��pio de incerteza de Heisenberg, analisamos

tamb�em a dualidade onda-part��cula.

Abordamos a Mecânica Quântica indicando sua im-

portância no contexto de ciências e tecnologia, dando

ênfase ao seu car�ater multidisciplinar. Foram feitas al-

gumas aplica�c~oes conhecidas, por�em com uma aborda-

gem bastante did�atica, analisando tamb�em os postula-

dos da Mecânica Quântica.

Destacamos a importância do m�etodo de fatoriza�c~ao

emMecânica Quântica, como uma t�ecnica alg�ebrica que

nos fornece as autofun�c~oes e os autovalores de energia

do oscilador harmônico unidimensional. Este m�etodo

transforma o problemade dinâmica associado a equa�c~ao

de Schr�odinger em um problema bastante simples, em

que trabalhamos somente com a cinem�atica dos ope-

radores de abaixamento e levantamento dos n��veis de

energia e, por sua vez, geramos as n-�esimas fun�c~oes de

onda dos estados excitados. Utilizando o m�etodo de fa-

toriza�c~ao resolvemos somente uma equa�c~ao diferencial

de primeira ordem, a qual nos fornece a autofun�c~ao do

estado fundamental.

Existem tamb�em algumas generaliza�c~oes para ou-

tros sistemas quânticos. Neste caso, trabalhamos com

as �algebras graduadas de Lie, como por exemplo, as

�algebras de supersimetria [4, 6, 7] e a super-�algebra

de Wigner-Heisenberg [8] em Mecânica Quântica n~ao-

relativ��stica. Por�em estas generaliza�c~oes est~ao fora do

escopo deste trabalho. Para os leitores interessados em

tais abordagens veja as referências nos trabalhos cita-

dos aqui. A referência [8] traz tamb�em a conex~ao entre

as t�ecnicas alg�ebricas de Wigner-Heisenberg e de super-

simetria em Mecânica Quântica.

Para os leitores interessados em estudar o m�etodo

de fatoriza�c~ao em termos dos operadores de abaixa-

mento e levantamento dos n��veis de energia do os-

cilador harmônico simples, sugerimos a leitura das

referências [2,3,8]. Recentemente, foi mostrado um

m�etodo alg�ebrico [9] para sistemas quânticos tridimen-

sionais, inclusive para o oscilador, o qual foi conside-

rado como sendo o m�etodo de fatoriza�c~ao em Mecânica

Quântica. No entanto, vale a pena salientar que no refe-

rido trabalho os operadores considerados como sendo de

abaixamento e levantamento n~ao geram os autoestados

associados aos n�umeros quânticos principais que rotu-

lam os n��veis de energia. Esse problema pode ser ex-

plicado via a super-�algebra de Wigner-Heisenberg. De
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fato, na referência [8], foi mostrado como se construir

os operadores de abaixamento e levantamento para os

n��veis de energia de sistemas quânticos tridimensionais.

Finalizamos este trabalho destacando a importância

dos operadores de levantamento e abaixamento (a�)

na constru�c~ao dos estados coerentes em Mecânica

Quântica [11]. Os estados coerentes para o OHS s~ao

an�alogos as autofun�c~oes que diagonalizam o operador

de aniquila�c~ao de f�otons associados a um �unico modo

do campo eletromagn�etico, sendo ingredientes b�asicos

na �Optica Quântica.

Devemos dizer tamb�em que na an�alise de equa�c~oes

de estabilidade de solu�c~oes solitônicas em (1 + 1) di-

mens~oes (uma dimens~ao espacial e uma dimens~ao tem-

poral) aparece uma equa�c~ao diferencial de segunda or-

dem tipo-equa�c~ao de Schr�odinger tanto na abordagem

de um �unico campo escalar [11] como em sistemas re-

lativ��sticos envolvendo dois ou mais campos escalares

acoplados [12].
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