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Com aux��lio de um t�opico fundamental da F��sica (Leis de Conserva�c~ao da Energia e Mo-
mentum) normalmente ensinado no segundo grau, o presente trabalho tem o objetivo de
estimular e estabelecer um contato inicial dos estudantes secundaristas com a F��sica Mo-
derna, atrav�es de outro conceito tamb�em fundamental ditado pelo car�ater dual��stico onda-
part��cula. A intera�c~ao da radia�c~ao eletromagn�etica com a mat�eria �e examinada do ponto de
vista semi- cl�assico n~ao relativ��stico.

Abstract

With support of a fundamental physics theme (conservation laws of energy and momentum)
usualy teaching in the high school, the present works pretend estimulate and establish a �rst
contact of the students with a Modern Physics through by other fundamental idea saying by
the dual character wave- particle. The interaction of eletromagnetic radiation with a matter
is investigate by the semi- classical non relativistic point of view.

Introdu�c~ao

Este trabalho tem o prop�osito de estimular a cu-

riosidade de estudantes do 2o. grau bem como alunos

iniciantes ao estudo da F��sica, sobre o comportamento

de sistemas quânticos e seu carater dual��stico. O pro-

blema ora proposto refere-se as previs~oes te�oricas re-

lativas ao espalhamento el�astico de f�otons por el�etrons

livres (uma das três possibilidades de intera�c~ao da ra-

dia�c~ao eletromagn�etica com a mat�eria denominado es-

palhamento Compton). O tratamento apresentado �e

feito em termos da Mecânica Cl�assica, contrariamente

ao encontrado nos livros textos convencionais, onde um

conhecimento pr�evio da Teoria da Relatividade se faz

necess�ario ao entendimento do fenômeno. Em nosso

caso, a colis~ao do quantum de luz (f�oton) com o el�etron

�e tratada pelo quadro cl�assico do choque entre duas es-

feras r��gidas, e desta forma com grande simplicidade

conceitual evidencia-se que uma fra�c~ao da energia do

f�oton incidente �e absorvida pelo el�etron em repouso en-

quanto parte �e espalhada, ambos se comportando como

se possuissem natureza corpuscular. Numa primeira

aproxima�c~ao um fato de destaque �e que este trata-

mento ao ser aplicado �a faixa de radia�c~oes incidentes

de baixas energias sugere que o deslocamento Comp-

ton �� converge para mesma express~ao que �e encon-

trada quando do tratamento relativ��stico. Como ob-

jeto central deste artigo, coloca-se a quest~ao do limite

de validade desta aproxima�c~ao para o caso de ener-

gias intermedi�arias ou altas do f�oton incidente, quando

comparada aos resultados experimentais. Inicialmente

na se�c~ao I o espalhamento Compton �e estabelecido

em termos das informa�c~oes que devem ser fornecidas

e das quantidades ou grandezas a serem calculadas.

A solu�c~ao deste problema proveniente do tratamento

supondo o el�etron espalhado classicamente �e apresen-

tado logo a seguir. C�alculos anal��ticos juntamente com

gr�a�cos de três vari�aveis evidenciando o intervalo de va-

lidade desta aproxima�c~ao s~ao ilustrados na se�c~ao II. �E

interessante sugerir aos estudantes a utiliza�c~ao de `per-

sonal computers' uma vez que podem ser de grande va-
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lia em simula�c~oes mais detalhadas para diferentes ener-

gias de f�otons incidentes, e seus consequentes efeitos sob

o f�oton espalhado. Softwares tais como \Mathematica"

para solu�c~ao anal��tica e \Sur�er" para elabora�c~ao de

gr�a�cos �cam como sugest~oes aos leitores.

I. O efeito Compton

O problema fundamental neste efeito consiste em se

estimar o comprimento de onda �0 do f�oton espalhado

por um el�etron livre em alvos de elementos leves. Para

este caso, consideramos que:

i. o el�etron �e livre porque sua energia de liga�c~ao ao

n�ucleo �e muito menor que a energia E = h� do

f�oton incidente.

ii. o el�etron est�a em repouso, uma vez que sua velo-

cidade inicial �e pequena em compara�c~ao com sua

velocidade de recuo.

Como consequência natural do efeito Compton

observa- se que o f�oton pode ser espalhado em diver-

sos ângulos � o comprimento de onda espalhado �0 �e

sempre maior que o comprimento de onda incidente �,

crescendo com o ângulo de espalhamento.

O tratamento tradicional deste fenômeno est�a ba-

seado nas leis de conserva�c~ao da energia e momentum

na colis~ao el�etron-f�oton (Fig. 1) usando-se da dinâmica

relativ��stica. A energia de repouso do el�etron �e m0c
2

e a energia de recuo mc2(m = m0=(1 � v2=c2)1=2). O

deslocamento do comprimento de onda assim obtido a

partir destas leis de conserva�c~ao �e expresso por:

�� = �0 � � =
h

m0c
(1� cos�) (1)

onde

c = velocidade da luz

h = constante de Planck

m0 = massa de repouso do el�etron

resultados estes originalmente obtidos por Compton.

Este comportamento gerado a partir da equa�c~ao (1)

pode ser ilustrado pela superf��cie plana (Fig. 2) onde

os eixos correspondentes a valores para comprimento

de onda do f�oton incidente, ângulos de espalhamento e

comprimento de onda do f�oton espalhado est~ao corre-

lacionados.

Figura 1. Efeito Compton. O f�oton incide da esquerda para
a direita e o el�etron encontra-se em repouso. O f�oton �e
espalhado segundo o ângulo �.

Figura 2. Solu�c~ao gr�a�ca do Efeito Compton usando o tra-
tamento relativ��stico convencional para o el�etron de recuo.

II. C�alculo anal��tico para el�etron espalhado clas-

sicamente e discuss~oes

O tratamento aqui apresentado difere dos textos

convencionais sobre o assunto uma vez que a energia

cin�etica do el�etron de recuo ser�a tratada do ponto de

vista cl�assico e n~ao relativ��stico como costumeiramente

encontrado.

Aplicando-se as leis de conserva�c~ao de energia e mo-

mentum para a colis~ao el�astica entre o f�oton e o el�etron,

temos de acordo com a Fig. 1:

E = E0 +Ee (2)

e �
p = pecos� + p0cos�
0 = pesen� � p0sen�

(3)

onde

E = energia do f�oton incidente

E0 = energia do f�oton espalhado

Ee = energia de recuo do el�etron

� = ângulo entre a dire�c~ao do f�oton incidente e a dire�c~ao

do el�etron espalhado

�= ângulo entre a dire�c~ao de incidência e espalhamento

do f�oton
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p0 = momentum do f�oton espalhado

pe = momentum do el�etron espalhado

p = momentum do f�oton incidente

Explicitando o valor de cos� na primeira das ex-

press~oes (3), o valor de sen� na segunda das express~oes

(3) e aplicando a rela�c~ao trigonom�etrica sen2�+cos2� =

1, obtemos:

p2e = p
02 + p2 � 2pp0cos� (4)

Considerando-se a energia cin�etica do el�etron espa-

lhado como sendo cl�assica podemos escrever que:

Ee =
p2e
2m

(5)

onde m �e a massa do el�etron.

Substituindo-se (4) em (5) obtemos:

�0 � � =
h

2mc

(�0 � �)2

��0
+

h

mc
(1� cos�) (6)

onde:

� = comprimento de onda do f�oton incidente = c=�

�0 = comprimento de onda do f�oton espalhado = c=�0

c = velocidade da luz

h = constante de Planck

A express~ao (6) assim obtida, pode ser analisada de

duas formas distintas conforme se segue:

Em primeiro lugar a teoria que gera a express~ao (1)

(a f�ormula de Compton) �e mais geral que a teoria que

gera a f�ormula (6) posto que a admiss~ao da energia

de recuo do el�etron (energia cin�etica cl�assica) �e menos

geral que a admiss~ao da energia de recuo do el�etron

segundo a f�ormula relativ��stica. No entanto, e muito

estranhamente, a f�ormula (1) parece ser menos geral

que a f�ormula (6) na medida em que a segunda cont�em

um termo adicional n~ao contido na primeira. Deste

modo, obt�em-se, a partir de uma teoria menos geral,

uma express~ao mais geral, o que �e dif��cil de ser conci-

liado �a luz do Princ��pio da Correspondência o qual ex-

plica a teoria menos geral como um caso particular e/ou

como um caso limite da teoria mais geral. Observa-se

que esta equa�c~ao �e idêntica �a express~ao (1), elaborada

por Compton, a menos da quantidade h
2mc

�
(�0

��)2

�0�

�
; a

qual assume valores pequenos comparativamente ao se-

gundo termo do segundo membro de (6) e assim, neste

regime, a `aproxima�c~ao' �e v�alida de um ponto de vista

meramente pr�atico. lsto equivale dizer que a energia do

f�oton incidente �e relativamente baixa, ou seja el�etrons

de recuo espalhados com energia cin�etica tratada de

forma cl�assica ou relativ��stica revelam o mesmo com-

portamento. Poderia este exemplo possibilitar a dis-

cuss~ao de uma quest~ao interessante como um Princ��pio

da Correspondência Inverso? O que nos parece que

esta abordagem revela �e que um express~ao `mais geral'

no sentido estrito de conter mais termos n~ao �e neces-

sariamente mais geral que uma outra contendo menos

termos. Este fato discutido a seguir ilustra que a ex-

press~ao reportada por Compton (1) se ajusta melhor

aos dados experimentais n~ao fazendo portanto quais-

quer restri�c~oes quanto �a faixa de energia que o el�etron

de recuo possa apresentar em detrimento ao modelo ora

sugerido.

Uma outra abordagem mais completa para a

equa�c~ao (6) consiste em se resolvê-la analiticamente tal

como se apresenta. Como se trata de uma equa�c~ao

quadr�atica, podemos identi�car duas solu�c~oes matema-

ticamente poss��veis para f(�) = (0; �).

Desta forma a solu�c~ao �sicamente correta �e expressa

por:

�0 = (�(�(�1 � cos�� (�cos�)=(A� �)))�

(�[�3A2 + 2A�+ �2 + 2A2cos�� 2A�cos�+ A2cos2�]1=2)=(A � �))=2 (7)

onde

A =
h

m:c

A Fig. 3 ilustra a superf��cie gerada pela express~ao

(7), (solu�c~ao �sicamente correta da equa�c~ao 6) para va-

lores arbitr�arios de comprimentos de onda dos f�otons in-

cidentes, e ângulos de espalhamento. Propositalmente

os intervalos, bem como, valores limite para cada eixo

considerado nas Figs. 2 e 3 foram feitos iguais, objeti-

vando a superposi�c~ao das superf��cies representadas por

estas �guras. Pode-se observar, por exemplo, que para

f�otons incidentes de baixas energias tanto o tratamento

cl�assico aqui reportado quanto o relativ��stico para ener-

gia de recuo do el�etron se equivalem. Entretanto, com o

aumento da energia destes �e que as discrepâncias entre
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o modelo ora proposto e o originalmente desenvolvido

por Compton come�cam a se tomar sens��veis, conforme

aponta o espectro diferen�ca ilustrado atrav�es da Fig. 4.

Desta forma o limite de validade desta aproxima�c~ao �ca

estabelecido para comprimentos de onda do foton inci-

dente maiores que 0,024�A. Para comprimentos de onda

menores esta aproxima�c~ao n~ao pode ser recomendada

uma vez que os efeitos relativ��sticos sobre o el�etron de

recuo come�cam a se fazer sentir, n~ao podendo portanto

ser desprezados.

Figura 3. Solu�c~ao gr�a�co do Efeito Compton usando o tra-
tamento cl�assico.

Figura 4. Espectro diferen�ca entre os tratamentos rela-
tiv��sticos e n~ao relativ��sticos.

III. Conclus~oes

A conclus~ao deste trabalho pode ser vista sobre

dois aspectos: inicialmente numa conceitua�c~ao bastante

simples, os estudantes podem compreender de maneira

f�acil o espalhamento f�oton-el�etron para uma determi-

nada faixa de energia sem a necessidade de quaisquer

conhecimentos pr�evios das Leis da Relatividade. Pa-

radoxalmente este mesmo entendimento dever�a induz��-

los �a necessidade da compreens~ao da Mecânica Rela-

tiv��stica objetivando-se o ajuste do modelo te�orico aos

dados experimentais, assim que a energia do f�oton in-

cidente ultrapassar um certo valor limite pr�e estabe-

lecido, evidenciado neste texto. Outro aspecto inte-

ressante refere-se �a uma precoce possibilidade de in-

trodu�c~ao dos estudantes secundaristas ao universo dos

fenômenos quânticos, onde o car�ater dual��stico onda-

part��cula exprime m�aximo dom��nio tanto para radia�c~ao

eletromagn�etica (f�oton) quanto para mat�eria ordin�aria

(el�etron).
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