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Neste artigo, vamos mostrar como alunos de graduagao de Fisica, que tenham feito um

curso introdutério de Mecanica Quantica, podem acompanhar trabalhos de pesquisas atuais,

envolvendo sistemas quanticos de dois niveis, propagadores de Feynman e pacotes de onda

de Schrodinger.

I. Introducao

De um modo geral, os trabalhos de pesquisa em
fronteira de Fisica publicados em revistas, destinam-
se a especialistas com experiéncia (ao nivel de mes-
trado, ou de doutorado, ou de pés-doutorado) em de-
Dificil-

mente, alunos de graduacao com conhecimento apenas

terminado aspecto da pesquisa em questao.

de Fisica Basica, poderao entendé-los. Neste artigo,
vamos dar exemplos de trabalhos publicados nessas re-
vistas e que, contudo, podem ser estudados por alunos
que tenham feito um curso introdutério de Mecanica
Quantica da graduacio,! trabalhos esses envolvendo sis-
temas quanticos de dois niveis, propagadores de Fey-
nman, e evolucao temporal do pacote de onda de

Schrodinger.

II. Sistemas quanticos de vdrios niveis

I1.1 Formalismo

Quando o Hamiltoniano H de um sistema fisico é co-
nhecido, é possivel prever sua evolugao temporal a par-
tir de condig¢oes iniciais dadas, resolvendo a equacao
de Schrodinger. Se H é um Hamiltoniano indepen-

dente do tempo (H(7)), este problema tem uma solugao

relativamente simples, ja que basta usar a técnica da se-
paracao de variaveis para obtermos a solucao daquela
equagao.

Seja, entao, a equagao de Schrodinger:

HAU(F 1) = ik %. (2.1)

Aplicando-se a técnica da separacao de variaveis:

() = T() (), (2.2)

(2.3a)

ou, usando-se a notacdo de Dirac:3

| \Ij(Fat) > = Z ep e (i/R) Ent | 1/)71(7:) >, (23b)
n=1

onde | ¥, () > é solucdo da seguinte equagao de auto-

valores:

H) | 6a(7) > = Bo | () > . (2.4)

Nessa equacio (2.4), E, é a energia do sistema e ¢y,

é calculado conhecendo-se ¥(7,1,), através de:

en = < (P)| W(7t,) > e HEnto (2.5)
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onde < « | 8 > indica o produto escalar entre as fun¢oes
« e f consideradas.?®

Via de regra, mesmo sendo H independente do
tempo, ele é um operador complicado e, por isso,
solugbes rigorosas de (2.4) sé poderdo ser encontra-
das em casos especiais.® Por outro lado, se H é depen-
dente do tempo, a solucao da equacgao de Schrodinger
(2.1) ndo poderd mais obedecer ao esquema indicado
acima. Para tanto, é necessario usar a Teoria da Per-
turbacao Dependente do Tempo - TPDT.® Veja-
mos como.

Seja H, o Hamiltoniano de um sistema fisico:”

H() = H, + V(1), (2.6)

onde, conforme ja dissemos, H, descreve o sistema nao-
perturbado e V(t) é o potencial perturbativo depen-
dente do tempo. A idéia basica da TPDT reside no
seguinte. Primeiro, se a perturbagio V estd ausente (V
= 0), a solugdo de (2.1) (com H = H,), sera:

|U(t) > = 3 e e TMET g0y s @27
n=1

onde | \Ilglo)) > é solucao da seguinte equacao de auto-

valores:
H, |0 > = B el > (2.8)

Segundo, se a perturbacdo V(t) estd presente, a
solugdo de (2.1) serd andloga a equagdo (2.7), sendo que,

agora, os coeficientes ¢, sao dependentes do tempo, ou
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Para obtermos o valor de ¢, (t) (que representa a
amplitude de probabilidade de encontrar o sistema no
n-estado nao perturbado), teremos de substituir (2.9)

em (2.1). Desse modo, teremos:

dck . 1 — ¢
— = = - n t nt hn ) 2.1
a - ih;Vk()c()e (210)
onde:
E(O) _ ET(LO)
Win = ’fT (2.11)
e:
_ (o) (o)
Vin =<0 |V 00 > (2.12)

A equacdo (2.10) representa um sistema simultaneo
de equacoes diferenciais lineares ordinarias, cuja
solugao depende da forma de V(t) e, das condi¢des ini-
ciais de c,. Alguns exemplos de solucao da equagao
referida acima encontram-se em textos introdutérios de

Mecanica Quantica.®

I1.2 Sistemas Quéanticos de Dois Niveis

Neste tépico, vamos estudar o caso particular de
problemas fisicos envolvendo apenas sistemas de dois
niveis, isto é, em que o Hamiltoniano H, tem somente
dois estados nao-perturbados, caracterizado pelas auto-

funcoes | o > e | 3 >, com os respectivos auto-valores

seja:
oo de energia E, e Eg. Desse modo, as equagdes (2.9) e
| (t) > = Z en(t) e WM Bt | Oy > (2.9) (2.10) serao escritas da seguinte maneira:
n=1
|9(0) > = calt) [ o> e 7Bt b ey(t) [ > ¢ i/ B, (2.13)
. 1 ,
Ca = 3 [ea(t) Vaa(t) + cg(t) Vap(t) =1, (2.14a)
. 1 — fw
¢ = 3 lealt) Vaalt) e "' + ep(t) Vis (1)), (2.14b)
onde wyg = @, e os elementos de matriz V, fisicas, é possivel encontrar solucoes para esse sistema.

(com n, k = « €f3) sao dados por:
Vin = <tn | V() | ¢ > . (2.15)

De um modo geral, nao é facil resolver o sistema de

equagdes (2.14 a,b). No entanto, em algumas situagoes

Vejamos dois exemplos.”

I1.2.1 Auto-alargamento das linhas de inversao

da amoénia

A molécula de aménia (NHs) tem a forma de uma



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 19, n® 1, marco, 1997 51

piramide, com os trés atomos de hidrogénio (H) situa-
dos nos vértices de um triangulo equilatero, formando
uma base triangular, e o &tomo de nitrogénio (N) situa-
se no vértice oposto a essa base. Essa molécula, seme-
lhantemente a qualquer outra, tem uma infinidade de
estados: pode girar em torno de qualquer eixo; pode se
mover em qualquer dire¢ao; pode vibrar, etc. Destes es-
tados, vamos considerar somente aqueles que decorrem
da rotacdo em torno de seu eixo de simetria (reta que
passa pelo N e é perpenducular ao plano dos H), que sdo
apenas dols, e que representam a inversao do dtomo
N em relagao & base dos H. Essa inversao pode ocorrer

por movimento vibracional'®

ou por colisdes molecula-
res. Neste ultimo caso, a inversao pode ser devido a
colisoes entre moléculas de amoénia e outras moléculas
do gas em estudo. Quando tratamos de amonia pura,
teremos, entao, o caso de auto-inversao que, por sinal,
é objeto de nosso estudo neste item.

Desde que B. Bleaney e R. D. Penrose mediram, em
1947, a auto-inversdo, por colisao, da linha da aménia
(conhecido desde entdo como auto-alargamento),
muitos modelos tedricos tém sido desenvolvidos para

poder explicar esse resultado experimental,’> com um

| \I’(t) > = Coz(t) | Yo > €7 i/h Bat + c@(t) | 1% > e~ i/h Eﬂt’

razoavel acordo entre teoria e experiéncia. Até 1965, es-
ses modelos consideravam a amonia como um sistema
de muitos-niveis. No entanto, nesse mesmo ano, R. L.
Legan, J. A. Roberts, E. A. Rinehart e C. C. Lin'3 pro-
curando melhorar o acordo entre teoria e experiéncia,
apresentaram um modelo no qual consideraram que a
molécula de amonia é um sistema de dois-niveis com
a mesma energia. Considerando-se contribui¢oes do
efeito de ressonancia rotacional, esse modelo mostrou
um bom acordo com os resultados experimentais para
as linhas em que J (= K) assume valores baixos. No en-

tanto, quando J aumenta esse acordo comega a falhar.

Para contornar a dificuldade apontada acima, M.
Cattanie Y. Yamamoto, em 1982,'* e Cattani, em 1985
e 1989,15 consideraram que a aménia é um sistema fisico
descrito por um Hamiltoniano H, com dois estados es-
taciondrios com as funcoes de onda | ¢y > e | g >, e
as respectivas energias E, e Eg. Assim, quando uma
perturbacdo dependente do tempo V(t) é introduzida,
ocorrerao transicoes entre aqueles estados, de modo que
a funcao de onda do sistema é agora representada pela

equacao (2.13):

(2.13)

com os coeficientes ¢, e cg satisfazendo as equacdes (2.14 a,b):

1
ih

_ Eo - Eg
oM wap = ———>

por (2.15).

Se V(t) representa a interagao dipolo-dipolo entre as

eV, (comn, k = « e3) definido

moléculas de amonia, teremos que Voo = Vgg e Vag

= Vg, é uma fungao real.'® Desse modo, as equagoes
(2.14 a,b) serdo dadas por:

balt) = = [ealt) Vap(t) "] (2.160)
és(t) = % [ca(t) Via(t) e~ i@ast]. (2.16b)

Para resolvermos esse sistema de equacgoes diferen-
cials ordinarias, vamos usar a aproximacao de im-

pacto entre as colisdes das moléculas de amonia, dada

[ca(t) Vaa(t) + cs(t) Vap(t) €],

= [ea(t) Vaalt) e =50 4 ca(t) Vas(0)]

(2.14a)

(2.14b)

pela condicdo: 2w, <« 1, em que 7 é o tempo entre

essas colisoes. Essa condi¢ao resulta em:

lim [Vaﬁ(t)]z[eziwaﬂf - 1] = 0, (2.17)

t—T h

pois as interacdes Vop(t) tém duracdes extremamente
curtas.
Levando-se (2.17) em (2.16 a,b), vira:

ihcil(tt) = c5(t) Vap(t) eort, (2.18a)
Y Z ) Vaa(t) eeot. (2.18b)

dt

Somando-se as equagdes (2.18a) e (2.18b), teremos:
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dlealt) + ca] _

= ap(t) €07 Jea(t) + cp(t)].

Integrando-se (2.19), resultara:
Calt) + ca(t) = Aem /M [ Vast) eestat g 90y

Para determinarmos a constante de integracao A,
vamos considerar que inicialmente (t = - o0) a molécula

da amonia estd no estado | ¥, >. Em vista disso,

a equacdo (2.13) nos mostra que co(— o) = 1e
cg(— 00) = 0 e, portanto, a (2.20) tomara o seguinte
aspecto:

coz(t) + C@(t) = e (/R) f_ oo Vap(t') e™af® at!

(2.21)

Usando-se a féormula de Euler, é facil ver que:

calt) = (%) cos [/_ Vas(t) giwast’ dt'l,  (2.22a)

. ¢
calt) = (%) sen [/ Vas(l') et ar'],
) (2.226)
satisfazem as equagdes (2.18 a,b).
Para calcularmos a integral indicada nas equagoes
(2.22 a,b), bastara seguir a teoria do impacto apre-

17 e suas versdes modificadas, co-

sentada por Anderson,
nhecidas como teorias de cut-off, desenvolvidas por
C.J. Tsao e B. Curnutte, em 1962,'® Cattani, em 1968

e 1971,'% e B. S. Frost, em 1976.2°
I1.2.2 Racemizacao

Em 1844, o quimico alemao E. Mitscherlich obser-
vou que enquanto o acido tartarico (C4HgOg) apresen-
tava atividade éptica, o mesmo nao acontecia com o
acido racémico, apesar de ser isomero do tartarico. Tais
resultados se constituiam num enigma, uma vez que es-
ses acidos além de apresentarem composi¢oes quimicas
idénticas tinham a mesma estrutura, isto é, era isomeros
(hoje, denominamos de enanciomeros?!).

Esse enigma foi resolvido pelo quimico francés Louis
Pasteur, em experiéncias realizadas entre 1848 e 1850,
nas quais observou que a inatividade éptica do acido
racémico decorria do fato de que o mesmo era formado
por dois tipos de cristais (na mesma quantidade) que gi-

ravam o plano de polarizacao da luz em sentido horério
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(2.19)

e anti-horario, respectivamente; observou mais ainda
que um desses tipos era a imagem em espelho (especu-
lar) do outro. Em vista disso, classificou as moléculas
que compunham esses cristais, em dois tipos: mao-
direita (levégira) e mao-esquerda (dextrdgira).
Pasteur observou, também, que uma das formas do

acldo racémico era idéntica ao acido tartarico.

A continuac¢ao do estudo da assimetria molecu-
lar descoberta por Pasteur, demonstrou que a atividade
optica de um material opticamente ativo muda com o
tempo.?? Assim, uma amostra desse material que con-
tem predominantemente um tipo de enanciémero (por
exemplo, L-enanciémero), pode transformar-se em D-
enanciomero e, depois de um certo tempo, a amostra
torna-se uma mistura com igual quantidade de cada
enanciomero. kEsse processo de relaxacao é denominada
de racemizacao, e depende da interacao da molécula

ativa com o meio em que se encontra.

Muitos modelos, dinamicos e estaticos, tém sido
propostos para descrever aquela interagao, conforme se
pode ver em P. Claverie e G. Jona-Lasinio.?® Contudo,
nesse trabalho de 1986, eles mostraram que tais mode-
los nao sao completamente satisfatorios, ja que os mes-
mos envolvem parametros fenomenoldgicos cuja identi-
ficacdo nao é imediata. Em vista disso, propoem um
outro modelo estatico que poderia ser capaz de expli-
car o fato de que moléculas opticamente ativas exibem
configuragoes simétricas que poderiam ser localizadas

em uma delas.

Desde 1991, Cattani vem desenvolvendo um novo
modelo para explicar a racemizacao usando um forma-
lismo quanto-mecanico de dois-niveis.?* E justamente

esse modelo que vamos apresentar a seguir.

Como se sabe,?® a atividade éptica ocorre quando
a molécula tem duas distintas configuracoes: esquerda
| E > e direita | D >, as quais sdo degeneradas
pelo operador paridade, isto é: P(x)| F > = | D >
e P(x)| D > = | E >. Esse enanciorismo direita-
esquerda pode ser visto em termos de um poco duplo
de potencial simétrico,? e os estados | E > e | D >
podem ser considerados como configuragdes molecula-

res que estao concentrados a esquerda e a direita do
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poco de potencial, respectivamente. FEsse poco duplo
de potencial simétrico é assumido ter a forma de dois
potenciais harmonicos sobrepostos com os dois pontos
minimos situados, respectivamente, nos pontos x = -
aex = a. A coordenada x que envolve o operador
paridade P, conectando os esses dois pontos minimos
do potencial, pode representar a posi¢ao de um atomo,
uma rotagao de um grupo em torno de uma ligagao, al-
guma coordenada, ou uma coordenada coletiva de uma
molécula. Indicaremos por w a frequéncia fundamental
de cada oscilador harmonico e por g a massa reduzida
das particulas vibrando entre os pontos mimos do po-
tencial considerado.?”

Seja H o hamiltoniano do pogo duplo de potencial,
incluindo a interacao fraca que viola a paridade. Se
a paridade é violada, os lados direito e esquerdo desse
poco duplo nao sao mais exatamente simétricos. Nes-
sas condicoes, temos: < E| H | E > =Eg = E, - ¢,
< D|H|D>=Ep=E,+ce<E|H|D>
=< D|H|FE>=56,devido a pequena superposicao

entre as fung¢des de onda | £ > e | D > no interior

da barreira de potencial separando os seus dois pontos
minimos. E, é a energia dos estados fundamentais (E
e D) na auséncia das correntes fracas neutras e 2¢ é a
diferencga de energia entre as configurac¢oes (D e E) de-
vido as interacoes de violacao de paridade. Por sua vez,
o parametro 8, responsavel pelo tunelamento natural, é
dado por 6 = h A, onde A, medido em Hertz, é escrito

como:
A= (2/m)? w (pw a?/R)M? eap(— pw a®/h),

sendo o tempo de tunelamento natural 7 dado por:
S

Para explicar a racemizacao dessa molécula optica-
mente ativa, admitiremos que o processo de relaxacao
é produzido essencialmente por transicoes entre os dois
estados vibracionais | £ > e | D >, e mais ainda, que o
potencial de interacdao dessa molécula com o ambiente
serd representado por U(t). Nesse caso, a funcdo de es-
tado | ¢(t) > da molécula opticamente ativa serd dada

por:

[0(t) > = e IVE [ep(t) | B 5] + e M ERtep(t) | D > (2.23)
obedecendo a equagao:
ih % = [H + UW)] | () >. (2.24)

Usando-se o modelo de dois-niveis desenvolvido no item (2.2), vé-se que os coeficientes cg(t) e cp(t) satisfazem

as seguintes equacoes diferenciais:

éE(t) = Zi

én(t) = = [en(t) (Fp + Upp) + eplt) (5 + Upp)]

?

w Lee() (Ee + Ugpp) + cp(t) (6 + Uep)],

(2.25a)

(2.25b)

onde os elementos de matriz Uy, com n, k = D e E, sdo dados por Uy = <n |U(t) | k >.

Para simplificar um pouco o sistema de equacdes diferenciais dado por (2.25 a,b), vamos considerar a seguinte
fungao: b, (1) = ep(t) eW/MEt +enl®] o, (1) = fi Upn(t’) dt’, onde n = E, D. Com isso, o sistema (2.25 a,b)

ficara: )
bp(t) = = bo(t) (8 + Unp (1)) /M) = 2 et + (ap — ap)] (2.26a)
i
. 1 .
bo(t) = = be(t) (6 +Upp(t)) eli/h) [2¢ t+{ap—ap)] (2.26b)
i
Em virtude da pequena diferenga entre os estados | E > e | D >, podemos considerar que Upg(t) = Ugp(?).

Por outro lado, quando enanciémeros interagem com moléculas aquirais (que nao discriminam os enanciéomeros),
tais como as moléculas HoO, NaOH, HC¢, Cly, NH3 e Hy, tem-se Upp(t) = Ugg(t). Por outro lado, quando

enancidomeros interagem com moléculas quirais tem-se, em média, Upp(?) ~ Ugpg(t) e, portanto, podemos assumir,

em primeira aproximacao, que Ugg(t) = Upp(t). Nessas condi¢des, as equagdes (2.26 a,b) tomardo as formas:

1

bE(t) = =z bD(t) (6 + UDE(t)) e~ (2ic (t/ﬁ)’

th

(2.27a)
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I.)D(t) = iﬁ bE(t) ((S + UDE(t)) 62i6t/ﬁ. (227b)

?

De um modo geral, as equagdes (2.27 a,b) ndo podem
ser exatamente integradas para qualquer Upg(?). Em
trabalho recente,?® Cattani e Bassalo resolveram essas
equagdes para dois casos limites: quando Upg(t) é cons-

tante e quando Upg(t) varia rapidamente com o tempo.
ITI. Propagadores de Feynman
IT1.1 Formalismo

De acordo com o postulado fundamental da

o estado de um sistema fisico em

Mecanica Quantica,?
um instante t é completamente especificado pelo ve-

tor estado | ¢(t) >. Por outro lado, a questio bisica

onde:

da Dinamica Quantica é a de saber como evolui um
sistema quantico entre um instante inicial t, e um ins-
tante final ¢, isto é, como obter | ¥(¢) > a partir de
| ¥(t,) >. A afirmagao de que | ¥(t,) > determina
| ¥(t) > é a forma quanto-mecanica do Principio da
Causalidade, que admitiremos ser verdadeiro. Desse
modo, consideremos, entdo, que o estado | ¥(¢) > pode
ser obtido de | ¥(¢,) > por intermédio de um operador
linear - o operador evoluc¢ao temporal U (t.t,) -
definido por:®!

| (t) > = Ut to) | ¥(t,) > . (3.1)

Da equacdo (3.1), segue imediatamente que:

Ulta, o) = Ulto, 1)U (L1, 14,).

Por outro lado, de (3.1) tem-se:

Agora, vamos definir o operador H(t) da seguinte maneira:
Ut + e1) = 1 — —eH(t), (e < 1).

Usando-se (3.3) em (3.5), vira:

| 6(t2) > = Uta, 1) | 6(t) > = Ulta, t)U(t1 1) | 6(t,) > = Ulta, 1) | ¥(ty) >, (3.2)
(3.3)

Ut,t) = 1. (3.4)

. (3.5)

(3.6)

Ut + et,) = Ut + e,1) U(t,t,).

Agora, usando-se (3.6), calculemos a equacao diferencial satisfeita por U(¢,1,):

dU(t,1, t t,) — Ult,t, , t +e, UL t,) — Ut t,
ULt _ UG+ et) = U)o UG DU L)~ UlL)
dt c—0 € c—0 ¢
.U ) — 1 U, t, j
N A Gl ) J0t) _ = H(1) Ut 1),
€E—0 € h
ou:
operador Hamiltoniano.
ih % = HOU(t,t,), (3.7) Se H nao depende explicitamente do tempo, a inte-
) o gracao de (3.7) pode ser feita sem dificuldades, e seu
com a condi¢ao inicial de que U(t,,?,) = 1, conforme ,
resultado sera dado por:
(3.4).
O operador H(t) definido acima é caracteristico do Ut,t,) = e~ (i/P)H(t - to)’ (3.8)
sistema fisico que estamos considerando, e é analogo
a funcdo Hamiltoniano da Mecanica Classica, razao expressao essa que nos permite, sem restricao de ge-

pela qual, em Mecanica Quantica, ele é denominado de neralidade, tomar ¢, = 0. Portanto, a equacao (3.8)
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podera ser escrita da seguinte forma: conjunto esse que satisfaz as segnintes condigdes:3?

5 = e (i/h) Ht .
Uty = e (3.9) < | > = Sun, (3.100)

Para obtermos a representacao espectral discreta de
U(t) dado por (3.9), vamos considerar um conjunto or- Z | >< ¥ | = L (3.10¢)
tonormado completo de estados estaciondrios | ¢, > de i

H, isto é: o -
’ Usando-se as expressoes (3.10 a,b,c) na equagio

H |y >= E,| ¢, >, (3.10a) (3.9), teremos:

U) = 3D 1 thm >< €7 I g > = 37N [ >< [0 > W< |

= DD bn e WPy sy |,
ou:

Uty = > e WNEL g >y, |, (3.11)

n
expressao essa que é a representacao espectral discreta de U.
Agora, vamos definir o propagador de Feynman para o sistema fisico considerado. Para isso, suponhamos
que o mesmo seja descrito no espago das configuragdes pelas coordenadas ¢ = (¢1, ¢2, ..., ¢¢), onde £ é o nimero
de graus de liberdade. Se o sistema estd no ponto ¢, e no instante t, = 0, representado pelo estado | ¢, >, a

probabilidade de que esteja entre os estados | §> e | { + di > no instante t e, por defini¢ao,?3 dado por:
P(7,4nt) d7 = |< TIU®) | @ > df= | K(§,3.;t) | 47, (3.12)

onde:

[{(q_: ioﬁt) = < i| U(t) | JO >a (313)

define o propagador de Feynman de (§,,%p)[to = 0) a (¢,t). Esse propagador representa uma amplitude de
probabilidade para ir de um estado a outro.

Usando-se a notacio de Dirac®* para a funcdo de onda no espaco das configuracoes, isto é:
Q) =<qlv> ¢ =<v|T>, (3.14a,b)
onde (*) indica o complexo conjugado, a equagao (3.1) tomard a forma:
(@) =< LU L) | ¥(t,) >, (3.15)
Inserindo-se a relacdo de completeza dada pela equagao (3.10 d) em (3.15), vira:
V@0 = [ < V)| <0 0 > di, (3.16)
ou, usando-se as equacdes (3.13) e (3.14 a), a equacdo (3.16) tomard a forma:
a0 = [ K60 v@) di. (317

A expressio (3.17) mostra que o propagador de Feynman K ¢, também, uma funcao de Green dependente

do tempo.
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Por fim, para obtermos a representacao espectral de K bastara inserir a equacio (3.11) em (3.13). Desse

modo, teremos:
K(f,d3t) =< > e UMBt g s, | g, >,
n

ou, usando-se as equacoes (3.14 a,b), vira:

K(7,005t) = > al@Un(@) e ME (3.18)
n
IT1.1.1 Propagador da Particula Livre Nesse caso, é mais simples resolver esse problema no
Para a particula livre, o Hamiltoniano é dado por: espaco dos momentos (| §>), no qual, se tem:
P
H, = o p=—4ihV. (3.19a, b)
/ |lp><pldp =1, /|ﬁo><ﬁo|dﬁo: L. (3.20a,b)
Inserindo-se as equacdes (3.20 a,b) em (3.13), resultard em:
K@dst) = [ [ <@15><7l G015 ><i | 6> i, (3:21)
No caso da particula livre, tem-se:3®
F=7, Fli>=7p1F> <pli>=06F-p), (3.22a,b, )

Para efetuarmos a integral indicada em (3.21), calculemos < | U,(t) | §, >. Para isso, usemos as expressoes
(3.9) e (3.22 a,b,c). Desse modo, teremos:

<FlU) | o> =< F|e G Ht |5 =

. —Q . 2 . 2
i tp N tp N tp = =

R > = MR > = —— 1] ¢ — Po). 3.23

<p|exp< h2m)|p> eXp( h2m)<p|p> p( th) (P — o) (3.23)
Por outro lado, sabemos que:3®
1 o o
Tlgs = (i/h) 7.4 2la S — (i/h) Fo-do

<q|p>= e , < Po|Ge>= e , 3.24a,b

| (2mh)% | (27h) % ( )

onde ¢ representa a coordenada cartesiana da particula, e £ a dimensao do espago.
Substituindo-se as equacdes (3.23) e (3.24 a,b) em (3.21), vird:

1 . »? P,
KT, 051) = g / o= IR [t = 57 = 2] g5 (3.25)
T
Usando-se a seguinte integral:37
/ e[i(ax2 + bx)] de = E e g 41;_22, (326)
~ o a
na equagao (3.25), obteremos o procurado propagador de Feynman da particula livre:
(T T t) = (—2 )5 (lim/2mt) (7 = 7.)7]
Ko (7,40 1) (27Tiht) e . (3.27)
Usando-se a expressao:
R 5 1 . 1 - @- a2
8(7 — @) = —¢ lim { — el =, (3.28)
T2 €—o c3
é facil ver que:
lim K, ({8, ¢o;t) — 6(& — o). (3.29)

t—o
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IT1.1.2 Propagador de um Sistema Quadratico temporal.
Dependente do Tempo Comecemos escrevendo o Lagrangiano para o nosso
] sistema, da seguinte forma:3°
Neste item, vamos calcular o propagador para um
. . = 1 .
sistema quadratico dependente do tempo, em fun¢ao do I = 5 [a(t) i - b(t) ¢ + (1) q. (3.30)
propagador da particula livre, resolvendo direta-
mente a equac¢ao de Schrodinger correspondente, usan- Desse modo, a equagao de Schrodinger correspon-
do, para isso, uma adequada transformacao espaco- dente ficard (tomando-se i = 1):
61/)((]at) 1 821/)((]at) 1 2
= - — b(t — et t). 3.31
Agora, vamos usar a seguinte transformacao espaco-temporal:*
¢ = s(r)q + p(7), (3.32a)
onde a funcao 7 é dada por:
t
d
r= / u(t') dt’, d—; = u(t). (3.32b, c)
Considerando-se o ansatz:*!
8(q,7) = €707 x(q,7), (3.33)
em termos das novas varidveis ¢ e 7, a equagao (3.31), tomara a seguinte forma:*?
.0 1 97 CO0x. 7 _ s 1 af 1 .. 0%f af s
[Zﬂ6_7+—2a526_(12]x_26_(j[“§+q“;_@6_(1] {QGSQ[ZW—(%)]‘F
pof s of af 1., 5 5 _ i
- = - —pu=— — =b - b = 0. 3.34
TS g TUR S ar T e T gbed spqg+csq+cplx (3.34)
Escolhendo-se adequadamente a funcio f, e impondo-se condi¢oes sobre as funcoes s, p e u, isto é:*3
1 N . . 1 . L[ / / '
f:§a55q —|—aqu—|—z£n\/§—|—§app—|—§ e(t") pt') dt’, (3.35)
. i b
5—1—95—1——5:0, (3.36)
a a
.. a b ¢
P+ -p+ -p= -, (3.37)
a a a
e . . .
2 $ a4 p
aps = M, (M, = constante) — 2 — + — — =0, (3.38a,b)
s a 1

a equagao (3.31) transformar-se-4 na equagao de Schrodinger para a particula livre:

1 o*x(g,r) | .ox(gT)
o, o o 0 (3.39)

Portanto, a solu¢ao dessa equacio serd dada pela equacao (3.17):
(o]
X((ja T) = / [(livre((jfa Go; T, To) X((jm To) d(joa (340)
- 0

onde Kyiore (G5, Go; 7, 7o) é dado por (3.27):

(a5 - 50)2]
(r — 7o)

M, ]% (L Mo/ 2h)

27 ih(r — 7)) (3-41)

[(livre((jfa (jo; T, To) = [
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com h trazido de volta.

Usando-se esses resultados, o propagador serd dado por:*

K(gr,q03t,t0) = elé F(gy,7)] Ktivre(d@s, G037, 7) ol i 1 o]

onde (*) significa complexo conjugado.
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4

(3.42)

Por fim, substituindo-se as equagdes (3.35) e (4.41) em (3.42), obteremos o propagador de Feynman procurado:

M 1/2

K(qp,q0:t5,t0) = [

mihosyp s, (T — 7o)

WL s
X exp 2(2(af5f Sf Qf Ay So So qo) + (le Sy Praf Ay So Po QO) +

1 . .
S pr Pr = o po po)| X

onde:

A equagdo (3.43) engloba todos os casos especi-
als tratados na literatura, casos esses estudados por
intermédio da técnica da integral de caminho
de Feynman ou através da representacao hidro-

dindmica da Mecanica Quantica.?®

IV. Pacote de onda de Schrodinger

IV.1 Pacote de onda dispersivo e nao-acelerado

Neste item, vamos estudar a evolucao temporal do
pacote de onda livre unidimensional | ¥(z,t) |2, ob-
tido através da solucao da equacao de Schrodinger.

Para o caso unidimensional que estamos conside-
rando, o Hamiltoniano vale:

7o — ﬁ o (4.1)

o, = 2 — L
2m 2m Ox%’
e a equacao de Schrodinger correspondente, tera o se-

guinte aspecto:

o, Op(e,t)  hP 9%Y(at)
e T e @D

A solucao dessa equacio é dada pela equagao (3.17)
que, adaptada para o caso unidimensional considerado,

tomara a forma:
Pla,t) = / K(z,2';t) ¢¥(2',0) da’. (4.3)

A expressio (4.3) mostra que para obtermos

$(x,t) precisamos conhecer o propagador de Feynman

G T [T o) p(6) dt 4 5o (@ — 20)7])

(x = aous ou p;

, (3.43)

dx
=fouo, = = —).
y o)
K(x,2';t). Para obté-lo, vamos usar a equagao (3.27)
na versao unidimensional, ou seja:

- m L [- (m/2i z — ¢')?
Ko(z,2';t) = (27rht)2 el (m/2iht) ( 1 (4.4)

De posse das equacdes (4.3) e (4.4), podemos estu-
dar o movimento de um pacote de onda livre em
uma dimensao. Inicialmente, consideremos que o sis-
tema fisico estd representado pelo pacote de onda de

incerteza minimo:*®

_z—a2]

b(z,0) = [276%)” 7 7 T (4.5a)
9 1 - (z — 6)2]
| (z,0) |* = (4.5b)

. ’
o2

onde 0 = (Ax), é a largura inicial do pacote gaussi-

ano considerado.

Levando-se as equagbes (4.4) e (4.5) em (4.3),

demostra-se que:*?
1 - &5
) |P= ——e 202(1) 4.6a
VO = (4.6
onde:
5 2% .
ot) = (6° + 4m202)2 (4.6b)

A equacao (4.6a) é da mesma forma que a equacio
(4.5b), exceto que o? (= (Ax)?) é substituido por o%(t)
(= (Ar)?), isto é:

(Ap); t*

m2

(Ax) = (Ar)2 + (4.7)
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A equacdo (4.7) mostra que o centro do pacote per-
manece em x = 0 enquanto a largura do pacote aumenta
com o tempo t, desde o passado até o futuro, isto é, o
pacote de onda inicial dispersa sem, contudo, acelerar-

se.
IV.2 Pacote de onda acelerado e nao-dispersivo

No item anterior, vimos que uma funcao de onda
dispersiva e evoluindo uniformemente no tempo, pare-

cla ser a Unica solu¢ao da equagao de Schrodinger para a

2/3 B342

1/)(l‘,t) - Al[ (l‘ -

h 4m?

A andlise da equagdo (4.9) mostra um resultado
aparentemente surpreendente: 1) o pacote de onda air-
yano nao é dispersivo; 2) acelera (com aceleragdo a =
%) mesmo sem forca atuando. Berry e Balazs ex-
plicaram esse aspecto contraditério do Teorema de
Ehrenfest® (segundo o qual o centro de gravidade de
um pacote no espaco livre move-se com velocidade cons-
tante), dizendo que o pacote de Airy ndo tem um centro
de gravidade definido, porque a funcao de Airy nao é de
quadrado integravel, de modo que ela nao pode repre-
sentar a densidade de probabilidade para uma particula
isolada. Ao invés disso, ela corresponde a um nimero
infinito de particulas, do mesmo modo como acontece
com a onda plana e outras func¢oes de onda na teoria

do espalhamento.

[z —

x 2= A
v = AR

Examinando-se o pacote de Airy dado pela equacao
(4.13), verifica-se que o mesmo é ainda nao-dispersivo,
porém continua acelerado. No entanto, se fizermos F(t)

- %, observa-seque essa forca é suficiente para evi-
tar a tendéncia do pacote a se acelerar, porém, sua
natureza nao-dispersiva permanece. FEsses resultados
foram re-obtidos e re-interpretados em uma variedade

de contextos por outros autores.?!®2

IV.3 Pacote de onda acelerado e dispersivo

No item anterior, vimos que a evolu¢ao de um pa-

)] ¢ (B%*t/2mh) (e —

B B3 ¢?

4 m?

particula livre. No entanto, M. V. Berry e N. L. Balazs
descobriram, em 1979,*® que ao invés de se conside-
rar um pacote de onda inicial tipo gaussiano (equagio
(4.5a)), for considerado um pacote de onda airyano,
isto é:

Bz

h

P(x,0) = Ai( ), (4.8)

@l

onde B é uma constante e Ai denota a funcao de Airy,*®
a solucao da equagao de Schrodinger para a particula

livre (equagao (4.2)) é dada por:

B3:2

amz )] (4.9)

Ainda nesse trabalho, Berry e Balazs examinaram o
caso em que o pacote de Airy se move em um potencial

linear do tipo:
V = = F(t).x. (4.10)

Neste caso, a equacao de Schrodinger dependente

do tempo sera dada por:

o(x,t) A 821/)( 1)
f ot 2m 0a2? - Pz vlz.),
(4.11)
e, com auxilio da transformacao:
1 3
o= - = F(r)y t — 7)dr, (4.12)
m

o

Berry e Balazs encontraram a seguinte solugao para o

pacote de onda correspondente a equagao (4.11):

m/ (t — 7)dr]}. (4.13)

cote de ondas airyano, no espaco livre, se acelera uni-
formemente, sem, contudo, dispersar. Por outro lado,
quando esse pacote evolui numa regiao de potencial li-
near, a forca correspondente a esse potencial é capaz
de anular essa aceleracao, porém, mantendo o carater
nao-dispersivo do mesmo. Neste item, vamos mostrar
que mesmo um pacote airyano perde seu carater acele-
rado e nao-dispersivo quando evolui em um potencial

quadratico e dependente do tempo.

Consideremos a seguinte equagao de Schrodinger de-
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pendente do tempo: com ga(t) e g1(t) consideradas como fung¢des arbitrarias.
., OY(x,t) B 0%(x,t)
Rl = T Y(g t
' ot 2m  Ox? + Vi) v, 0),
(4.14)
onde: Para resolvermos a equacdo (4.15), vamos usar as
Ve, t) = go(t)x? 4+ g1(t), (4.15) seguintes transformacoes:®3
Y(e,t) = B(t) ¢ M (1), @ = % +oa(t), t = ). (4.16a, b, ¢)
v
Substituindo-se as equacdes (4.16 a,b,c) na equacdo (4.15), considerando-se ainda que esta equagdo deve ser
invariante sob aquelas equagoes, e impondo-se condigdes sobre as fungdes arbitrarias y(t) e a(t), teremos:**
o) = S~ aa 4 ) (1.17)
x = — — avzx .
bl h 2 "}/ Py bl
=1, p ! (4.18a,b)
ny = ’ = —F . a,
VT
2 2 & 4
54 22 g, 44 220 g (4.19a, b)
m v my
., O (2, ) B 0% (2! 1) , ;.
i ot = om a2 + F(t ) 1/)1(1‘ )1 )a (4.20)
onde:
moa4 .2 2
F:E'ya 4+ m~* f (4.21)
Realizando-se a mudanca de fase indicada abaixo:
D@ ) = dala!,t) O S @D @ (4.22)
a equagao (4.20) tomard a seguinte forma:
/ t/ hZ 2 / t/
I A ICALS N i CaD) (4.23)

ot 2m Oz'?

A equacdo (4.23) acima representa a equacgio de Schrodinger para a particula livre. Assim, usando-se a solucéo
tipo pacote de Airy para essa equacgdo, e considerando-se as equagdes (4.16 a,b,c), (4.17), (4.18 a,b), (4.19 a,b),
(4.21) e (4.22), o pacote de onda correspondente da equacdo de Schrodinger representada pela equagao (4.14), serd

dado por:®®

s 1 ﬂEL_BStZ bodr o, todr T () N g
e P = St = e st e [, e e 42

correspondendo ao potencial dependente do tempo:

comprimir-se no tempo. Observe-se, ainda, que essa

mi(t) equacao nao pode ser obtida pelos métodos de trans-

Vie,t) = — 2 + gi(t) @ (4.25)

formacao usados nos trabalhos mencionados nas notas

(48), (51) e (52).
Observe-se que a equagdo (4.24) representa a

- - o . Por fi ao (4.24 ite estudar doi
solu¢ao da equacao de Schrodinger para potenciais or i, &i equagao ( ) nos permite estudar dois
(o t :
quadraticos dependentes do tempo em termos do pa- casos particuiares ,
. - . —_ _ B
cote de Airy. O exame dessa equacao mostra que esse Casol: y=1leg = 7.

pacote pode acelerar-se, assim como pode esticar-se ou Neste caso, obtem-se o pacote nao-acelerado e nao-
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dispersivo descoberto por Barry e Balazs, isto é:

B
a0 P = AP (4.26)
Caso 2: g1(t) = %W.

Neste caso, integrando-se a equagio (4.24), obtem-

se:56

B =z

Z_L Z'2__
W0 P = s APl

(1)

que representa um pacote de Airy estacionario, porém

]. (4.28)

dispersivo.
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