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Esta Crônica mostra como se desenvolveu, no S�eculo XIX, o que hoje conhecemos como
C�alculo Diferencial e Integral. Nela, estudaremos o desenvolvimento desse C�alculo dev-
ido aos trabalhos realizados (principalmente por Bolzano, Cauchy, Fourier, Abel, Dirichlet,
Riemann, Weierstrass e Cantor) no sentido de consolidar os conceitos sobre a diferencia-
bilidade, a integrabilidade, e a representa�c~ao das fun�c~oes de uma vari�avel real em s�eries
trigonom�etricas.

ThisChronicle shows how was developped, in the XIX Century, that today means Integral
and Di�erential Calculus. In it, we will study the development of this Calculus due to
the work realized (principally by Bolzano, Cauchy, Fourier, Abel, Dirichlet, Riemann,Weier-
strass and Cantor) with the intention of consolidating the concepts on the di�erentiability,
the integrability and the representation of the single-valued real functions by trigonometric
series.
PALAVRAS-CHAVE: C�alculo Diferencial, C�alculo Integral, S�eries Trigonom�etricas, An�alise
Matem�atica.

Nas quatro primeiras partes da Crônica,1 vimos

como se desenvolveu o C�alculo Diferencial e Inte-

gral desde a Antiguidade at�e o S�eculo XVIII. Agora, na

quinta Crônica, estudaremos o desenvolvimento desse

C�alculo no S�eculo XIX. No entanto, como esse desen-

volvimento teve v�arios desdobramentos dando origem

a novas disciplinas da Matem�atica, vamos ent~ao di-

vidir a quinta Crônica do C�alculo, em duas eta-

pas. Na primeira etapa,2 trataremos dos trabalhos

que contribu��ram para consolidar os conceitos sobre a

diferenciabilidade, a integrabilidade, e a representa�c~ao

em s�eries trigonom�etricas das fun�c~oes de uma vari�avel

real. Deixaremos para a segunda etapa, o estudo das

fun�c~oes de uma vari�avel complexa, das equa�c~oes difer-

enciais ordin�arias e parciais, e do c�alculo das varia�c~oes.

Todos esses temas matem�aticos, decorrentes do desen-

volvimento do C�alculo no S�eculo XIX, fazem parte de

um conjunto de disciplinas conhecido como An�alise

Matem�atica.

Segundo vimos na Crônica anterior,3 o C�alculo

newtoniano-lebniziano, desenvolvido no �nal do S�eculo

XVII e come�co do S�eculo XVIII, foi muito criticado

porque o mesmo consistia, apenas, de um conjunto de

regras especiais aplicadas aos \
ux~oes newtonianos" ou

aos \in�nitesimais leibnizianos", e que resultaram em

certas t�ecnicas de diferencia�c~ao e integra�c~ao. Por outro

lado, no decorrer do S�eculo XVIII, problemas especiais

tratados por esse C�alculo haviam-se desenvolvido em

novas especialidades dentro da Matem�atica: Equa�c~oes

Diferenciais Ordin�arias, Equa�c~oes Diferenciais Parciais,

Integrais El��pticas, Geometria Diferencial e o C�alculo

das Varia�c~oes. Em vista disso, era necess�ario uma

transforma�c~ao fundamental naquelas regras e t�ecnicas

e, portanto, dot�a-las de uma base conceitual rigorosa.

Foi o matem�atico e f��sico su���co Leonhard Euler

(1707-1783) quem conferiu uma base conceitual rig-

orosa para o C�alculo newtoniano-leibniziano, apresen-

tando as primeiras id�eias sobre os conceitos de fun�c~ao
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e de limite, id�eias importantes para transformar esse

C�alculo numa teoria de fun�c~oes e suas derivadas, ou

seja: a An�alise Matem�atica. Para essa trans-

forma�c~ao (ocorrida no S�eculo XVIII, conforme vimos na

Crônica anterior4), contribu��ram muitos matem�aticos,

(al�em, �e claro, de Euler), dentre os quais se destacaram

os franceses Alexis Claude Clairaut (1713-1765), Jean

Le Rond d'Alembert (1717-1783), Joseph Louis La-

grange (1736-1813), Pierre Simon Laplace (1749-1827)

e Adrien Marie Legendre (1752-1833).

Apesar dos trabalhos realizados pelos matem�aticos

do S�eculo XVIII (alguns deles, referidos acima) no

sentido de fundamentar o C�alculo numa base rig-

orosa, no �nal desse mesmo s�eculo, observou-se ex-

istir uma s�erie de di�culdades com essa base. Por

exemplo, os conceitos de fun�c~ao e de limite n~ao es-

tavam claros; o uso de s�eries sem o estudo dos

crit�erios de convergência produzia paradoxos; a rep-

resenta�c~ao de fun�c~oes por s�eries trigonom�etricas era

controversa; e n~ao havia uma de�ni�c~ao precisa para

derivada e integral. Tais di�culdades foram contor-

nadas no S�eculo XIX, principalmente com os tra-

balhos dos matem�aticos, o tcheco Bernhard Bolzano

(1781-1848), os franceses Jean Baptiste Joseph Fourier

(1768-1830), Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Jules

Henri Poincar�e (1854-1912) e Emile Borel (1871-1956),

o norueguês Niels Henrik Abel (1802-1829), e os

alem~aes Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Carl Gus-

tav Jacob Jacobi (1804-1851), Gustav Peter Lejeune

Dirichlet (1805-1859), Karl Theodor Wilhelm Weier-

strass (1815-1897), Heinrich Eduard Heine (1821-1881),

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), Julius

WilhelmRichard Dedekind (1831-1916) e Georg Cantor

(1845-1918), conforme veremos a seguir.

No S�eculo XIX, Bolzano foi um dos primeiros

matem�aticos a propor nova fundamenta�c~ao para o

C�alculo. Com efeito, no livro intitulado Rein an-

alytischer Beweis5, publicado em 1817, os resulta-

dos dessa fundamenta�c~ao (de�ni�c~oes de alguns con-

ceitos matem�aticos (vari�avel, continuidade, limite, con-

vergência, derivada, etc.) e demonstra�c~oes de al-

guns teoremas) s~ao apresentados por Bolzano sob uma

\�optica aritm�etica", raz~ao pela qual ele foi chamado o

\pai da aritmetiza�c~ao do c�alculo".6

Assim, nesse livro, Bolzano demonstrou teoremas

importantes, tais como: - \Se f(x) �e negativo para x =

a e positivo para x = b, ent~ao f(x) tem um zero entre a

e b";7 - \Dada uma seq�uência de fun�c~oes (para x �xo):

F1(x), F2(x), F3(x), ... , Fn(x), ... , Fn+r(x), de tal

modo que para n bastante grande a diferen�ca Fn+r(x)

- Fn(x) permanece menor do que qualquer quantidade,

n~ao importando t~ao grande seja r, ent~ao existe uma

quantidade �xa X tal que a seq�uência tende para essa

quantidade".

Para demonstrar esses teoremas, Bolzano usou a

seguinte de�ni�c~ao para continuidade de uma curva ou

fun�c~ao: - \Uma fun�c~ao (f(x)) �e cont��nua em um dado

intervalo se, para qualquer x pertencente a esse in-

tervalo, ent~ao a diferen�ca f(x + �x) - f(x) pode ser

feita t~ao pequena quanto se queira, bastando para isso

tomar �x su�cientemente pequeno", e o lema: -\Se

uma propriedade M n~ao se conserva para todos os val-

ores de uma vari�avel x, e sim, para todos os valores de

x menores do que um certo u, ent~ao, existe uma quan-

tidade U que �e o maior valor que M assume para todo

x < u". Na demonstra�c~ao desse lema, Bolzano dividiu

um intervalo fechado em duas partes e selecionou uma

parte particular contendo um n�umero in�nito de seus

membros. Ele, ent~ao, repetiu o processo at�e se aprox-

imar de um n�umero que representava o maior valor de

um dado conjunto de n�umeros.

As demonstra�c~oes desses teoremas (inclusive a do

lema) feitas por Bolzano no Rein eram incompletas

pois, para as mesmas, havia a necessidade de um mel-

hor conhecimento do conceito de n�umero real, para

servir de base ao entendimento de uma fun�c~ao real.

Desse modo, em trabalhos realizados entre 1831 e 1835,

principalmente o intitulado Functionenlehre, escrito em

1834,8 Bolzano procurou melhorar e completar o que

havia feito em 1817.

Na primeira parte do Functionenlehre, Bolzano

voltou ao problema da continuidade de fun�c~oes,9

demonstrando novos resultados, tais como: - \Se uma

fun�c~ao f(x) �e ilimitada em um intervalo fechado [a,b],

ela n~ao pode ser cont��nua nesse intervalo";10 - \Se uma

fun�c~ao �e cont��nua num intervalo fechado [a,b], ent~ao

ela possui no mesmo um valor m�aximo e um valor

m��nimo";11 - \Se uma fun�c~ao f(x) �e cont��nua num in-

tervalo aberto (a,b), isso n~ao signi�ca dizer que existe

um n�umero e, independente de x e pertencente ao in-

tervalo (a,b), de modo que n~ao possamos escolher �x

< e, para que f(x) seja cont��nua em (a,b)".12

Na segunda parte do Functionenlehre, Bolzano tra-

tou das derivadas. Assim, de�niu (pela primeira

vez e sem envolver os in�nitesimais) a derivada de

uma fun�c~ao f(x) - f'(x) - como sendo a rela�c~ao
[f(x + �x) � f(x)]

�x
, de tal modo que o numerador se

aproxima de zero na medida em que �x tamb�em se

aproxima de zero. No entanto, Bolzano enfatizou que

essa derivada n~ao representava um quociente de zeros,

no sentido leibniziano, e nem uma raz~ao entre quanti-
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dades evanescentes, no sentido newtoniano, e sim, um

n�umero.

Um dos resultados mais importantes obtidos por

Bolzano na segunda parte do Functionenlehre foi a dis-

tin�c~ao entre continuidade e diferenciabilidade. Assim,

construiu uma fun�c~ao cont��nua como um limite de uma

seq�uência de fun�c~oes cont��nuas num intervalo fechado

[0,1], e que, contudo, n~ao era diferenci�avel num subcon-

junto denso de [0,1].13

Embora a segunda parte do Functionenlehre ap-

resente muitos resultados interessantes, ela cont�em

muitos erros, como, por exemplo, o de que o limite

de uma seq�uência de fun�c~oes cont��nuas �e uma fun�c~ao

cont��nua, e que se Fn+r(a) = 0 para r > 0, ent~ao essa

fun�c~ao admite um desenvolvimento de Taylor.14

Novos resultados sobre a teoria dos n�umeros reais15

foram encontrados por Bolzano por volta de 1840,

ocasi~ao em que apresentou as primeiras id�eias sobre

a densidade de conjuntos ao perceber ser o in�nito

dos n�umeros reais diferente do in�nito dos n�umeros

inteiros, pois, enquanto este �e numer�avel, aquele �e

n~ao-enumer�avel. Essas id�eias foram desenvolvidas

por Bolzano no livro Paradoxien des Unendlichen

(Parad�oxos dos In�nitos), publicado em 1851, ap�os sua

morte. Nesse livro, Bolzano defendeu a id�eia de conjun-

tos in�nitos, sugeriu a no�c~ao de correspondência um-a-

um de dois conjuntos, assim como apresentou outros

resultados que constituem interessantes fragmentos da

Teoria Geral dos Conjuntos. No entanto, o trabalho de

Bolzano sobre conjuntos in�nitos era mais �los�o�co do

que matem�atico, pois ele n~ao foi capaz de desenvolver

conceitos importantes para esses conjuntos, como, por

exemplo, o de potência ou n�umero cardinal, o que s�o

aconteceu com os trabalhos de Dedekind e de Cantor.16

Por viver isolado em Praga, as id�eias de Bolzano n~ao

tiveram muita repercuss~ao, pois muitos de seus tra-

balhos permaneceram apenas em manuscritos,17 raz~ao

pela qual seus resultados foram redescobertos por out-

ros matem�aticos, principalmente Cauchy, conforme ver-

emos a seguir.

Com efeito, nos livros Cours d'analyse de l'Ecole

Royale Polytechnique (Curso de an�alise da Escola Real

Polit�ecnica), de 1821, R�esum�e des le�cons donn�ees a

l'Ecole Royale Polytechnique sur le calcul in�nitesimal

(Resumo das aulas dadas na Escola Real Polit�ecnica

sobre o c�alculo in�nitesimal), de 1823, e Le�cons sur le

calcul di��erentiel (Li�c~oes sobre o c�alculo diferencial), de

1829, Cauchy apresentou uma fundamenta�c~ao completa

dos conceitos do C�alculo (vari�avel, limite, continuidade,

derivada, integral), incluindo muitos exemplos de um

novo tipo de racioc��nio, especialmente em rela�c~ao a

problemas de convergência de seq�uências e s�eries, e so-

bre o famoso Teorema Fundamental do C�alculo.

Inicialmente no Cours e, posteriormente, no

R�esum�e, Cauchy escreveu o seguinte: - \Chamamos

quantidade vari�avel aquela que consideramos ser ca-

paz de assumir diversos valores diferentes sucessiva-

mente. Por outro lado, chamamos quantidade con-

stante aquela que assume um valor �xo e determi-

nado. Quando os valores sucessivamente atribu��dos

a uma vari�avel aproximam-se inde�nidamente de um

valor �xo, de modo que eles �nalmente di�ram deste

valor t~ao pouco quanto quisermos, esse �ultimo valor �e

chamado o limite de todos os outros. Assim, por exem-

plo, a �area do c��rculo �e o limite para o qual convergem

as �areas de todos os pol��gonos regulares inscritos, se

o n�umero de seus lados aumentar cada vez mais. ...

Indicaremos o limite para o qual converge determi-

nada vari�avel pela abrevia�c~ao \lim" escrita antes da

vari�avel em quest~ao. ... Quando os valores num�ericos

sucessivos de uma vari�avel diminuem inde�nidamente

de modo a tornarem-se menores que qualquer n�umero

dado, dizemos que a vari�avel se torna \in�nitamente

pequena" ou uma quantidade in�nitamente pequena.

O limite de tal vari�avel �e zero.18 ... Dizemos que

uma quantidade vari�avel torna-se in�nitamente grande

quando seu valor n�umerico aumenta inde�nidamente de

tal modo que convirja ao limite1".19

Ap�os essas de�ni�c~oes, Cauchy passou a conceituar

continuidade e derivada de uma fun�c~ao. Assim,

tanto no Cours, quanto no R�esum�e, a�rmou: - \Supon-

hamos que a fun�c~ao f(x) seja equivalente e �nita para

todos os valores de x entre dois limites dados; ent~ao,

se a diferen�ca f(x + i) - f(x) for sempre in�nitamente

pequena entre esses limites, dizemos que f(x) �e

uma fun�c~ao cont��nua da vari�avel x entre os limites

em quest~ao".20 Agora, usando essa interpreta�c~ao do

termo \in�nitamente pequeno", Cauchy apresentou sua

de�ni�c~ao de fun�c~ao derivada.

Portanto, no R�esum�e, Cauchy escreveu: - \Se a

fun�c~ao for cont��nua entre dois limites dados da vari�avel

x, ent~ao, para qualquer valor de x dentro dos limites,

um aumento in�nitamente pequeno da vari�avel pro-

duzir�a um aumento in�nitamente pequeno da pr�opria

fun�c~ao. Portanto, se dissermos que �x = i, os dois ter-

mos da raz~ao das diferen�cas - �y

�x
= f(x + i) � f(x)

i

- ser~ao quantidades in�nitamente pequenas. Mas,

enquanto que esses dois termos aproximar-se-~ao in-

de�nidamente de zero, sua raz~ao pode convergir para

algum outro limite positivo ou negativo. Esse limite,

quando existe, tem um valor de�nido para cada valor
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espec���co de x, mas varia com x. Portanto, se, por

exemplo, tomarmos f(x) = xm, onde m �e um n�umero

inteiro, a raz~ao entre as diferen�cas in�nitamente peque-

nas ser�a: (x + i)m � im

i
= mxm�1 + m(m�1)

1:2 xm�2i +

::: + im�1, e seu limite ser�a a quantidade mxm�1, que �e

uma nova fun�c~ao da vari�avel x. Isso ser�a verdadeiro em

geral, mas a forma da nova fun�c~ao que serve como lim-

ite da raz~ao f(x+i) � f(x)
i

depender�a da forma da fun�c~ao

inicial y = f(x). Indicamos essa dependência nomeando

a nova fun�c~ao de \fun�c~ao derivada", designando-a pelo

uso de um ap�ostrofo na nota�c~ao: y' ou f'(x)".

Depois de apresentar a derivada rigorosamente sem

recorrer a diferencial, Cauchy passou ent~ao a conceitu�a-

la. Ainda no R�esum�e, lê-se: - \Seja y = f(x) novamente

uma fun�c~ao da vari�avel independente x. Seja i uma

quantidade in�nitamente pequena e h uma quantidade

�nita. Se dissermos que i = �h, � ser�a, de novo, uma

quantidade in�nitamente pequena, e teremos a identi-

dade: f(x+i) � f(x)
i

= f(x+�h) � f(x)
�h

, da qual deduzi-

mos que f(x+�h) � f(x)
�

= f(x+i) � f(x)
i

h (1). O limite

para o qual converge o lado esquerdo da equa�c~ao (1)

�a medida que � se aproxima inde�nidamente de zero

e h permanece constante, �e chamado \diferencial" da

fun�c~ao y = f(x). A diferencial �e indicada pelo d car-

acter��stico: dy ou df(x). Seu valor pode ser facilmente

determinado se soubermos o valor da fun�c~ao derivada

y' ou f'(x). De fato, se tomarmos os limites de ambos

os lados da equa�c~ao (1), acharemos o resultado geral:

df(x) = hf'(x) (2). No caso especial quando f(x) = x,

a equa�c~ao (2) reduz-se a: dx = h (3). Assim, a difer-

encial da vari�avel independente �e precisamente a con-

stante �nita h. Dado isso, a equa�c~ao (2) torna-se: df(x)

= f'(x)dx (4), ou, equivalentemente, dy = y'dx (5). Es-

sas duas �ultimas equa�c~oes mostram que a derivada y' =

f'(x) de qualquer fun�c~ao y = f(x) �e precisamente igual

a dy

dx
, isto �e, �a raz~ao entre a diferencial da fun�c~ao e a

diferencial da vari�avel ou, se quisermos, ao coe�ciente

pelo qual devemos multiplicar a segunda diferencial a

�m de obtermos a primeira. �E por isso que a derivada

�e chamada, �as vezes, de `coe�ciente diferencial'".21

Ainda no R�esum�e, Cauchy apresentou suas con-

tribui�c~oes ao desenvolvimento do C�alculo Integral.

Conforme vimos em Crônicas anteriores,22 Newton e os

Bernoulli, por exemplo, consideravam o c�alculo de �areas

(integra�c~ao) como o inverso de uma diferencia�c~ao. Por

outro lado, j�a Leibniz considerava a �area ou volume

como uma \soma" de pequenos elementos, tais como

retângulos ou cilindros. Cauchy aproximou-se mais de

Leibniz do que de Newton, ao de�nir a integral como o

limite de uma soma. Com efeito, em R�esum�e, escreveu:

- \Suponhamos que a fun�c~ao y = f(x) seja cont��nua

com rela�c~ao �a vari�avel x entre os limite �nitos x = xo
e x = X. Marquemos por x1, x2, ... , xn�1 novos val-

ores de x entre esses limites, valores esses que supomos

variar do primeiro limite ao segundo. Podemos usar

esses valores para dividir a diferen�ca X - xo em ele-

mentos: x1 - xo, x2 - xo, ... , X - xn�1, que ter~ao

sempre o mesmo sinal. Consideremos agora o efeito

de multiplicarmos cada um desses elementos pelo valor

de f(x) correspondente �a origem do mesmo elemento:

assim, multiplicamos o elemento x1 - xo por f(xo), o

elemento x2 - x1 por f(x1), ... , e, �nalmente, o ele-

mento X - xn�1 por f(xn�1). Seja S = (x1 � xo)f(xo)

+ (x2 � x1)f(x1) + ... + (X - xn�1)f(xn�1), a soma dos

produtos obtidos dessa maneira. A quantidade S clara-

mente depender�a: 1) de n, o n�umero de elementos nos

quais a diferen�ca X - xo foi dividida; e 2) dos valores

reais desses elementos e, portanto, da maneira como

foi feita a divis~ao. Deve ser observado agora que, se

os valores num�ericos dos elementos se tornarem muito

pequenos e se o n�umero n tornar-se muito grande, a

maneira de divis~ao ter�a apenas um efeito desprez��vel so-

bre o valor de S. Assim, quando elementos da diferen�ca

X - xo tornarem-se in�nitamente pequenos, o modo de

divis~ao ter�a apenas um efeito desprez��vel sobre o valor

de S e, se diminuirmos os valores num�ericos desses ele-

mentos, inde�nidamente, enquanto aumentamos o seu

n�umero, o valor de S tornar-se-�a, �nalmente, uma con-

stante; ou, em outras palavras, o valor de S alcan�car�a

um certo limite, que depender�a somente da fun�c~ao f(x)

e dos valores extremos xo e X da vari�avel x. Esse limite

�e chamado integral de�nida". Na linguagem atual, essa

de�ni�c~ao de Cauchy �e traduzida por:

RX
xo

f(x) dx = lim
n!1

nP
i=1

f(�i) (xi � xi�1),

onde �i �e qualquer valor de x no intervalo [xi�1; xi].23

Como Cauchy havia considerado que a integra�c~ao

n~ao era mais de�nida como o inverso da diferencia�c~ao,

ent~ao, o hoje conhecido Teorema Fundamental do

C�alculo n~ao seria mais um simples corol�ario da de�ni�c~ao

de integra�c~ao (como ocorre no c�alculo newtoniano-

leibniziano) e, portanto, deveria ser demonstrado. As-

sim, para demonstr�a-lo, inicialmente, Cauchy de�niu

F(x) =
RX
xo

f(x) dx e, em seguida, considerou a ex-

press~ao
F (x + h) � F (x)

h
= 1

h

R x+h
x

f(x) dx. Ent~ao, us-

ando o teorema do valor m�edio para as integrais,24

Cauchy demonstrou ser F'(x) = f(x), que �e o famoso

Teorema Fundamental do C�alculo.

Na continua�c~ao de seu estudo sobre o C�alculo Inte-

gral, ainda no R�esum�e, ap�os demonstrar que todas as

primitivas de uma dada f(x) diferem por uma constante



Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 19, no. 4, dezembro, 1997 427

C, Cauchy de�niu integral inde�nida como:
R
f(x)

dx =
R x
a
f(x) dx + C, assim como escreveu que:R b

a
f'(x) = f(b) - f(a), desde que f'(x) seja cont��nua

no intervalo [a, b]. Ainda nesse estudo sobre integrais,

Cauchy tratou do caso em que o integrando torna-se

in�nito em algum valor de x no intervalo de integra�c~ao

ou quando esse intervalo se estende at�e o 1. Assim,

para o caso em que f(x) tem uma descontinuidade em

x = c, Cauchy apresentou a seguinte de�ni�c~ao:

c

R b
a
f(x) dx = lim

�1 ! 0

R c��1
a

f(x) dx + lim
�2 ! 0

R b
c+�2

f(x) dx,

d

quando esses limites existem. Por outro lado, quando

�1 = �2, obt�em-se o que Cauchy chamou de valor

principal de uma integral.

Segundo vimos acima, Cauchy provou a existência

de uma integral para qualquer integrando cont��nuo,

bem como de�niu a integral quando o integrando ap-

resentava descontinuidades �nitas e in�nitas. No en-

tanto, com o desenvolvimento da An�alise, novas irre-

gularidades do integrando tornaram-se manifestas e,

portanto, havia necessidade de uma teoria completa

da integrabilidade de uma fun�c~ao. As di�culdades

com os integrandos foram surgindo na medida em que

os matem�aticos procuravam estudar as s�eries in�nitas

e, portanto, uma teoria da integra�c~ao foi sendo con-

stru��da em diversos trabalhos, at�e Riemann apresentar

sua famosa integral de Riemann, em 1854, conforme

veremos a seguir.

Nas Crônicas anteriores,25 vimos que os

matem�aticos do s�eculo XVIII tentaram estudar as

s�eries in�nitas, principalmente o problema relacionado

�a convergência das mesmas. Contudo, no �nal daquele

s�eculo resultados d�ubios ou mesmo absurdos surgi-

ram no tratamento dessas s�eries. Em vista disso,

nas primeiras d�ecadas do s�eculo XIX, Gauss, Bolzano,

Cauchy, Fourier, Abel e Dirichlet come�caram a estud�a-

las com mais rigor. Assim, o primeiro estudo rigoroso

sobre a convergência das s�eries in�nitas foi feito por

Gauss, em 1812, num trabalho intituladoDisquisitiones

Generales Circa Seriem In�nitam (Investiga�c~oes Gerais

sobre S�eries In�nitas), no qual estudou as s�eries hiper-

geom�etricas.26 Mais tarde, em seu Rein analytischer

Beweis de 1817, Bolzano apresentou a no�c~ao correta

para a convergência de seq�uências e de s�eries. Con-

tudo, como esse trabalho n~ao teve muita repercuss~ao,

conforme j�a falamos, e considerando que o trabalho de

Gauss relacionava-se apenas com s�eries particulares,

foi Cauchy quem recebeu o m�erito de haver resolvido o

problema da convergências das s�eries, j�a que tratou do

mesmo em seu Cours d'analyse, de 1821.

Com efeito, no Cours, Cauchy escreveu: -\Seja

sn = uo + u1 + ::: + un�1 a soma dos n primeiros

termos da s�erie in�nita acima, com n designando um

n�umero natural. Se, para valores constantemente cres-

centes de n, a soma sn aproxima-se inde�nidamente de

um certo limite s, a s�erie em quest~ao ser�a chamada con-

vergente, e o limite em quest~ao ser�a chamada a soma

da s�erie. Ao contr�ario, se n cresce inde�nidamente e a

soma sn n~ao se aproxima de um limite �xo, ent~ao a s�erie

ser�a chamada divergente e n~ao apresentar�a soma".

Ap�os de�nir convergência e divergência, Cauchy ap-

resentou o que hoje se conhece como crit�erio de con-

vergência de Cauchy: - \Uma seq�uência fSng con-

verge para um limite S se e somente se a diferen�ca

Sn+r � Sn puder ser feita menor (em valor absoluto) do

que qualquer quantidade atribu��da a todo r e su�cien-

temente maior do que n". Para chegar a esse crit�erio,

Cauchy demonstrou apenas a condi�c~ao necess�aria, j�a

que lhe faltava o conhecimento das propriedades dos

n�umeros reais para completar sua demonstra�c~ao, isto

�e, encontrar a condi�c~ao su�ciente.

Ainda no Cours, Cauchy a�rmou e provou alguns

testes de convergência de s�eries de termos positivos.

Por exemplo, um deles, referia-se ao c�alculo do lim-

ite k = lim
n!1

u
1
n

n , onde k �e o maior valor desse limite.

Ent~ao, para Cauchy, a s�erie seria convergente se k < 1,

e divergente se k > 1. Num outro teste, Cauchy usou o

limite de uma raz~ao: lim
n!1

= un+1
un

; assim, se esse lim-

ite fosse menor do que um a s�erie convergia e divergia

se fosse maior do que um. No caso de esse limite ser

igual a um, Cauchy aplicava testes especiais. Provou

ainda que a soma (ou produto) de s�eries convergentes,

converge para a soma (ou produto) de cada s�erie. Para

s�eries com termos negativos, Cauchy demonstrou que

a mesma convergia desde que a s�erie correspondente
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de valores absolutos tamb�em convergisse; com isso, de-

duziu o teste de Leibniz para as s�eries alternantes.

O crit�erio de convergência para s�eries de termos con-

stantes, visto acima, tamb�em foi aplicado por Cauchy

para estudar a s�erie de fun�c~oes reais e cont��nuas do

tipo:
P

un(x) = u1(x) + u2(x) + u3(x) + ... . Neste

caso, ele aplicava o seu crit�erio para um determinado

intervalo da vari�avel x.

No R�esum�e de 1823, Cauchy analisou o estudo de

convergência que Lagrange, em seu Th�eorie des fonc-

tions analytiques (Teoria das fun�c~oes anal��ticas) de

1797, havia apresentado para a s�erie de Taylor (em

nota�c~ao moderna):

c

f(x + a) = f(a) + f'(a)x + f"(a)x
2

2! + ...+ fn(a)x
n

n! + Rn,

d

onde Rn = f(n+1)(x + �h) hn+1

(n + 1)! , com � entre 0 e

1, express~ao essa conhecida como resto de Lagrange.

Nesse livro, Lagrange a�rmou que se f(x) apresenta to-

das as derivadas em xo, ent~ao ela pode ser expressa

como uma s�erie de Taylor em torno desse ponto. Con-

tudo, no R�esum�e, Cauchy mostrou que a fun�c~ao e�
1

x
2

contradiz a a�rma�c~ao de Lagrange, uma vez que a

mesma tem derivadas em x = 0, por�em n~ao admite

um desenvolvimento de Taylor em torno de x = 0. Em

vista disso, Cauchy apresentou uma forma alternativa

para o resto de uma s�erie de Taylor, no livro Exerci-

ces de math�ematiques 1 (Exerc��cios de matem�aticas 1),

escrito em 1826.

O trabalho de Cauchy, principalmente sobre

s�eries,27 foi analisado por Abel. Por exemplo, em

1826,28 ele corrigiu um erro de Cauchy sobre a con-

tinuidade de s�eries de fun�c~oes cont��nuas, ao mostrar

que a s�erie sen x - sen 2x
2 + sen 3x

3 + ... �e descont��nua

para x = (2n + 1)�, com n inteiro, embora os ter-

mos individuais sejam cont��nuos. Assim, usando uma

primeira no�c~ao de convergência uniforme, Abel demon-

strou que a soma de uma s�erie de fun�c~oes cont��nuas

�e cont��nua no interior do intervalo de convergência.29

Ainda nesse trabalho, Abel tratou da convergência das

s�eries de potência, principalmente das s�eries binomi-

nais, uma vez que at�e aquele momento ningu�em havia

mostrado como obter sua soma, conforme Abel sur-

preendentemente notara.30 Assim, ele provou que se a

s�erie f(�) = vo + v1� + v2�
2 + ... , onde os vi s~aos

constantes e � �e real, converge para um dado valor �

de �, ent~ao ela convergir�a para os menores valores de

�. Ainda em 1826, Abel preparou um famoso trabalho

sobre integrais el��pticas, do qual falaremos na pr�oxima

crônica quando tratarmos das fun�c~oes de vari�aveis com-

plexas.

A quest~ao da convergência uniforme foi retomada

por Dirichlet em trabalho escrito em 1837,31 no qual

demonstrou que numa s�erie absolutamente convergente

os seus termos podem ser reagrupados sem alterar o

valor da soma. No entanto, ele tamb�em apresentou ex-

emplos de s�eries condicionalmente convergentes cuja ar-

ruma�c~ao de seus termos provoca altera�c~ao no valor da

soma. Por sua vez, em 1842, Weierstrass usou a no�c~ao

de convergência uniforme para obter as condi�c~oes para

a integra�c~ao termo a termo de s�eries e, tamb�em, para

a diferencia�c~ao de integrais.32 Por �m, trabalhos com-

plementares sobre a convergência uniforme foram re-

alizados por Heine, em 1870,33 e por Weierstrass, em

1885.34

Outro tema importante para o desenvolvimento

do C�alculo no s�eculo XIX, foi o referente �as s�eries

trigonom�etricas. Em 1807, Fourier apresentou �a

Academia Francesa de Ciências um trabalho sobre a di-

fus~ao do calor em corpos de formas especiais (retângulo,

anel, esfera, cilindro e prisma), baseado na equa�c~ao de

difus~ao (na atual nota�c~ao):

@2T (x;t)
@x2

+ @2T (x;t)
@y2

+ @2T (x;t)
@z2

= k2 @T (x;t)
@t

.

Os examinadores desse trabalho designado pela

Academia para estudar sua publica�c~ao, foram os

matem�aticos franceses Gaspard Monge (1746-1818),

Sylvestre Fran�cois Lacroix (1765-1843), Laplace e La-

grange; os três primeiros foram favor�aveis �a sua pub-

lica�c~ao, por�em, Lagrange foi contra. Este matem�atico

simplesmente rejeitou a fun�c~ao apresentada por Fourier

para expressar a condi�c~ao inicial da temperatura (a hoje

famosa s�erie de Fourier):
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c

f(x) = 1
2�

R �
� �

f(t) dt + 1
�

1P
r=1

[cos rx
R �
� �

f(t) cos rt dt + sen rx
R �
� �

f(t) sen rt dt] ,

por n~ao acreditar que as fun�c~oes pudessem ser represen-

tadas por s�eries trigonom�etricas. Lagrange mantinha

essa opini~ao desde a d�ecada de 1750, quando trabalhou

no problema da corda vibrante.

Fourier voltou ao problema da representa�c~ao das

fun�c~oes por s�eries trigonom�etricas ao preparar, em

1811, um trabalho para concorrer ao prêmio oferecido

pela Academia Francesa, em 1810, a quem resolvesse

o problema da condu�c~ao do calor.35 Nesse novo tra-

balho (uma vers~ao revisada do de 1807), Fourier estu-

dou a difus~ao do calor em corpos in�nitos. No entanto,

como nesses casos a periodicidade das s�eries de Fourier

n~ao era capaz de representar as condi�c~oes iniciais do

problema, Fourier substituiu-as por uma integral (mais

tarde conhecida como integral de Fourier):

f(x) = 1
�

R
1

� 1
f(t) dt

R
1

o
cos [q(x - t)] dq .

Nesse trabalho, as suas �ultimas se�c~oes foram ded-

icadas aos aspectos f��sicos do calor, principalmente ao

problema da intensidade de sua radia�c~ao, tema esse que

dominou o pensamento de Fourier em seus �ultimos anos

de vida. Muito embora a Academia de Ciências haja

concedido a Fourier, em 1812, o prêmio acima referido,

o juri (talvez por in
uência de Lagrange) decidiu que

o trabalho n~ao seria publicado nas M�emoires dessa

Academia por falta de \rigor e generalidade".36 Embora

ressentido com a atitude da Academia, Fourier contin-

uou a trabalhar nesse fascinante tema e, em 1822, pub-

licou o famoso e cl�assico livro intitulado Th�eorie analy-

tique de la chaleur (Teoria anal��tica do calor), no qual

desenvolveu com mais detalhes sua t�ecnica de desen-

volver fun�c~oes em s�eries trigonom�etricas,37 aplicando-a

na solu�c~ao de equa�c~oes em derivadas parciais.

Por exemplo, em uma das passagens desse livro,

Fourier usou sua t�ecnica para estudar a condu�c~ao do

calor em um bast~ao cil��ndrico de comprimento `, cujas

extremidades s~ao mantidas em temperatura (T) nula,

e tendo suas paredes laterais isoladas termicamente.

Como, nesse caso, o calor 
ui apenas em uma dire�c~ao,

Fourier escreveu sua equa�c~ao na forma (na nota�c~ao at-

ual):

@2T (x;t)
@x2

= k2
@T (x;t)

@t
,

sujeita �as seguintes condi�c~oes: T(0,t) = T(`,t) = 0

(t > 0) e T(x,0) = f(x) (0 < x < `), que representam,

respectivamente, as condi�c~oes de contorno e inicial.

Para resolver essa equa�c~ao em derivadas parciais,

Fourier usou a t�ecnica da separa�c~ao de vari�aveis: T(x,t)

= �(x)  (t). Desse modo, lan�cando m~ao das condi�c~oes

de contorno e inicial, obteve o seguinte resultado:

T�(x; t) = b�e
� �2

�
t sen(��x

`
) , (� = 1, 2, 3, ... )

onde �� = (��
k`
)2 e f(x) =

1P
�=1

b� sen(
��x
`
). Nessa

altura, Fourier deparou-se com a seguinte quest~ao:

pode uma fun�c~ao ser desenvolvida em s�erie de fun�c~oes

trigonom�etricas? Ou, equivalentemente, como calcular

b�? Depois de uma s�erie de tentativas, Fourier �nal-

mente chegou �a c�elebre express~ao:

b� = 2
�

R �
o
f(s) sen(�s) ds .

Essa express~ao n~ao era nova, j�a que Clairaut e Euler

no S�eculo XVIII, haviam expandido algumas fun�c~oes

por interm�edio de express~oes an�alogas.38 Contudo, o

grande m�erito de Fourier foi o de mostrar que esse

tipo de expans~ao valeria para fun�c~oes arbitr�arias, que

poderiam n~ao ser cont��nuas ou mesmo conhecidas ape-

nas gra�camente. Assim, Fourier observou que qual-

quer fun�c~ao f(x) poderia ser representada, no intervalo

(��; �), pela express~ao:

f(x) = ao
2 +

1P
�=1

[a� cos(�x) + b� sen(�x)] ,

onde os coe�cientes (a� e b�) eram calculados

multiplicando-se a express~ao acima por, respectiva-

mente, cos (�x) e sen (�x) e integrando-se o resultado

entre - � e + �.

Ainda no Th�eorie, Fourier mostrou como resolver

muitos tipos de equa�c~oes em derivadas parciais, usando

o que havia tratado em seu trabalho de 1811 (conforme

j�a referimos), e que hoje se conhece como a t�ecnica

da Integral ou Transformada de Fourier. Essa

t�ecnica, contudo, n~ao se deve apenas a Fourier, uma

vez que Cauchy e Poisson �zeram exposi�c~oes orais dessa

id�eia em reuni~oes da Academia Francesa de Ciências,

na mesma �epoca de Fourier e que, no entanto, s�o foram
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conhecidas posteriormente. Por exemplo, Cauchy a-

presentou formalmente essa t�ecnica no trabalho intit-

ulado Th�eorie de la propagation des ondes (Teoria da

propaga�c~ao das ondas), com o qual ganhou o prêmio da

Academia Francesa de Ciências, para o ano de 1816.39

Poisson, por sua vez, deduziu a integral de Fourier da

mesma maneira como Cauchy, no trabalho intitulado

M�emoire sur la th�eorie des ondes (Mem�oria sobre a

teoria das ondas), ainda em 1816.40

A procura da solu�c~ao das equa�c~oes em derivadas

parciais, levou tamb�em ao desenvolvimento do C�alculo

no S�eculo XIX. Por�em, antes de tratarmos desse as-

sunto, voltemos ao tema das s�eries trigonom�etricas.

Muito embora Fourier, Cauchy e Poisson hajam

trabalhado na representa�c~ao das fun�c~oes em s�eries

trigonom�etricas, havia uma quest~ao n~ao bem resolvida

por esses matem�aticos, qual seja, a de encontrar as

condi�c~oes necess�aria e su�ciente para que a repre-

senta�c~ao em s�erie de Fourier de uma dada fun�c~ao f(x),

convirja para a mesma, num dado intervalo. Uma

primeira tentativa de demonstrar a convergência da

s�erie de Fourier foi apresentada por Cauchy, em 1823.

Contudo, foi Dirichlet quem come�cou a esclarecer essa

quest~ao, depois de interessar-se por esse problema.41

Ao examinar a demonstra�c~ao de Cauchy, Dirich-

let registrou algumas de�ciências de seus argumentos,

como, por exemplo, o fato de que a mesma n~ao se apli-

cava a s�eries cuja convergência j�a era conhecida. Desse

modo, no trabalho intitulado Sur la convergence des

s�eries trigonom�etriques que servent �a repr�esenter une

fonction arbitrarie entre deux limites donn�ees (Sobre

a convergência das s�eries trigonom�etricas que servem

para representar uma fun�c~ao arbitr�aria entre dois lim-

ites dados), publicado em 1829,42 Dirichlet demonstrou

que (hoje conhecido como as condi�c~oes de Dirichlet):

- \ Se f(x) tem per��odo 2�, se no intervalo [- �; �] ela ap-

resenta um n�umero �nito de valores m�aximos e m��nimos

e um n�umero �nito de descontinuidades, e se
R �
� �

f(x)

dx �e �nita, ent~ao a s�erie de Fourier representativa dessa

fun�c~ao converge para f(x) para todos os pontos onde ela

�e cont��nua, e nos pontos de descontinuidade, ela con-

verge para a m�edia aritm�etica entre os limites �a direita

e �a esquerda da fun�c~ao". Na demonstra�c~ao desse teo-

rema, Dirichlet estudou cuidadosamente os limites das

seguintes integrais (hoje, ainda conhecidas como inte-

grais de Dirichlet):

lim
n!1

R a
o

sen(nx)
senx

dx, a>0

lim
n!1

R b
a

sen(nx)
senx

dx, b>a>0 .

Ainda nesse trabalho de 1829, Dirichlet tentou gen-

eralizar a no�c~ao de integral a um grande n�umero de

fun�c~oes que fossem representadas por s�eries de Fourier.

Contudo, frustrou-se nessa tentativa ao apresentar a

hoje famosa fun�c~ao de Dirichlet: f(x) = c, se x for

racional; e f(x) = d 6= c = 0, se x for irracional.

Dirichlet retomou o problema da integra�c~ao de

fun�c~oes representadas por s�eries de Fourier, em trabalho

publicado em 1837,43 ocasi~ao em que tentou apresen-

tar uma de�ni�c~ao de fun�c~ao cont��nua, diferente da con-

hecida at�e ent~ao. Assim, nesse trabalho, Dirichlet a�r-

mou que se uma vari�avel y �e relacionada a uma vari�avel

x, ent~ao existe uma regra em que para cada valor de x

est�a associado apenas um valor de y. Ora, como ainda

n~ao existia o conceito de conjunto (o que s�o viria com

Cantor, em 1874), essa de�ni�c~ao de continuidade era

ainda intuitiva.

Ainda em 1837, no trabalho intitulado Sur les

s�eries dont le terme g�en�eral d�epend de deux angles

et qui servent �a exprimir des fonctions arbitraires en-

tre des limites donn�ees (Sobre as s�eries em que o

termo geral depende de dois ângulos e que servem

para representar fun�c~oes arbitr�arias entre limites da-

dos), Dirichlet estudou a convergência da expans~ao em

harmônicos esf�ericos (fun�c~oes de Laplace) de fun�c~oes

de�nidas sobre uma esfera. Esse estudo lhe foi muito

�util quando, em 1850, lidou com problemas de F��sica

Te�orica, principalmente relacionados �a Termodinâmica

e �a Eletrodinâmica, nos quais tratou da integrabilidade

da equa�c~ao de Laplace (�V = 0) em regi~oes limitadas, e

quando se conhecem os valores de V na fronteira dessas

regi~oes. Hoje, esse problema �e conhecido como o famoso

problema de Dirichlet.44

Apesar do trabalho brilhante de Dirichlet no sen-

tido de entender a convergência da s�erie de Fourier,

restavam ainda algumas di�culdades, principalmente

as relacionadas �a convergência uniforme, assunto que

o pr�oprio Dirichlet havia tratado, no trabalho pub-

licado, tamb�em em 1837, conforme j�a referimos, no

qual demonstrou que numa s�erie absolutamente con-

vergente, os seus termos podem ser reagrupados sem

alterar o valor da soma. Contudo, seu ex-aluno Rie-

mann, em sua Habilitationsschrift tese para a Univer-

sidade de G�ottingen, apresentada em 1854,45 demon-

strou que um adequado reagrupamento dos termos de

uma s�erie poderia fazer com que sua soma assumisse

qualquer n�umero. Desse modo, Riemann apresentou as

condi�c~oes necess�arias e su�cientes que uma fun�c~ao f(x)

deve satisfazer para que seja representada por uma s�erie

de Fourier, em qualquer ponto do intervalo [- �; �].

Ainda naquela tese, Riemann demonstrou o teorema

fundamental de que se uma fun�c~ao f(x) �e limitada e in-
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tegr�avel no intervalo [- �; �], ent~ao os coe�cientes de

Fourier

an =
1

�

Z �

��

f(x) cos(nx) dx ;

bn =
1

�

Z �

��

f(x) sen(nx) dx ;

tendem para zero quando n tende para o in�nito. Por

outro lado, ao observar que uma fun�c~ao pode ser in-

tegr�avel em um dado intervalo sem necessariamente ser

representada por uma s�erie de Fourier, foi que Riemann

chegou ao seu c�elebre conceito de integral.

Com efeito, Riemann generalizou o conceito de in-

tegral ao tratar de fun�c~oes f(x) de�nidas e limitadas no

intervalo [a, b]. Assim, ao dividir esse intervalo em sub-

intervalos (�xi), ele demonstrou que
R b
a
f(x) dx nada

mais �e do que o limite da soma
nP
i=1

f(xi) �xi quando

�xi se aproxima de zero. Com essa de�ni�c~ao, Riemann

dispensou a condi�c~ao de integrabilidade de uma fun�c~ao

num dado intervalo. Essa condi�c~ao exigia que a mesma

fosse cont��nua ou seccionalmente cont��nua (neste caso,

ela deveria apresentar um conjunto �nito de descon-

tinuidades �nitas), no intervalo considerado.46

A quest~ao da convergência uniforme das s�eries

trigonom�etricas foi retomada por Heine no trabalho

de 1870, referido anteriormente. Nesse trabalho, ele

mostrou que uma fun�c~ao cont��nua em um dado inter-

valo pode ser representada por uma s�erie de Fourier

sem que esta convirja uniformemente. Al�em do mais,

Heine demonstrou ainda que se uma dada fun�c~ao, rep-

resentada por um s�erie de Fourier, converge uniforme-

mente num dado intervalo, ent~ao essa s�erie �e �unica.

A unicidade, bem como a convergência das s�eries de

Fourier, foram tratadas por Cantor (ap�os ler o trabalho

de Heine), em pesquisas realizadas em 1870, 1871 e

1872,47 bem como por Du Bois-Reymond entre 1873

e 1883.48

Notas e referências bibliogr�a�cas

1. BASSALO, J. M. F. 1996a. A Crônica do
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6. Essa denomina�c~ao foi cunhada pelo matem�atico

alem~ao Felix Klein (1849-1925), em 1895.

7. Esse teorema tamb�em apresenta o seguinte enun-

ciado: -\Se para duas fun�c~oes cont��nuas f e g,

tivermos f(�) < g(�) e f(�) > g(�), ent~ao existir�a

um x entre � e � de modo que: f(x) = g(x)".

8. O trabalho mencionado foi editado e publicado

por K. Rychlik, em 1930.

9. No Volume I, ao retomar a sua de�ni�c~ao de fun�c~ao

cont��nua, Bolzano fez a distin�c~ao entre a con-

tinuidade �a direita e �a esquerda.

10. Registre-se que o m�etodo usado por Bolzano

para fazer a demonstra�c~ao desse teorema foi

redescoberto por Weiertrass, e apresentado em

suas \lectures" ministradas na Universidade de

Berlim, em 1861. Esse teorema �e hoje con-

hecido como o famoso Teorema de Bolzano-

Weiertrass: - \Um conjunto S limitado con-

tendo um n�umero in�nito de elementos (pontos

ou n�umeros), cont�em pelo menos um ponto lim-

ite (ponto de acumula�c~ao)".
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11. Com esse teorema, Bolzano provou que as

fun�c~oes cont��nuas assumem todos os valores in-

termedi�arios entre dois valores dados, por�em, a

inversa n~ao �e verdadeira.

12. Esse teorema relaciona-se com o conceito de con-

tinuidade uniforme, desenvolvido mais tarde

por Heine, em trabalhos realizados em 1870

(Journal f�ur die Rein und Angewandte Mathe-

matik 71), e em 1872 (Journal f�ur die Rein

und Angewandte Mathematik 74), e por Borel,

em 1895 (Annales Scienti�ques de l'Ecole Nor-

mal Sup�erieure 12(3), e hoje �e conhecido como

o famoso Teorema de Heine-Borel: -\Se um

conjunto fechado de pontos sobre uma linha pode

ser coberto por um conjunto de intervalos de

modo que cada ponto do conjunto �e um ponto in-

terior de pelo menos um dos intervalos, ent~ao ex-

iste um n�umero �nito de intervalos com esta pro-

priedade de cobertura". �E importante destacar

que esse teorema foi estendido ao caso de conjun-

tos in�nitos incont�aveis, pelo matem�atico francês

Henri Lebesgue (1875-1941), em 1898.

13. Esse exemplo mostrou-se n~ao ser verdadeiro, pois,

erroneamente, Bolzano acreditou que a fun�c~ao

constru��da por ele era cont��nua, j�a que fora obtida

como um limite de fun�c~oes cont��nuas. (Ali�as, o

mesmo erro fora cometido por Cauchy, em 1823,

e Abel apresentou um contra-exemplo, em 1826.)

Um primeiro exemplo de uma fun�c~ao cont��nua

n~ao-deriv�avel foi dado por Riemann, em sua Ha-

bilitationsschrift, de 1854, escrito para fazer o

concurso de Privatdozent, na Universidade de

G�ottingen. Logo depois, em 1860, o matem�atico

su���co Charles Cell�erier (1818-1889) apresentou

um exemplo de fun�c~ao cont��nua n~ao-diferenci�avel

(na nota�c~ao atual): f(x) =
n=1P
n=1

a�n sen(anx),

onde a �e um n�umero grande e positivo. No

entanto, como esse exemplo de Cell�erier s�o

foi publicado em 1890 (Bulletin des Sciences

Math�ematiques 14(2)), o m�erito de encontrar

uma fun�c~ao cont��nua n~ao-deriv�avel se deve a

Weierstrass. Com efeito, em 18 de Julho de

1872, ele comunicou �a Academia de Berlim a

hoje famosa Fun�c~ao de Weierstrass: f(x) =
n=1P
n=1

bn cos(an�x), onde a �e um inteiro ��mpar

e b �e uma constante positiva menor do que um,

e de tal modo, que ab > 1 + 3�
2 .

�E interessante

destacar que Weierstrass comunicou esse exemplo

ao matem�atico francês Paul Du Bois-Reymond

(1831-1889), em 1874, e que o mesmo foi publi-

cado em 1875, no Journal f�ur die Rein und Ange-

wandte Mathematik 79.

14. Esse resultado foi claramente refutado pelo exem-

plo dado por Caychy, em 1829, de que a fun�c~ao

C(x) = e� 1
x2
, n~ao admitia desenvolvimento de

Taylor na vizinhan�ca de x = 0. �E curioso destacar

que Bolzano conhecia esse exemplo, conforme ele

pr�oprio se referiu no trabalho de 1831, publicado

na Miscellanea Mathematica.

15. �E oportuno observar que Bolzano n~ao usava

os termos n�umeros reais e sim express~oes-

n�umeros in�nitos mensur�aveis, conforme se

pode ver no artigo publicado na Miscellanea

Mathematica, em 1832, no qual tratou das

progress~oes geom�etricas.

16. A propriedade de conjunto in�nito, observada por

Bolzano, foi posteriormente usada por Dedekind,

em 1882, em sua de�ni�c~ao de conjunto in�nito, e

sua teoria desenvolvida em sua famosa mem�oria

intituladaWas sind und was sollen die Zahlen, es-

crita em 1887. Por outro lado, a id�eia de Bolzano

sobre a correspondência um-a-um entre conjun-

tos, base para o conceito de potência ou n�umero

cardinal de um conjunto, foi desenvolvida por

Cantor, numa s�erie de artigos publicados nas re-

vistas Mathematische Annalen e Journal f�ur die

Rein und Angewandte Mathematik, a partir de

1874.

17. Alguns desses trabalhos est~ao inclu��dos na obra

intitulada Schriften, composta de 5 Volumes,

publicada em Praga, entre 1930 e 1948.

18. A essas vari�aveis, Cauchy denominou-as de in-

�nitesimais. Com isso, Cauchy elucidou o con-

ceito de in�nitesimal apresentado por Leibniz e o

livrou das amarras metaf��sicas.

19. Para Cauchy, 1 n~ao signi�cava uma quantidade

�xa, mas alguma coisa inde�nidamente grande.

20. �E interessante observar que nas de�ni�c~oes de lim-

ite e continuidade de uma fun�c~ao, apresentadas

quer por Bolzano, quer por Cauchy, existem frases

inde�nidas, como, por exemplo, \torna-se e per-

manece menor do que uma dada quantidade"

e \t~ao pouco quanto quisermos". Assim, para

acabar com essas inde�ni�c~oes, Weierstrass apre-

sentou, em suas aulas na Universidade de Berlim,

a partir de 1859, a de�ni�c~ao usada at�e hoje: -

\ Uma fun�c~ao f(x) �e cont��nua em x = xo se

dado um n�umero positivo �, existe um � tal que,

para todo x no intervalo jx � xoj < �, ent~ao
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jf(x) � f(xo)j < �." Ainda para Weierstrass uma

fun�c~ao f(x) tem um limite L em x = xo, se F(xo)

= L.

21. Esta de�ni�c~ao de diferencial apresentada por

Cauchy, �e muito semelhante �a de�ni�c~ao de Leib-

niz, de 1684. Contudo, enquanto Leibniz de�niu

a diferencial em termos da tangente �a curva,

Cauchy a de�ne em termos da derivada.

22. Cf. Nota (1).

23. A nota�c~ao
RX
xo

f(x) dx para integral de�nida

foi introduzida por Fourier, em seu c�elebre livro

Th�eorie analytique de la chaleur (Teoria anal��tica

do calor), publicado em 1822.

24. Esse teorema signi�ca que: - \Se f (x) �e uma

fun�c~ao cont��nua no intervalo [a,b], ent~ao, existe

um valor � nesse intervalo, tal que:
R b
a
f(x) dx =

(b - a) f(�).

25. Cf. Nota (1).

26. Nesse trabalho, que foi publicado nos Commenta-

tiones Societatis Regiae Scientiarum Gottingen-

sis Recentiores 2 (1813), Gauss usou o teste

da raz~ao para demonstrar que a s�erie hiper-

geom�etrica F(�,�,
;x) (esta nota�c~ao foi apresen-

tada por ele nessa ocasi~ao):

F(�,�,
;x) = 1 + ��



x + ��(� + 1)(� + 1)

1:2
(
 + 1) x2 + ...

+ ��(� + 1)(� + 1):::(� + n � 1)(� + n � 1)
1:2:::(n � 1)
(
 + 1):::(
 + n � 1) xn + ...

,

converge para jxj < 1, diverge para jxj > 1; para

x = 1, ela converge se e somente se � + � < 
, e

para x = - 1 ela converge se e somente se � + �

< 
 + 1.

27. �E oportuno esclarecer que ao descuidar da

quest~ao da convergência uniforme, Cauchy come-

teu alguns erros com rela�c~ao ao rigor matem�atico.

Por exemplo, no Cours ele a�rmou que F(x) =
1P
n=1

un(x) �e cont��nua se a s�erie converge e un tamb�em�e

cont��nua; no R�esum�e, ele a�rmou que essa mesma

s�erie poderia ser integrada termo a termo, isto �e:R b
a
F(x) dx =

1P
n=1

R b
a
un(x) dx; e no Exercices de

math�ematiques 2 (Exerc��cios de matem�aticas 2),

de 1827, a�rmou que (em nota�c~ao atual):

@
@u

R b
a
f(x; u)dx =

R b
a

@f(x;u)
@u

dx.

No entanto, em 1853 (Comptes Rendus 36), Cau-

chy reconheceu a necessidade da convergência

uniforme para assegurar a soma de s�eries de

fun�c~oes cont��nuas. Por�em, apesar disso, per-

maneceu com a id�eia de que a mesma n~ao era

necess�aria para garantir a diferencia�c~ao e a inte-

gra�c~ao termo a termo das s�eries.

28. Esse trabalho foi publicado no Journal f�ur die

Rein und Angewandte Mathematik 1 (1826).

29. Hoje, o conceito de convergência uniforme �e

o seguinte: - \ A s�erie S(x) =
1P
1
un(x) converge

uniformente em um dado intervalo de x se, dado

qualquer �, ent~ao se existe um N tal que para

todo n > N, teremos: jS(x) �
1P
1
un(x)j < �".

30. A descoberta desse fato surpreendente foi comu-

nicada por Abel, em carta escrita de Paris, em

16 de Janeiro de 1826, ao seu antigo professor, o

matem�atico norueguês Berndt Michael Holmb�oe

(1795-1850).

31. Esse trabalho foi publicado nos Abhandlungen

der K�oniglich Preussischen Akademie der Wis-

senschaften zu Berlin (1837).

32. A no�c~ao de convergência uniforme tamb�em foi uti-

lizada pelo f��sico e matem�atico inglês Sir George

Gabriel Stokes (1819-1903), em 1848 (Transac-

tions of the Cambridge Philosophical Society 85),

e pelo matem�atico alem~ao Philipp Ludwig von

Seidel (1821-1896), em 1847/1849 (Abhandlungen

der K�oniglich Bayerischen Akademie der Wis-

senschaften (M�unchen)). Esses dois matem�aticos

demonstraram que se a soma de uma s�erie de

fun�c~oes cont��nuas �e descont��nua em xo, ent~ao ex-

istem valores de x pr�oximos de xo para os quais a

s�erie dada converge arbitr�aria e suavemente. Ape-

sar disso, esses matem�aticos n~ao se referiram so-

bre a necessidade desse conceito para justi�car a

diferencia�c~ao e a integra�c~ao termo a termo das

s�eries.

33. Nesse trabalho (Journal f�ur die Rein und Ange-

wandte Mathematik 71 (1870)), Heine enfatizou

a importância da convergência uniforme ao es-

tudar a convergência das s�eries trigonom�etricas.

Provavelmente Heine tomou conhecimento dessa

importância com Cantor, quando este visitou

Halle, em 1867, cidade em que Heine era profes-

sor.
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34. Nesse trabalho (Sitzungsberichte der K�oniglich

Preussischen Akademie der Wissenschaften zu

Berlin (1885)), Weierstrass demonstrou que qual-

quer fun�c~ao cont��nua em um intervalo fechado

do eixo real pode ser representada, nesse inter-

valo, por s�eries de polinômios absoluta e uni-

formemente convergentes.

35. O primeiro trabalho sobre condu�c~ao de calor

em uma barra met�alica foi realizado pelo f��sico

francês Jean Baptiste Biot (1774-1862), em 1804,

ocasi~ao em que fez a distin�c~ao entre condu�c~ao

interna e radia�c~ao externa. Esse trabalho, con-

tudo, apresentava uma grande di�culdade pois a

equa�c~ao diferencial proposta por Biot - d2v - k

v dx = 0 -, n~ao representava um modelo f��sico

adequado para tratar o problema da condu�c~ao do

calor, j�a que n~ao levava em considera�c~ao o tempo.

Essa di�culdade foi contornada por Fourier, no

trabalho de 1807, conforme vimos.

36. Quando Fourier tornou-se secret�ario da Academia

Francesa de Ciências, em 1824, decidiu publicar,

nesse mesmo ano, seu trabalho de 1811, nas

M�emoires de l'Acad�emie des Sciences de l'Institut

de France (1819-1820).

37. O m�etodo de Fourier de desenvolver uma

fun�c~ao em s�erie trigonom�etrica foi usado pelo

matem�atico francês Sim�eon Denis Poisson (1781-

1840), por volta de 1815, na solu�c~ao de alguns

problemas de condu�c~ao do calor. Em trabalhos

posteriores, nos quais tratou outros tipos desses

problemas, Poisson usou, al�em do desenvolvi-

mento em s�erie de Fourier, o desenvolvimento

em polinômios de Legendre e em harmônicos de

Laplace; esses trabalhos foram reunidos posterior-

mente no livro intitulado Th�eorie math�ematique

de la chaleur (Teoria matem�atica do calor) e pub-

licado por Poisson, em 1835.

38. Essas express~oes, s~ao:

an =
1

�

Z �

��

f(x) cos(nx) dx

e

bn =
1

�

Z �

��

f(x) sen(nx) dx ; n � 1 :

39. Nesse trabalho, Cauchy desenvolveu a t�ecnica da

integral de Fourier ao resolver problemas relacio-

nados a equa�c~oes da hidrodinâmica, tais como:
@2q

@x2
+ @2q

@y2
= 0, em que q foi posteriormente de-

nominado de potencial velocidade. Sem nen-

huma explica�c~ao, Cauchy escreveu que: q(x,y) =

R
1

o
cos(mx) e� ym f(m) dm, onde f(m) era ar-

bitr�aria; para determin�a-la, escreveu que: q(x,0)

= F(x) =
R
1

o
cos (mx) f(m) dm. Com isso, Cau-

chy mostrou que: f(m) = 2
�

R
1

o
cos (mu) F(u)

du. Com este valor, Cauchy obteve o seguinte

resultado:

F(x) = 2
�

R
1

o

R
1

o
cos (mx) cos (mu) F(u) du dm

.

Desse modo, vê-se que Cauchy n~ao s�o encon-

trou a integral-dupla de Fourier de uma fun�c~ao,

bem como a maneira de determinar a sua inversa.

(Na linguagem de hoje, diz-se que Cauchy obteve

tanto a transformada quanto a anti-transformada

de Fourier de uma dada fun�c~ao.) Registre-se que

esse artigo foi publicado no Nouveau Bulletin de

la Soci�et�e Philomatique de Paris (1817).

40. Esse trabalho foi publicado nas M�emoires de

l'Acad�emie des Sciences de l'Institut de France

(2) 1 (1816). (Observe-se que, por ser membro

da Academia Francesa, Poisson n~ao concorreu ao

prêmio de 1816.)

41. Dirichlet interessou-se pelas s�eries trigonom�etricas,

depois de conhecer Fourier durante sua estada em

Paris, no per��odo de 1822 a 1825.

42. Esse trabalho foi publicado no Journal f�ur die

Rein und Angewandte Mathematik 4 (1829).

43. Para publicar esse trabalho, Dirichlet escolheu o

Repertorium der Physik, uma revista cient���ca,

especialista em artigos de revis~ao sobre F��sica-

Matem�atica, na qual seu amigo Jacobi tamb�em

colaborava.

44. �E interessante observar que Dirichlet deu outras

contribui�c~oes ao desenvolvimento do C�alculo, es-

tudando problemas de Mecânica. Por exemplo,

em 1839, ao determinar a atrac�c~ao gravitacional

entre um elips�oide e massas pontuais colocadas

fora e dentro do mesmo, Dirichlet desenvolveu um

m�etodo para calcular integrais m�ultiplas baseado

no chamado fator de descontinuidade. Por outro

lado, em 1846, ao tratar o problema da estabili-

dade do sistema solar, criticou a solu�c~ao apresen-

tada por Laplace (e aceita por Poisson), qual seja,

o abandono (sem justi�cativa) de termos acima

da segunda ordem nas expans~oes em s�eries uti-

lizadas por esses matem�aticos, ao tratarem aquele

problema. Assim, Dirichlet evitou esse artif��cio

analisando a energia do sistema solar. Por �m,
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em 1852, ao estudar o movimento de uma es-

fera em um 
uido incompress��vel, foi o primeiro

a fazer uma integra�c~ao exata das equa�c~oes da

Hidrodinâmica, tema, ali�as, que ocupou a mente

de Dirichlet at�e sua morte, em 1859. Esses

�ultimos trabalhos de Dirichlet foram editados por

seu aluno Dedekind.

45. �E oportuno notar que devido �a praxe (pelo menos

nas universidades alem~aes) requerida para um

Concurso de Habilita�c~ao para ser Privatdozent,

o candidato deveria apresentar al�em da tese (Ha-

bilitationsschrift), mais três poss��veis temas

para o Habilitationsvortrag. Gauss, membro

da Banca Examinadora, escolheu o tema intit-

ulado �Uber die Hypothesen, welche der Geome-

trie zu Grunde liegen (Sobre as Hip�oteses nas

quais se Fundamentam a Geometria) no qual Rie-

mann aplicou o m�etodo de Gauss (proposto em

1827 para estudar as superf��cies curvas) ao es-

tudo do espa�co tridimensional geral, focalizando

sua aten�c~ao na m�etrica e nas propriedades de

curvatura do espa�co. Esse trabalho, que foi

lido no dia 10 de Junho de 1854 na Universi-

dade de G�ottingen (e somente publicado em 1868,

no Abhandlungen der K�oniglichen Gesellschaft

der Wissenschaften zu G�ottingen 13), tornou-se

famoso pois nele est�a o conceito de m�etrica (na

nota�c~ao atual): ds2 = g��dx
�dx�.

46. A condi�c~ao de integrabilidade de Riemann foi

discutida em 1875 pelos matem�aticos, o francês

Gaston Darboux (1842-1917) e o inglês Henry

John Stephen Smith (1826-1883). Com efeito,

no artigo publicado nos Annales Scienti�ques de

l'Ecole Normale Sup�erieure 2, Darboux demon-

strou que uma fun�c~ao limitada seria integr�avel

em [a,b] se, e somente se, as descontinuidades

de f(x) nesse intervalo constituirem um conjunto

de medida nula. Por sua vez, no artigo publi-

cado nos Proceedings of the London Mathemat-

ical Society 6, Smith deu o primeiro exemplo de

uma fun�c~ao n~ao integr�avel no sentido de Riemann

que, contudo, apresentava um conjunto de de-

scontinuidades \raro". �E oportuno ressaltar que

a teoria da integra�c~ao de Riemann foi extendida

a fun�c~oes de duas vari�aveis por Karl J. Thomae

(1840-1921), em 1876, em trabalho publicado no

Zeistschrift f�ur Mathematik und Physik 21, e que

esse mesmo conceito foi completado por Lebesgue,

no S�eculo XX, conforme veremos quando tratar-

mos da Crônica desse s�eculo.

47. Nos trabalhos publicados no Journal f�ur die

Rein und Angewandte Mathematik 72 (1870); 73

(1871), Cantor demonstrou que se uma fun�c~ao

f(x) �e representada por uma s�erie trigonom�etrica

convergente para qualquer valor de x (ou mesmo

para um n�umero �nito de valores), ent~ao n~ao ex-

iste nenhuma outra s�erie que convirja da mesma

maneira. No artigo publicado, em 1872, no Ma-

thematische Annalen 5, Cantor extendeu os re-

sultados obtidos anteriormente para o caso onde

um conjunto in�nito de valores excepcionais de x

�e ainda considerado. Destaque-se que com esses

artigos, Cantor iniciou a terceira fase da arit-

metiza�c~ao da An�alise. As duas primeiras, con-

forme vimos, foram iniciadas por Bolzano (1817)

e por Weiertrass (1861). Ainda deve ser desta-

cado que foi no artigo de 1872 que Cantor iniciou

sua famosa Teoria dos Conjuntos.

48. Em 1873 (Nachrichten von der K�oniglichen

Gesellschaft der Wissenschaften zu G�ottingen),

Du Bois-Reymond mostrou que uma fun�c~ao

cont��nua no intervalo (- �; �), pode ser repre-

sentada por uma s�erie de Fourier que n~ao con-

verge em um particular ponto desse intervalo.

Em 1876 (Abhandlungen der K�oniglich Bayerisch

Akademie der Wissenschaften (M�unchen) 12),

ele demonstrou que qualquer s�erie trigonom�etrica

que converge para uma dada fun�c~ao f(x) em [-

�; �], sendo esta integr�avel num sentido mais

geral do que o de Riemann, ent~ao essa s�erie deve

ser necessariamente uma s�erie de Fourier. Por

�m, no trabalho de 1883 (Mathematische Annalen

22), ele demonstrou que qualquer s�erie de Fourier

de uma dada fun�c~ao, integr�avel segundo Rie-

mann, pode ser integrada termo a termo, mesmo

que aquela s�erie n~ao seja uniformemente conver-

gente. Note-se que esses trabalhos sobre a s�erie de

Fourier permitiram completar o famoso teorema

demonstrado pelo matem�atico francês Marc An-

toine Parseval des Chênes (1755-1836), em 1799.

Assim, se f(x) e [f(x)]2 s~ao integr�aveis segundo

Riemann no intervalo [- �; �], ent~ao:
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[f(x)]2dx = 2a2o +
1P
n=1

(a2n + b2n) ,

onde an e bn s~ao, respectivamente, os coe�cientes

de Fourier de f(x). �E oportuno destacar que em-

bora o m�etodo de Parseval (desenvolvido para

somar s�eries) envolva s�eries trigonom�etricas, ele

nunca procurou determinar express~oes gerais para

esses coe�cientes.


