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Esta Crénica mostra como se desenvolveu o que hoje conhecemos como Céalculo Diferen-

cial e Integral. Nesta quarta parte, estudaremos o desenvolvimento desse Calculo devido
aos trabalhos realizados por matematicos do Século XVIII, principalmente os de Euler,

d’Alembert, Lagrange, Laplace e Legendre.

This Chronicle shows how was developped that today means Integral and Differential
Calculus. In this fourth part, we will study the development of this Calculus due to the
work by mathematicians of XVIII Century, principally the Euler’s, d’Alembert’s, Lagrange’s,

Laplace’s and Legendre’s ones.

PALAVRAS-CHAVE: Calculo Diferencial, Célculo Integral, Calculo das Variagoes.

I vimos como

Nas tres primeiras partes da Cronica,
se desenvolveu o Célculo Diferencial e Integral
desde a Antiguidade até os trabalhos dos matematicos,
o inglés Sir Tsaac Newton (1642-1727) e o alemao Got-
tfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) e de seus contem-
poraneos, principalmente os dos irmaos suicos James
(Jakob, Jacques) Bernoulli (1654-1705) e John (Jo-
hann, Jean) Bernoulli (1667-1748), e o francés Marqués
Guillaume Frangois Antoine de I’'Hopital (1661-1704).
Nesta quarta parte,? estudaremos os trabalhos que se
seguiram aos desses matematicos durante o decorrer do

Século XVIII.

Segundo vimos nas Cronicas anteriores,® no final do
Século XVII o Calculo apresentava dois enfoques: o
newtoniano e o leibniziano, que se baseavam em con-
ceitos bastante diferentes. Com efeito, o calculo new-
toniano (de estilo geométrico) tinha como fundamento
o conceito de luxoes, introduzidas por meio de razoes
“primeiras” ou “dltimas” de quantidades nascentes ou
evanescentes, que nao eram necessariamente infinita-
mente pequenas, isto é, infinitesimais. De outro lado,
o célculo leibniziano (de estilo analitico) baseava-se

em diferenciais que representavam diferencas entre

dois valores de uma quantidade que estao infinitamente
préximos um do outro. Esses infinitesimais, no entanto,
satisfaziam a certas regras.* Em vista disso, era natural
que se questionasse sobre o significado das “primeiras”
ou “ultimas” razoes newtonianas e, também, dos “in-
finitesimais” leibnizianos. Além disso, estabeleceu-se,
também, uma polémica para saber quem havia inven-

tado o Calculo.

Em trés trabalhos escritos entre 1694 e 1696,°
o médico e geometra holandés Bernard Nieuwentijt
(1654-1718) criticou a imprecisdo na defini¢ao das quan-
tidades nascentes ou evanescentes de Newton e a falta
de clareza, também, na conceituacao das diferenciais
de ordem mais alta que a primeira, consideradas por
Leibniz.® Em 1699, o matematico suico Nicholas Fatio
de Duillier (1664-1753) enviou um trabalho 4 Royal
Society no qual criticou Leibniz, acusando-o de haver
plagiado Newton. Leibniz defendeu-se em varias pub-
licacdes.” Por volta de 1701, o matemético francés
Michel Rolle (1652-1719) criticou o método dos in-
finitesimais apresentados por I’Hopital, no livro Analyse
des Infiniments Petits (Andlise dos Infinitamente Pe-

quenos), de 1696.% Por sua vez, no Philosophical Trans-
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actions de 1708, o matematico inglés John Keill (1671-
1721) publicou um artigo em defesa de Newton.

Apesar da polémica sobre quem de fato havia in-
ventado o Célculo, este foi divulgado (e, em alguns ca-
sos, com novas contribui¢des ao seu desenvolvimento)
por partidarios, quer de Newton, quer de Leibniz,
tanto na Inglaterra quanto na Europa continental. Ve-
jamos, inicialmente, o que ocorreu na Inglaterra. Neste
pais, alguns matematicos ingleses prosseguiram e de-
senvolveram o calculo newtoniano, usando sua simbolo-
gia, notacao e, principalmente, seu carater geométrico.
Assim, o matemético inglés Roger Cotes (1682-1716)°
no livro Harmonia Mensurarum, publicado em 1722,
ap6s sua morte, tratou basicamente da integracao de
fracoes racionais, usando a decomposicao em fatores
quadraticos da forma x” - 1, assim como aplicou o
caleulo as funcdes logaritmo e trigonométrica.'? Ainda
nesse livro, Cotes incluiu um trabalho publicado na
Philosophical Transactions of the Royal Society 29, de
1714, no qual usou pela primeira vez (na linguagem at-
ual) a relagao In (cos 6 + i sen 6) = i0.11

Ainda na Inglaterra, o matematico Brook Taylor
(1685-1731) publicou, em 1715,% o livro intitulado Me-
thodus Incrementorum Directa et Inversa (Métodos Di-
reto e Inverso de Incrementagdes) no qual apresentou
uma técnica para tratar as diferencas finitas, no estilo
do método newtoniano das fluxoes. Esse livro tornou-
se muito conhecido por conter a famosa férmula de

Taylor (em notagao atual):13

f(x + a) = f(a) + O(a)x + ()% + ..+ (2) 27 +

n!

E oportuno registrar que férmulas analogas a essa
j4 haviam sido encontradas antes.!® Por exemplo, o
matematico escocés James Gregory (1638-1675), em
1670, em carta escrita ao matematico inglés John
Collins (1625-1683) e, independentemente, Newton no
Livro IIT de seu Principia, publicado em 1687, en-
contraram a hoje conhecida férmula de Gregory-

Newton:
_ A B(E 1) \2
fla + h) = f(a) + zAf(a) + —=s5—A fla) + ... .

Por seu lado, na Acta FEruditorum de 1694, John
Bernoulli obteve, também, um resultado analogo ao de
Taylor - a conhecida série de Bernoulli: [y dx =
VX - g—? g—i + g—? ji—z - ... 1% Ainda no Methodus, Tay-
lor tratou da corda vibrante,'® para a qual obteve sua
equacao de movimento, bem como resolveu-a admitindo
que sua forma era senoidal e, desse modo, encontrou a

frequéncia fundamental de sua vibracao.
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Ao contrario do que ocorreu na Inglaterra, onde o
calculo newtoniano foi mais difundido e desenvolvido,
conforme vimos acima, na Europa continental, aconte-
ceu o inverso, isto é, foi o calculo leibniziano que re-
cebeu malor atencao. Por exemplo, na Franca, além
de I'Hopital'” e Varignon (ja referidos), o cientista
e escritor frances Bernard Le Bovier de Fontenelle
(1657-1757) também divulgou o trabalho de Leibniz.!®
Na Itédlia, o calculo leibniziano foi desenvolvido pe-
los mateméticos italianos Guido Grandi (1671-1742),°
Gabriele Manfredi (1681-1761), e os Condes, Giulio
Carlo de’Toschi di Fagnano (1682-1766)?° e Jacopo
Francesco Riccati (1676-1754).%2

A essas contribuicoes dos matematicos franceses e
italianos para o desenvolvimento do calculo leibniziano,
acrescentem-se também contribuicoes dos matematicos
suicos. Com a morte de James Bernoulli, em 1705,
a catedra de Matematica da Universidade de Basiléia
antes ocupada por ele, passou a ser regida por seu irmao
John. Em torno da mesma, este reuniu alunos que se
tornaram matematicos brilhantes, como seu sobrinho
Nicholas IT (1687-1759),%% seus filhos Nicholas ITI (1695-
1726)?3 e Daniel (1700-1782),%* além de Hermann e Eu-

ler, estes dois ultimos ja referidos.

Muito embora esses matematicos suicos hajam con-
tribuido relevantemente para o desenvolvimento do
Calculo, fo1 Fuler quem comecou a dar uma base
conceitual rigorosa para essa disciplina. Apresentou
as primeiras idéias sobre os conceitos de funcao e
de limite, importantes para transformar o calculo
newtoniano-leibniziano, baseado em variaveis, infinites-
imais e razoes ultimas, para uma teoria de funcoes e
suas derivadas. Essa teoria tornou-se conhecida com
o nome de Andlise. Para essa transformacao, con-
tribuiram muitos matematicos, além, é claro, de Euler,

segundo veremos a seguir.

Conforme vimos no inicio deste trabalho, o Calculo
newtoniano-leibniziano foi muito criticado, principal-
mente sobre o significado das “fluxces” newtonianas e
dos “infinitesimais” leibnizianos, sobretudo nos trabal-
hos de Nieuwentijt (1694-1696), Duillier (1699) e Rolle
(1701). Mais tarde, em 1734, o filésofo e cientista
anglo-irlandés, o Bispo George Berkeley (1685-1753)
publicou o livto The Analyst (O Analista)*® no qual
criticou, também, aqueles conceitos utilizados por New-
ton e Leibniz no desenvolvimento do Calculo. A base
de sua critica, afirmava haver uma contradicao no uso

dos “infinitesimais”, uma vez que, em certos calculos,
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primeiramente eram considerados diferentes de zero e,
logo depois, tomados como nulos. Ainda nesse livro,
Berkeley criticou a falta de clareza ao ser considerado
a razdo (primeira ou iltima) dessas quantidaes. Con-
tudo, no livro, a maior critica de Berkeley feita aos
matematicos que usavam aquele calculo, referia-se ao
fato de que eles agiam indutivamente ao invés de dedu-
tivamente.

A publicacao do livro de Berkeley motivou alguns
matematicos ingleses a sair em defesa de Newton. As-
sim, ainda em 1734, James Jurin (1684-1750) pub-
licou o livro Geometry, No Friend to Infidelity no
qual afirmou que o conceito de fluxao era bem claro
para os versados em Geometria.?® Por seu lado, Ben-
jamin Robins (1707-1751) no livro publicado em 1735
e intitulado A Discourse Concerning the Nature and
Certainly of Sir Isaac Newton’s Method of Fluzions
and of Prime and Ultimate Ratios defendeu a 1déia
de fluxao, porém considerou que as razoes primeira e
dltima como apenas uma explicacao. Contudo, tanto
Jurin quanto Robins repudiaram os infinitesimais e ten-
taram introduzir o conceito de limite para tratar dessas
“razdes” > Também o escocés Maclaurin respondeu as
criticas de Berkeley no livro Tratado das Fluxoes,
publicado em 1742, e j& referido neste trabalho.?® No
livro, Maclaurin refor¢ou a convicgao dos matematicos
ingleses de que o Calculo deveria ser tratado basica-
mente por métodos geométricos.

Uma nova critica ao calculo newtoniano-leibniziano
foi a feita por Euler, principalmente no seu aspecto
geométrico. Assim, procurou desenvolver esse Calculo
por intermédio de manipulagoes algébricas, conforme se
pode ver em seus livros: Introductio in Analysin Infini-
torum (Introdugdo a Andlise dos Infinitos), de 1748, In-
stitutiones Calculi Differentialis (Livros sobre Cdlculo
Diferencial), de 1755, e Institutiones Calculi Integralis
(Livros sobre Cdleulo Integral), de 1768-1770. O Intro-
ductio era composto de 2 volumes. O primeiro volume
comega com o estudo de séries (numéricas, de poténcia,
recorrentes e de Taylor), fra¢des continuas?® e teoria dos
nimeros. Em segnida, definiu as funcdes®® logaritmo,
exponencial e trigonométrica por intermédio de séries
de poténcias.®' O segundo volume trata da Geometria
Analitica plana e espacial, com uma discussao sobre as
curvas algébricas e transcendentais.

No Institutiones de 1755,3? Euler afirmou que os in-
finitesimais (quantidades infinitamente pequenas) nao
existiam, e que as quantidaes menores do que qualquer

quantidade finita sao nulas. Portanto, os infinitesimais

(por exemplo: dx e dy) sdo todos iguais a zero, mas,
alertou Euler, eles podem apresentar uma razao finita,
uma vez que sendo 0.n = 0, entao % = n, para qual-
quer n. Desse modo, para Euler, o ponto fundamental
do Calculo era encontrar a maneira mais conveniente
de obter a razdo entre os zeros (e nao os préprios ze-
ros), pois a mesma representava a diferencial de uma
fun¢do.?® Ainda nesse livro, Euler estudou um caso par-
ticular do Calculo por intermédio das diferencas finitas,
usou a série de Taylor para encontrar o extremo de f(x)

e deduziu a condigao necessaria para que a funcao z =
8%z __ 9%z 34
dxdy — Oydx’

outros matematicos

f(x,y) seja uma diferencial exata, isto é:

Diferentemente de FEuler,
achavam que a questdo fundamental (“metafisica”) do
Calculo nao se relacionava nem com as fluxces newto-
nianas, nem com os infinitesimais leibnizianos e nem
com os zeros eulerianos, e sim, com o processo de cal-
cular limites. Assim, além de Jurin (1734) e de Robins
(1735), conforme ja vimos, d’Alembert também de-
fendeu, desde 1754, o uso de limites para prover o fun-
damento do Caélculo (“metafisica do Célculo”). Com
efeito, nesse ano de 1754, d’Alembert escreveu o ver-
bete sobre Diferencial (que foi publicado no Volume 4
da Encyclopédie (Enciclopédia)),®® no qual afirmou que
“a derivagao de uma equacao consiste simplesmente em
encontrar o limite da razao entre diferencas finitas de
duas varidveis incluidas nessa mesma equagao”. (Na
linguagem atual, isso significa que: Z—i = Aliino %.)
Mais tarde, em 1765, d’Alembert escreveu o verbete
sobre Limite para a Encyclopédie.®®

Apesar de o conceito de limite visto acima represen-
tar mais um passo para o desenvolvimento do Calculo,
ele apresentava um sério problema pela falta de clareza
em sua definicao, ja que para d’Alembert e Robins, a
variavel nao atinge o limite, enquanto que para Jurin,
em alguns casos, ela o alcanca. Uma outra dificuldade
para aquele desenvolvimento, relacionava-se ao conceito
de func¢ao pois, conforme vimos, o mesmo referia-se
a formulas e tal conceituacdo era insuficiente para re-
solver certos problemas, como, por exemplo, o de sis-
temas (cordas e hastes) vibrantes.3”

O primeiro sistema vibrante a ser estudado foi a
corda vibrante, e o estudo da mesma foi realizado pela
primeira vez, em 1713, independentemente, por Taylor
e Sauveur, e depois por Hermann, em 1716, segundo ja
falamos. Além de cordas, hastes vibrantes comecaram
a ser analisadas a partir de 1727, por Euler3® por
John Bernoulli,3 e por seu filho Daniel, este, a partir
de 1732.*Y Contudo, com os trabalhos de d’Alembert,
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também sobre cordas vibrantes, comecou uma grande
polémica entre esses matematicos, provocada pelo con-

ceito de funcao, segundo veremos a seguir.

Em dois trabalhos realizados em 1746,*! e apresen-
tados & Academia de Ciéncias e Letras de Berlim em
1747, d’Alembert deduziu a equacao diferencial par-
cial da corda vibrante (na notagao atual): % =
a’ ﬁgxﬁ—’tl, onde a? = %, sendo T a tensdao na corda e
o sua massa por unidade de comprimento. Para essa
equacao, d’Alembert encontrou uma solucao da forma
y(x,t) = % [f(x + at) + f(x - at)], com f(x) (= y(x,0))
sendo uma “funcao arbitraria”, representando a posicao
inicial (t = 0) da corda. A polémica que se seguiu a essa
solugao foi a de saber se toda a posicao inicial da corda
podia ser descrita pela “fun¢do” f(x). Contudo, até o
Século XVIII, o conceito de funcao ainda nao estava
bem entendido. Nessa época, segundo ja relatamos, o
conceito de funcao referia-se a férmulas, isto é, uma
relagao entre y e x sé podia ser chamada de funcao se
pudesse ser expressa por uma férmula. Desse modo,
nao estava claro se qualquer posicao inicial da corda

poderia ser descrita por uma férmula.

trabalhos de

d’Alembert sobre a corda vibrante, Euler escreveu seu

Ao tomar conhecimento dos
préprio trabalho e apresentou-o & Academia de Berlim
em 16 de Maio de 1748.%% Nesse trabalho, Euler demon-
strou que se a forma inicial da corda fosse periddica,
y(x,0) = > A, sen "FE,

entao todos os possivels movimentos posteriores da

isto é (na notacao atual):

corda também seriam periddicos (também na notagio

de hoje): y(x,t) = > Ap sen 2ZE cos n;at.

tanto, nessa solu¢ao, Euler nao informou se o somatério

No en-

envolvia um nimero finito ou infinito de termos, apesar
de ele ja considerar a idéia da superposicao de modos
vibracionais. Logo depois, em 1750,%3 d’Alembert ap-
resentou um novo trabalho & Academia de Berlim no
qual voltou ao problema da corda vibrante, corrobo-
rando suas 1déias a respeito do mesmo, porém, afirmou,
sem demonstrar, que o tempo de vibracao da corda era

independente de sua forma inicial.
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As solugoes encontradas por d’Alembert e por Eu-
ler, referidas acima, apresentavam um impasse uma vez
que, enquanto Euler admitia que a posi¢ao inicial da
corda poderia ser nao-analitica, d’Alembert sé consid-
erava tal posicao como analitica. Para complicar mais
essa situacao, depois de ler os trabalhos de d’Alembert
(1746) ¢ de Euler (1749), Daniel Bernoulli apresentou

3,* uma outra solucao

a Academia de Berlim, em 175
para essa questao polémica. Tendo em vista resultados
que havia obtido anteriormente, Daniel considerou que
todos os modos de vibracao da corda poderiam existir
simultaneamente e, portanto, tanto a posi¢ao inicial da
corda, quanto as demais posi¢oes seriam representadas
por uma série infinita de funcdes trigonométricas.*’
Essa solucao foi contestada por Euler em trabalho co-
municado a essa mesma Academia, ainda em 1753,%°
no qual demonstrou que “fungoes arbitrarias” eram
capazes de representar “todas as curvas da corda” e
vice-versa. Desse modo, afirmou que a funcao y =
é(x + at) + ¢(x — at), com ¢ e ¢ arbitrdrias,
seria uma solucao da equacgao da corda vibrante.

Uma primeira tentativa para resolver essa polémica
foi apresentada por Lagrange, em 175947 em ar-
tigo no qual tratou do problema relacionado & na-
tureza e propagacao do som. Utilizando-se de técnicas
matematicas empregadas na solucao desse problema,
Lagrange aplicou-as ao problema da corda vibrante e
concluiu que de um modo bastante geral, as funcoes
arbitrarias de Euler poderiam ser representadas pelas
séries trigonométricas de Daniel Bernoulli. Ao rece-
ber criticas de Euler, Daniel e d’Alembert, em car-
tas trocadas ainda em 1759, Lagrange concentrou-
se no problema da corda vibrante nos anos de 1760

e 1761.

artigo,*® no qual apresentou uma solucao diferente para

Em consequéncia disso, preparou um novo

a equacao diferencial da corda vibrante. Usando al-
guns artificios matematicos, como, por exemplo, mul-
tiplicando essa equacao por uma funcao desconhecida,
Lagrange transformou-a em duas equacoes diferenciais
ordindarias, e ao resolvé-las, obteve a solucao final da

corda vibrante (em notacdo atual):

y(et) = 3 [fx + at) + f(x - at) - [77 gz) dx + [77" g(a) dx],

o
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onde f(x) = y(x,0) e g(x) = (6—3%20. Desse modo, con-

forme Lagrange demonstrou, a solu¢ao concordava com
a de d’Alembert.

Apesar dessa solucao, a polémica sobre a corda vi-
brante continuou pelo restante do século XVIII, e sé foi
resolvida com os trabalhos dos matematicos, os france-
ses Cauchy e Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
e os alemaes Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-
1866) e Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) so-
bre continuidade e diferenciabilidade de funcoes, real-
1izadas no século XIX, conforme veremos na proéxima
Cronica.

Depois dessa rapida discussao sobre o problema da
corda vibrante, voltemos as contribui¢oes de Euler para
o desenvolvimento do Calculo. Até aqui, vimos algumas
dessas contribuicoes reunidas por Euler nos livros In-
troductio, de 1748, e Institutiones, de 1755. Agora, ve-
jamos as do livro Institutiones Calculi Integralis, com-
posto de 3 volumes. No Volume I, editado em 1768,
Euler sistematizou varios trabalhos nos quais desen-
volveu métodos de solucao para resolver equacoes difer-
encials ordinarias lineares de coeficientes constantes,
como o ainda hoje famoso método do fator inte-
grante, descoberto em 1734,%*° para resolver equacdes
de primeira ordem, assim como o método geral de re-
solver equacoes diferenciais ordinarias de coeficientes
constantes de ordens mais altas e homogéneas, obtido
no trabalho de 1743,°% e nio-homogéneas, encontrado
no artigo de 1750,° acrescido de uma discussio sobre
a distingao entre soluctes particulares e gerais, dessas
mesmas equacdes.”” Ainda nesse Volume I, Euler de-
screveu alguns métodos especiais de integracao, mais
tarde conhecidos como integrais eulerianas® e in-
tegrais elipticas. Estas, conforme vimos na nota 20,
surgiram no estudo da retificacdo de certas curvas (por
exemplo: elipse, hipérbole, cicléide e lemniscata), e os
primeiros trabalhos sobre as mesmas foram realizados
pelos irm&os James®® e John Bernoulli®® e por Giulio
Carlo di Fagnano.?®

Quando o Produziont matematiche, de di Fagnano,
foi recebido pela Academia de Berlim, em 1751, Euler
foi solicitado a emitir sua opiniao sobre o mesmo e, rap-
idamente, percebeu a importancia de seu conteido para

a integracao de equagoes diferenciais envolvendo radi-

cais. Assim, comecou uma série de trabalhos sobre esse
assunto, que foram comunicados a Academia Petropoli-
tana, entre 1756 e 1759.57 Nesses trabalhos, Euler de-
duziu um resultado importante, hoje conhecido como
o Teorema da Adicao das Integrais Elipticas:
f \/de(—x) = \/dRy(—y), onde R(z) = Az* + Bz® +

Cz2 + Dz 4+ E, sendo que cada uma dessas inte-

grais é dada por arcos de conicas ou lemniscata. No en-
tanto, essa descoberta de Euler - feita quase por acaso
- permitiu-lhe comparar nao apenas os arcos de conicas

ou lemniscata, mas, também, arcos de curvas transcen-
P(z)de

O
fung¢ao racional e R(x) continua sendo a raiz quadrada

dentais dadas pela integral [ onde P(x) é uma

de um polinémio do quarto grau.

Contudo, essa descoberta de Euler sobre as integrais
elipticas apresentava dificuldades, pois se restringia
apenas a consideracoes geométricas, segundo o proprio
Euler destacou no Volume I de Integralis. O estudo
analitico dessas integrais foi feito por Legendre, numa
série de pesquisas realizadas entre 1768 e 1826. Por
exemplo, em 1786,°® Legendre reuniu seus primeiros
trabalhos sobre a integracao de arcos elipticos, nos
quais obteve um método geral para resolver as inte-

. P(z)de d . ~ .
grals f R(CL‘) , usando aproximagcoes, asslin coimo ap-

resentou uma nova demonstracio para o Teorema de
Landen.® Logo depois, em 1793, preparou o trabalho
intitulado Mémoires sur les transcendantes elliptiques
(Memdrias sobre as elipticas transcendentais), no qual
propos comparar e classificar todas as funcoes desse
tipo, reduzi-las a uma forma mais simples, e calcula-las
da maneira mais facil através de aproximacoes. Novos
resultados sobre essas “func¢oes” foram apresentados
por Legendre no Volume I de seu Ezercices de calcul
wntégral, editado em 1811, inclusive as representacoes
trigonométricas das integrais elipticas, as hoje famosas
integrais elipticas de primeira, segunda e ter-
ceira espécies.? Por fim, um estudo completo das in-
tegrais elipticas (contendo, inclusive, tabelas das mes-
mas) foi apresentado por Legendre no célebre Traité
des fonctions elliptiques ( Tratado das fungoes elipticas),

obra em dois volumes, publicados em 1825 e 1826.51

No Volume II do Integralis, editado em 1769, Fu-

ler continuou tratando de equacoes diferenciais, em es-
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pecial, a hoje conhecida equacao diferencial hiper-

geométrica:®?

x(l-x)f;—z + [e = (a +

para a qual apresentou a seguinte série-solucio:%3

_ a.b a(a+1)b(b+1) 2
y=14+ 322 + oo @

Por fim, no VolumeIll do Integralis, publicado em 1770,
Euler desenvolveu alguns trabalhos sobre equacoes em
derivadas parciais e sobre o Célculo das Variagoes, se-
gundo veremos a seguir.

Conforme vimos anteriormente, Euler lidou com
equacoes em derivadas parciais ao tratar o problema
da corda vibrante, entre as décadas de 1720 e 1750.5%
Porém, esse tipo de problema sé envolvia equacoes em
derivadas parcials com uma variavel espacial e uma
temporal, ou seja, os deslocamentos da corda eram da-
dos pela fungio y(x,t). Em 1759,% Euler preparou um
trabalho no qual comegou a estudar as vibracoes de
membranas retangulares e circulares. No caso das cir-
culares, ao usar coordenadas polares, obteve a seguinte

=a A3 1. 1 8% 8% 1 8z 1 8%
equacao diferencial: 5 5% = 537 - 3= +

r2 9¢2-

Ao procurar solugoes da forma:
z(r,¢) = u(r) sen(wt + A) sen(f¢ + B),

Euler obteve e resolveu, por intermédio de séries in-
finitas, a hoje conhecida equacao de Bessel: u” +
% u + (a? — f—j)u = 0. Com exce¢ao de um fator de-
pendendo apenas de 3, Euler obteve como solugao dessa
equagao, a atual representacdo em série da Jg(r).%°
Novas equacoes em derivadas parciais foram encon-
tradas por Euler em suas pesquisas sobre o movimento
dos fluidos e a propagacao do som. Com efeito, em
trabalho realizado em 1752,°7 Euler estudou os flui-
dos incompressiveis perfeitos (ndo viscosos), trabalho
que foi logo generalizado, numa série de trés artigos es-
critos entre 1753 e 1755,%% nos quais Euler tratou ainda
dos fluidos perfeitos, porém compressiveis. Nesses tra-

balhos, o fluido é tomado como um continuo e suas
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b + 1)1‘]% - aby = 0,

a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2
e

particulas constituintes sdao consideradas como pontos
matematicos. Ao admitir a forca F (por unidade de
massa) atuando sobre um pequeno volume do fluido de
densidade p, e sujeito a uma pressao p, Euler demon-
strou a hoje ainda célebre Equacao de Euler (na
notagdo atual): Vp + pﬁ = pv. Ainda nesses trabal-
hos, Euler generalizou a Equag¢ao da Continuidade
(que havia sido demonstrada por d’Alembert em seus
estudos sobre o movimento dos fluidos®® e também por
Fuler no artigo de 1752, conforme ja vimos) obtendo
para o fluxo de fluidos perfeitos compressiveis a equacao

—

(na linguagem moderna): V.(p¥) + o0 _

9t —

Ao fazer a descricao espacial da Hidrodinamica, isto
é, ao estudar as propriedades fisicas do fluido em cada
ponto do espaco (velocidade: #(7t), densidade: p(7t),
pressdo: p(7t), etc.), Euler criou um novo formalismo
matematico para estudar o movimento dos fluidos, for-
malismo esse hoje conhecido como descrigao euleri-
ana, na qual as taxas e variacao dessas propriedades
sao demonidades de derivadas convectivas, e deno-
tadas por (na notagao de hoje): d% = % + ¥.V. Mais
tarde, no Volume I do Mécanique, Lagrange generali-
zou as equagoes de Euler, porém, estudou o movimento
espacial das particulas constituintes do fluido, através
de suas trajetérias, estudo esse hoje conhecido como

descricao lagrangeana.™

Equacoes em derivadas parciais também foram ob-
jeto de pesquisa por parte de Euler, quando procurou
estudar o problema da propagacao do som no ar, as-
sunto que lhe preocupava desde 1731 quando escreveu
o livro (publicado em 1739) Tentamen Novae Theoriae

Musicae ex Certissimis Harmoniae Principiis Dilucide
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Frpositae (Um Investigagdo sobre uma Nova Teoria
da Misica, Baseada sobre Incontestdveis Principtos de
Harmonia). Assim, com o desenvolvimento de seu es-
tudo sobre os fluidos, Euler passou a utilizé-lo para
entender aquele problema. Com efeito, em 1759, Eu-
ler apresentou & Academia de Ciéncias de Berlim al-
guns trabalhos nos quais obteve e resolveu as equacoes
em derivadas parciais referentes & propagacao do som
em uma, duas e trés dimensdes.”’ Mais tarde, em
1771, Euler preparou um novo trabalho no qual es-
tudou a propagacao do som em tubos cilindricos e nao-
cilindricos, com o objetivo de compreender o funciona-
mento dos instrumentos de sopro.”™

O estudo da atracao gravitacional entre corpos
massivos levou os matematicos a tratar com outras
equacoes em derivadas parciais. Com efeito, os trabal-
hos de Maclaurin e Clairaut sobre esse tipo de atragao

174

gravitacional “* mostraram que era possivel calcular a

forca de gravitacao (ﬁ) por intermédio de uma func¢ao
potencial (V(7)), isto é (na notagdo de hoje): F o=
—VV.™ Essa expressio facilitava o calculo da forca de
gravitacao exercida por um dado corpo, desde que fosse
conhecida a sua distribui¢do de massa (densidade p) e,
também, se a sua forma fosse bem precisa, ja que bas-
taria calcular primeiro V (por intermédio uma integral

tripla, ao invés de trés integrais triplas,”® como seria

Ainda nesse mesmo artigo, ao considerar que V(r,0, ¢)

demonstrou que (também na linguagem atual):>°

wll = %G + =

Mais tarde, em 1787, Laplace escreveu o artigo em

que aparece a hoje famosa Equagao de Laplace em
*V(zy,2) 2%V (x,y,z2)
S 2 + dy2 +

coordenadas cartesianas:

oW (wy,z) _ (81
922 - v

Ainda na década de 1780, Legendre continuou suas
investigacoes sobre a atracao gravitacional de corpos,
ocaslao em que obteve relacdes importantes entre suas

funcoes. Por exemplo, em 1784,3% Legendre demon-

+ r 525

L v 4 By

o caso do célculo direto da for¢a), e logo depois a sua
derivada. Contudo, para muitas formas de corpos es-
sas integrais triplas nao sao integraveis em termos de
func¢oes simples; em vista disso era necessario calcular

V por outros meios.

Numa série de trés pesquisas realizadas em 1772,
1773 e 1775, Laplace calculou a for¢a de atracao grav-
itacional exercida por corpos de revolugao, porém,
nesses calculos, trabalhou apenas com as compo-
nentes dessa forca, sem usar o potencial. Mais tarde,
em 178277 Legendre escreveu seu famoso trabalho
intitulado Recherches sur lattraction des sphéroides
(Pesquisas sobre a atragdo dos esferdides) no qual
demonstrou um importante teorema: - “Se a atragao
de um sdlido de revolugao é conhecida em cada ponto
externo do prolongamento de seu eixo, entao ela sera

conhecida em qualquer ponto externo”.”

Esse trabalho de Legendre inspirou Laplace a es-

2,7 seu famoso artigo intitulado

crever, ainda em 178
Théorie des attractions des sphéroides et de la figure
des planétes (Teoria das atragies dos esferdides e da
forma dos planetas), no qual estudou o problema da
forca de atracao gravitacional por intermédio de uma
func¢ao potencial, exibindo, sem demonstrar, a equacao

satisfeita pela mesma (na notagéo atual):

*(rv) _

0, com p = cos 6.

Ci

, onde U, = Uy (#,¢), Laplace

strou que (na notagao atual): fi Py () Pap(2) de =
ﬁ Smn €, em 1790, demonstrou que (ainda na
notagao atual): fl_l Pp(z)Py(z) de = zmzﬁ S o2

Ao concluir esta Cronica, vejamos o desenvolvi-
mento do Calculo das Variacoes ocorrido no Século
XVIII. Conforme vimos na Crénica anterior,® os

primeiros problemas relacionados com esse tipo de
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Calculo foram tratados por Newton, Leibniz, I’'Hopital
e pelos irmaos James e John Bernoulli, no dltimo quar-
tel do Século XVII.

No Século XVIII, o primeiro matemdtico (além dos
referidos anteriormente) a lidar com um problema va-
riacional fo1 Euler. Com efeito, em 1728, John Bernoulli
propos a Euler resolver um velho problema que ele havia
tratado em 1697,3® qual seja, o problema de encontrar
a menor distancia (geodésica) entre dois pontos so-
bre superficies, usando a propriedade de que os planos
osculatrizes das geodésicas cortam perpendicularmente
essas superficies ®” Assim, ainda em 1728,3% Euler re-
solveu esse problema apresentando as equacgoes difer-
encials para geodésicas sobre superficies. Logo depois,
em 1732,%° Hermann também encontrou geodésicas so-
bre superficies particulares.?®

A disciplina matematica, hoje conhecida como
Calculo das Variacoes foi desenvolvida por Euler,
a partir de 1734. Assim, nesse ano de 1734,°! gen-

92 a0 mini-

eralizou o problema da braquistécrona
mizar outras quantidades além do tempo. O método
usado por Euler para fazer essa generalizacao consistiu
em estudar os extremos (maximo ou minimo) de uma
fungdo representada pela integral (na notagdo mod-
erna) J = fzf flz,y,y') dx. Para isso, ele calculou
a variacdo (§) de J e, ao igualar a mesma a zero (6J =
%(fy/) = 0, onde

. Logo depois, em

0), obteve a seguinte equagao: f, —

fp = SLef, = &

P
ox comy = dz

af
oy’
1736,%3 Euler apresentou essa equag¢ao na forma (atual):
fy - fy’x - y/fy’y - y//fy’y’ =0.

Entre 1736 e 1744, Fuler realizou novas pesquisas
com o objetivo de aperfeicoar o seu método variacional,
e as reuniu no livro intitulado Methodus inveniend: lin-
eas curvas mazrimi minimive proprietate gaudentes sive
solutio problematis isoperimetricit latissimo sensu ac-
cepti (Um método de descobrir linhas curvas que ap-
resentam a propriedade de mdzimo ou minimo ou a
solugcao do problema isoperimétrico tomado em seu sen-
tido mais amplo), publicado em 1744. Em um dos
apendices desse livro, Euler usou o seu método varia-
cional para resolver o problema que lhe havia sido pro-
posto por Daniel Bernoulli, em carta escrita em 1742:

- “Encontrar a forma de um bastao elastico sujeito a
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uma forca axial, assumindo seja minimo o quadrado
da curvatura ao longo da curva formada pelo bastao
fletido” .?* Euler resolveu esse problema por meio de in-
tegrais elipticas. Ainda em outro apéndice do mesmo
livto (que, por sinal, lhe deu grande fama), Euler
apresentou uma nova formulacao para o Principio
da Minima Acao que havia sido enunciado pelo
matematico francés Pierre Louis Moureau de Mau-
pertuis (1698-1759), também em 1744.°® Para Euler,
esse Principio deveria ser escrito na seguinte forma (na
notacdo moderna): § [ vds = § fvz dt = 0, ex-
pressao essa que indicava ser a acao de Maupertuis
minima para movimentos de particulas ao longo de cur-

vas planas.”®

Os trabalhos de Euler sobre o problema variacional
atraiu a atencao de Lagrange, em 1750, quando este
era um jovem professor da Escola de Artilharia, em
Turim. Depois de os ler (inclusive o Methodus), La-
grange descartou os argumentos geométricos-analiticos
usados por Euler e pelos irmaos Bernoulli (James e
John) no trato desse problema, e comegou a estuds-
lo sob o ponto de vista puramente analitico. Assim,
no comeco de 1755, escreveu uma carta a Fuler na
qual apresentou os primeiros resultados de seu método
de variacoes,”” e havendo recebido do mesmo incen-
tivo para continuar, Lagrange preparou em 1760, seu
famoso artigo intitulado Essai d’une nouvelle méthode
pour déterminer les maxrima et les minima des formules
intégrales indéfinies (Tentativa de um novo método
para determinar o mdrimo e o minimo de integrais
indefinidas).”®

Nesse Fssai, Lagrange usou um método diferente
para determinar a curva y(x) que extremiza a inte-
gral (na notagdo atual): J = fzf flz,y,v) dx. As-
sim, ao invés de variar individualmente as ordenadas
da curva y, ele introduziu novas curvas entre os seus
pontos extremos (x1,41) € (X2,¥2), as quais represen-
tou na forma y(x) + 8y(x), onde é era um simbolo
especial introduzido por Lagrange para representar a
variacao da curva y(x). Desse modo, a introducio
de uma nova curva no integrando de J mudou o seu

valor produzindo o incremento AJ, dado por: AJ =

f“ [flz,y+ 8y, ¢ +6y) - f(x,y,y)] dx. Em seguida,

Ty
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Lagrange considerou o integrando como uma funcao de

trés varidveis independentes (mantendo x constante)

e o desenvolveu em série de Taylor, ou seja: AJ =

o + %62J + %63J + ..., onde

87 = [0 (fyby+ fyrdy’) dx,

8T = fzi [fyy(‘sy)z + 2fyy (6y)(0Y') + fy’y’(‘sy/)z] dx

representam, respectivamente, a primeira variacao, a

segunda variacgao, e assim por diante.

Para encontrar os extremos de J, Lagrange con-
siderou apenas a primeira variacao. Entao, ao fazer
d z d
by = £-(by), obteve: 6J = fxf vy + [y 7-(6y)]
dx. Integrando por partes o segundo termo dessa ex-
pressdo e considerando que dy(x1) = éy(xz) = 0,
z d
encontrou: 6J = fxf [fy —(fy)] 6y dx. Por
fim, ao admitir que éJ = 0, Lagrange concluiu que o
coeficiente de 8y deveria ser nulo,?® encontrando dessa
maneira a mesma equag¢io obtida por Euler (a hoje
= . d
famosa Equagao de Euler-Lagrange): f, — (f,/)
=0.

O problema do calculo variacional envolvendo inte-
grais multiplas, também foi tratado por Lagrange. Por
exemplo, em dois apéndices de seu trabalho de 1760-
1761199 estudou problemas relacionados com a deter-

minagao dos extremos da funcdo (na notagdo moderna):

J = ff f(XaYaZ,P,Q) dx dy, onde z = g(X’y)’ p= g_z eq

= g—z. Lagrange voltou a tratar com outros problemas
y

desse tipo, em trabalhos realizados entre 1766 e 1770.101

Nesses trabalhos, ao minimizar a funcao J, encontrou a

seguinte equacao diferencial parcial de segunda ordem

e nao-linear: Rr + Ss + Tt = U, onde R, S, T e U sao

fun¢des de x, y, z, p e q com (na notagao atual): p =
Oz Oz 92z 92z et = 8%z 102

%’q_@’r_axj’s_@x@y dy2-

Muito embora o Calculo das Variagoes trabal-
hado por Euler e Lagrange nao haja sido bem enten-
dido por seus contemporaneos, eles continuaram re-
alizando pesquisas no sentido de melhora-lo cada vez
mais. Por exemplo, Euler estendeu-o a novos e anti-

103 ¢ Lagrange aplicou-o & Dinamica.

gos problemas,
Com efeito, em seu estudo da Dinamica, Lagrange con-
) )

siderou o Principio da Minima Acao de Maupertuis-

Fuler (na notagdo atual): & fﬁi T dt = 0, onde T
= % (2 + §* + £?). Supos ainda que as forcas
derivam da funcdo potencial V(x, y, z), com a condigao
de que T + V = constante. Ao aplicar o seu Calculo
das VariagOes, a esse Principio, demonstrou que (na lin-

guagem de hoje): 4(4L) + 42X — ¢ £(2Ly 4 %

dt\ 9% FTANET

_ d a7 oV _ ~ :
=0e Z(5) + % = 0, equagdes essas equiva-
lentes & Segunda Lei de Newton (na notagao de hoje):

. v _ S v —
mx_—W_Fx,my_—W_Fye
mzZ = — % = F,, respectivamente.1%?

Apesar do desenvolvimento do Calculo das

Variacoes levado a cabo por Euler e Lagrange, havia
uma dificuldade com o mesmo, pois a equacao de
Fuler-Lagrange sé fornecia (e ainda fornece) apenas
a condicao necessaria para estudar o maximo ou o
minimo de um dado funcional, sem, no entanto, decidir
qual desses dois (maximo ou minimo) resolveria o prob-
lema. Faltava a condicao suficiente, como acontece no
calculo ordinario em que € o sinal da derivada segunda
(f”(x)) que determina o extremo: méaximo, quando
f”(x) < 0 e minimo, quando ”(x) > 0. Usando esse
fato, em 1786,'%° Legendre usou a segunda variacio
62, e afirmou que o méaximo ocorreria quando fy,
< 0 e minimo, quando f,.,; > 0. Contudo, o préprio
Legendre mostrou em 1787, que o sinal de f,/,, dava
apenas a condi¢ao necessaria. Esta sé foi conhecida no

Século XIX, conforme veremos na préxima Cronica.
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que d(xy) = xdy + ydx, é necessdrio desprezar o
infinitesimal (dx.dy) de segunda ordem, em pre-
senca dos infinitesimais (xdy e ydx) de primeira
ordem.

. Esses tres trabalhos tém os seguintes titulos:
Considerationes circa analyseos ad quantitates in-
finité parvas applicatae principia, et calculi dif-
ferentialis usum in resolvendis problematibus geo-
metricis (1694); Analysis infinitorum, seu curvi-
lineorum proprietates ex polygonorum natura de-
ductae (1695); Considerationes secundae circa
calcult differentialis principia; et responsio ad
virum nobilissimum C. G. Leibnitium (1696).

. No Acta Eruditorum Lipsiensium (Ate dos Eru-
ditos de Lipsia (Leipzig)) de 1695, Leibniz re-
spondeu as criticas de Nieuwentijdt afirmando
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que havia diferentes graus de infinito ou de in-
finitesimais. Por exemplo, como defesa desse seu
argumento, observou que “a Terra era consid-
erada como um ponto quando comparada com
as distancias as estrelas fixas, assim como uma
bola é considerada como um ponto quando com-
parada com a Terra”. Observou mais ainda “que
as distancias as estrelas fixas eram infinitamente
infinitas com respeito ao diametro da bola”. Os
trabalhos de Nieuwentijdt também foram crit-
icados por um aluno de James, o matematico
suico Jacob Hermann (1678-1733), em trabalho
publicado em 1700, e intitulado Responsio ad
Clar. Virt Bernh. Niewwentijt considerationes
secundas circa calculi differentialis principia edi-
tas. E interessante observar que esse matematico,
mais tarde, apresentou importantes contribui¢oes
a Geometria Analitica, ao representar certas cur-
vas algébricas por intermédio de coordenadas po-
lares, assim como demonstrou a maneira de trans-
formar coordenadas cartesianas em polares. Essas
contribuicoes foram reunidas nos Commentari
Academiae Imperialis Scientiarum Petropolitanae
(Comentdrios da Academia de Ciéncias Imperial
Petropolitana), editado entre 1729 e 1733.

. Por exemplo, no Acta Eruditorum de 1704, Leib-

niz considerou-se como o inventor do Caélculo
e protestou junto & Royal Society sobre a
acusacao de Duillier. Em outras ocasioes, Leib-
niz continuou apelando para que aquela Sociedade
estudasse o caso da prioridade da invencao do
Célculo. Em vista disso, a Royal Society de-
signou um comité para estudar esse caso; apds
examinar as cartas que Leibniz enviou a New-
ton, em 1676, o comité preparou, em 1712, o re-
latério intitulado Commercium Epistolicum que
concluiu ser Newton o inventor do Calculo. A
disputa entre Leibniz e Newton prosseguiu de
maneira nao muito atenciosa. Por exemplo, o
Acta de 1705 rejeitou a publicacdo (serd que
aceitando algum parecer de Leibniz?) do tra-
balho de Newton intitulado De Quadrature Cur-
varum (Sobre a Quadraturae das Curvas), no qual
apresentou um conjunto de problemas resolvi-
dos pelo método das fluxoes, problemas semel-
hantes aos que Leibniz havia resolvido com o
seu proprio método. De sua parte, na terceira
edicao do famoso livro Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica (Principios Matemdticos
da Filosofia Natural), publicada em 1726, Newton
retirou qualquer referéncia a Leibniz como sendo
autor de um método de calculo similar ao seu.
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Os ataques de Rolle ao célculo leibniziano
foram respondidos pelo matematico francés Pierre
Varignon (1654-1722), amigo de John Bernoulli,
e apresentados no texto Fclaircissement sur
UAnalyse des Infiniments Petits (Esclarecimento
sobre a Andlise dos Infinitamentes Pequenos),
publicado somente em 1725, apdés a morte
de Varignon e de I’Hopital. Registre-se que
Varignon, em 1704, apresentou uma Mémoire a
Academia Francesa de Ciéncias na qual descreveu
algumas curvas algébricas por intermédio de co-

ordenadas polares.

Foi Cotes quem preparou, entre 1709 e 1713, a
segunda edi¢ao (ainda em latim) do Principia de
Newton, publicada em 1713.

Também nesse livro ha uma tabela de integrais
envolvendo as fun¢oes logaritmo e trigonométrica
(para esta, Cotes reconheceu a sua periodicidade),
e a “famosa propriedade do circulo” dada pela ex-
pressdo (na notagao atual):

X"+ 1= [x? - 2x cos(Z=) + 1] [x* -

on — 1
2x cos(2Z) + 1]... [x? - 2x COS(%) + 1].
Na literatura matematica universal esse teorema é
atribuido ao matematico e fisico sui¢co Leonhard
Fuler (1707-1783), conforme veremos mais adi-
ante.

Ainda nesse ano de 1715, Taylor (que também
era um talentoso artista) publicou o livro Lin-
ear Perspective ( Perspectiva Linear). Mais tarde,
em 1719, Taylor voltou a tratar da perspectiva no
livto New Principles of Linear Perspective (Novos
Principios da Perspectiva Linear). Nesses livros,
ha um primeiro tratamento sobre o principio
dos pontos de fuga.

Essa formula ja havia sido obtida por Taylor em

1712.

Parece que antes de 1550, os matematicos indi-
anos ja conheciam a série de Taylor.

O matematico escocés Colin Maclaurin (1698-
1746) no famoso livro Treatise of Fluzions
(Tratado das Fluzdes), editado em 1742 apresen-
tou um caso particular da série de Taylor (a = 0),
a hoje conhecida série de Maclaurin:

f(x) = £(0) 4+ £(0)x + £7(0)%r + ..+ P (0)Zr +

n!

16.

Nesse livro, Maclaurin interpretou as fluxoes
como velocidades instantaneas das varidveis, bem
como deduziu as regras do calculo através de rig-
orosas provas geométricas pelo método da ex-
austao. Observe-se que o matematico escoceés
James Stirling (1692-1770) j4 havia encontrado
a série de Maclaurin para fungoes algébricas,
em 1717 e, para fungbes mais gerais, em seu
célebre Methodus Differentialis sive Tractatus de
Summatione et Interpolatione Serierum Infinita-
tum (Método Diferencial com um Tratado sobre
Somagao e Interpolagio de Séries Infinitas), edi-
tado em 1730. Alias, é neste livro que hd a célebre
férmula de Stirling que permite calcular log n!
em funcdo dos nimeros de Bernoulli B; (estes,
obtidos por James, no estudo sobre probabilidade,
e publicados apds sua morte, em 1713), bem como
uma férmula aproximada quando n > 1. n! ~
(%)”\/ﬁ, onde e é a base dos logaritmos nepe-
rianos, estes apresentados pelo matematico es-
cocés John Napier (Neper) (1550-1617, em 1594.
Ainda em 1730, no livto Miscellanea Analyt-
ica (Miscelania Analitica), o matematico francés
Abraham de Moivre (1667-1754) apresentou uma
férmula similar a de Stirling. E interessante regis-
trar que Moivre nesse livro fol o primeiro a apre-
sentar a conhecida integral de probabilidade (na
notagéo atual): fzo e dx = 4 Registre-
se, também, que foi Moivre quem primeiro usou
nimeros complexos em trigonometria (em tra-
balho publicado em 1707), através de sua célebre
férmula (mais tarde re-obtida por Euler, conforme
veremos mais adiante): (cos x + /=1 sen x)" =

cos (nx) + v/—1 sen (nx).

A corda vibrante ja havia sido objeto de estudo
por parte de Taylor em trabalho realizado em
1713, e publicado na Philosophical Transactions
Royal Society of London 28 (1713), em 1714. Na
linguagem atual, a equacao diferencial da corda
vibrante obtida por Taylor nesse trabalho, é da

%y _ o 9%y

at? dx?)
unidade de comprimento e T é a tensao na corda.

forma: o onde ¢ é a massa por

Eslareca-se que Taylor tratou esssa equacao na
forma: > & = $yy, onde § = /22 + ¢2,
a = % e ¢ é o comprimento da corda. Ao admitir
y = A sen (), ele obteve para a freqiiéncia funda-
mental da corda a expressdo (na notacao atual):

L /%2 sendo g a aceleracao da gravidade.
20 o) s

Ainda em 1713, o matematico francés Joseph Sau-
veur (1653-1716) - o criador da Acistica Musi-
cal - apresentou a Academia Francesa de Ciéncias

Vv =
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uma Mémoire na qual calculou a frequéncia vibra-
cional de uma corda musical. Para esse calculo,
Sauveur considerou uma corda esticada horizon-
talmente em um campo gravitacional, e sujeita a
pequenas vibragoes horizontais. Logo depois, na
Acta Eruditorum de 1716, Hermann apresentou
sua andlise sobre a corda vibrante tentando (sem
sucesso) considerar seus movimentos como sendo
os de um oscilador harmonico simples.

E interessante observar que o matemético ingles
Edmund Stone (~1700-1760) no livro The Method
of Fluzions both Direct and Inverse (O Método
Direto e Inverso das Fluxdes), editado em 1730,
em sua primeira parte, apresentou a traducao do
Analyse de ’'Hopital, na qual substituiu os difer-
enciais leibnizianos (dx, dy) pelos fluxdes newto-
nianos (&, y).

Foi Fontenelle quem preparou os obituarios das
mortes de Leibniz (1716) e Newton (1727) para
a Academia Francesa de Ciéncias, pois era seu
Secretario Permanente desde 1697.

Grandi ficou conhecido entre seus pares por haver
resolvido a polémica sobre o valor correto da soma
S da série alternada 1 -1+ 1-1+ ... . Vejamos
como. Em 1696, James Bernoulli havia encon-
trado S = %
pois alguns matematicos observaram que o valor

Contudo, a polémica se instalou

de S mudava de acordo com a arrumacao da série.
Com efeito, se ela fosse arrumada na forma (1 -
H+1-+ -1+ ..

ela fosse escrita na forma 1 - (1 -1) - (1-1) -

obtem-se S = 0; se

..., encontra-se S = 1; por fim, usando-se as duas
formas anteriores, verifica-se que S = 1 - S, logo
S = % Portanto, no livro intitulado Quadratura
Circuli et Hyperbolae (A Quadratura do Circulo e
da Hipérbole), publicado em 1703, Grandi encon-

trou o mesmo resultado de James, ao obter a série
1

14+

x = 1. Grandi também contribuiu para o desen-

=1-x+x?-x3+4 ... e fazendo na mesma

volvimento da Geometria Analitica, ao obter em
coordenadas polares (r = a cos (nfl) e r = a sen
(nf)), as curvas do tipo pétala de rosa - as famosas
rosas de Grandi. E interessante ressaltar que
Grandi foi aluno do matematico italiano Girolamo
Saccheri (1667-1733), que se tornou conhecido por
haver tentado demonstrar o célebre postulado eu-
clidiano das paralelas, no livro Fuclides ab Omni
Naevo Vindicatus (Fuclides Defendido de Todas
suas Faltas), publicado em 1733.

Entre 1714 e 1718, Fagnano publicou no Gior-
nali dei Letterati d’Ttalia (Jornal dos Literatos da

21.

22.
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Ttdlia) uma série de artigos sobre a retificagao de
certas curvas (elipse, hipérbole, cicldide e lem-
niscata) estudadas pelos irmaos James e John
Bernoulli, nos quais demonstrou que a retificacao
das mesmas nao poderia ser feita por meio de
funcoes elementares, e sim através das integrais
elipticas, conforme Euler mostraria mais tarde,
segundo veremos mais na frente.

Riccati tornou-se famoso por haver trabalhado

com equacoes diferenciais ordinarias e nao-

lineares.  Por exemplo, na Acta FEruditorum

de 1724, ao estudar um problema de Acustica,
mde _

chegou & equagio (em notagdo atual): x s =

d2y dy \2 -
o T (%) . Ao fazer uma mudanca de varidvel,
: : Cmde _ du 4 ou? ;
Riccati obteve: x™ o4 = 2% + T Em seguida, ao
. N 2
assumir que q = x”, chegou a forma: g—z + w =

nXm+n—1

. Para resolver essa equacao diferen-
cial ordinaria de primeira ordem nao-linear e para
certos valores de n, Riccati usou o Método da Sep-
aracao de Variaveis. Alias, esse Método ja havia
sido utilizado antes pelos irmaos Bernoulli (John,
em 1694 e James, em 1696), na resolucdo da hoje
conhecida equacao de Bernoulli: g—i =PX)y+
Q(x)y". Registra-se também, que Riccati obteve:

2 . .
Xmg—z = Z—ﬁ + “7. Em seguida, ao assumir que
. 2 —
q = x", chegou & forma: g—z + = = nemtn-lL,

Registra-se ainda que a também hoje conhecida
equacao de Riccati: Z—i = A(x) + Bx)y +
C(x)y? recebeu esse nome do matematico frances
Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), em 1763.
Registre-se, ainda, que foi Riccati quem divulgou,
na Italia, o trabalho de Newton.

Na Acta Eruditorum de 1719, Nicholas IT demon-

strou que a funcao s6 poderia ser in-

T
tegrada em termos de fungoes trigonométrica e
logaritmo. Por outro lado, em cartas trocadas
com Euler discutiu o problema da convergéncia
de certas séries. Por exemplo, em carta de 7
(1 +
) =14 nz + @xz + ... nao apresenta
soma quando x < 0 (| # | >1) e n é fraciondrio.
Em cartas de 1742 e 1743, Nicholas I mostrou

que as séries

de Abril de 1713, mostrou que a série:

L =1+z+ %+ 22+ ..

xr

L =14+ z 4+ 2272 + 322+ ...

l—z—z?
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exibem a mesma soma (- 1) para, respectiva-
mente, x = 2 e x = 1, resultado esse que indicava
uma contradi¢cao insoluvel. Para Nicholas I, essa
contradicao acontecia porque nao era considerado
em cada série o termo restante, e que, para o

1 oo41

caso da sérle ——, o mesmo valia Z
11—z -z

questdo (que estava relacionada ao conceito de

Essa

convergéncia ou divergéncia de séries, nomes
dados por Gregory, em 1668) sé ficou esclarecida
com o trabalho do matematico francés Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) sobre a série de Tay-
lor, realizado em 1797, no qual escreveu a seguinte
expressdo para essa série (na notacdo moderna):

f(x +a) =fa) + P(a)x + ()5 + ot

f*(a)%5 + R,
onde R, = f"+(zx + 0h) %, com @ entre

0 e 1, expressao essa conhecida como resto de
Lagrange.

Em 1716, Nicholas III trabalhou no problema de
encontrar as trajetorias ortogonais a uma familia
(F(x,y,c) = 0) de curvas, problema esse que havia
sido tratado por Leibniz, em 1715, por Newton,
em 1716, e foi completado por Hermann na Acta
de 1717, ao encontrar que aquelas trajetorias sao
dadas pela equagao diferencial y’ = - %, onde
F; e Iy sdo as derivadas parciais de F.

Além de trabalhos realizados com sistemas (cor-
das e hastes) vibrantes, mencionados mais adi-
ante, Daniel Bernoulli também estudou a Hidro-
dinamica, termo esse que inclusive cunhou.
Com efeito, em 1730, ele escreveu uma carta
ao metamatico russo Christian Goldbach (1690-
1764) na qual descreveu seus estudos sobre o
fluxo de fluidos em tubos horizontais, e que
lhe permitiu descobrir o seguite Teorema (mais
tarde conhecido como Teorema ou Principio
de Bernoulli: - “Quando a velocidade do fluxo
dos fluidos aumenta, sua pressao diminui”. Em
1734, Daniel concluiu seus estudos sobre o movi-
mento de fluidos e os reuniu no manuscrito Hy-
drodinamica, swe de Virtbus et Motibus Fluido-
rum Commentarii. Neste estudou, com auxilio
do principio da forc¢a viva (vis viva), o fluxo
estacionario de um fluido incompressivel em um
tubo horizontal fixo, relacionou a pressao que o
mesmo exerce sobre as paredes desse tubo e a
sua prépria velocidade (v), obtendo a seguinte
exXpressao: v g—; = a;;’Q,
dade de referéncia, dv é o incremento da veloci-

onde /a é uma veloci-

dade v do fluido ao atravessar uma distancia dx

25.

no tubo, e v g—z representa a pressao. Nessa ex-

pressao, as unidades sao escolhidas de tal maneira
que a aceleracao da gravidade g vale % Esse
resultado matemadtico traduz, portanto, o Teo-
rema que havia descoberto em 1730. E opor-
tuno destacar que nesse livro (publicado somente
em 1738), Daniel apresentou a idéia de que uma
forca poderia ser deduzida de uma “funcao poten-
cial”, expressao essa, alias, que empregou nesse
mesmo livro. Destaque-se, ainda, que seu pai
John Berboulli, em 1740, concluiu o livro in-
titulado Hydraulica, nunc Primum Detecta ac
Demonstrata ex Fundamentis Pure Mechanics, es-
crito com o objetivo de criticar o Hydrodinam-

ica (1734-1738) de seu filho Daniel.

livro, John estudou o movimento das aguas sepa-

Em seu

rando cuidadosamente a cinematica da dinamica
do fluxo liquido; introduziu uma “forca interna”
atuando nas sec¢oes retas do fluido em movimento
no conduto (como se fosse uma pressao interna),
1déia essa que nao havia sido considerada por seu
filho Daniel. Com isso, generalizou o Teorema de
Bernoulli e o apresentou quase na forma hoje con-
hecida: p + DTVQ + DgH = constante, onde p
é a pressao, D é a densidade do fluido, V a sua
velocidade e H é a altura em relagao a um deter-
minado referencial. (Registre-se que John datou
esse manuscrito de 1732, um ano antes de seu filho
Daniel entregar o manuscrito do Hydrodinamica
a Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo, pois
queria se apropriar das idéias de seu filho.) Em
1739, Daniel Bernoulli apresentou a essa mesma
Academia um trabalho contendo um estudo (no
plano bi-dimensional) do equilibrio de um corpo
rigido flutuando em um fluido incompressivel.

Esse livro tinha um titulo complementar: A Dis-
course Addressed to an Infidel Mathematician.
Wherein It is examined whether the Object, Prin-
ciples and Inferences of the Modern Analysis are
more distinctly conceived, or more evidently de-
duced, than Religious Mysteries and Points of
Faith (Um Discurso Dirigido a um Matemdtico
Infiel.

jeto, Principios e Inferéncias da Andlise Mod-

Onde se discute a questao se o Ob-

erna sao concebidos mais distintamente ou de-
duzidos mais logicamente que os Mistérios e Pon-
tos de Fé Religiosos). E interessante observar que
o “matematico infiel”, embora nao identificado
por Berkeley, era o astronomo inglés Sir Edmund
Halley (1656-1742), que havia utilizado a teoria
da gravitacao newtoniana para identificar que os
cometas aparecidos nos anos de 1456, 1531, 1607
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e 1682 tratava-se do mesmo cometa, que depois
ficou conhecido como o cometa de Halley.

Em 1735, Berkeley replicou Jurin no trabalho inti-
tulado A Defense of Freethinking in Mathematics,
simplesmente dizendo que Jurin havia defendido
aquilo que ele préprio nao havia entendido.

Por exemplo, Jurin definiu o limite de uma quan-
tidade variavel como “alguma quantidade deter-
minada, para a qual a quantidade varidvel se
aproxima continuamente, sem, contudo, nunca
ultrapassa-la, podendo, em alguns casos, atingi-

1a77

De seu lado, Robins definiu o limite como
“uma ultima grandeza, para a qual uma grandeza
variavel se aproxima intimamente, porém nunca

podera ser absolutamente igual a ela”.

Anteriormente, em 1737, o matematico ingles
Thomas Simpson (1710-1761) publicou o livro A
New Treatise on Fluzions (Um Novo Tratado so-
bre Fluzdes) no qual definiu fluxdo (na notacio
moderna): Ay = (%)At. E oportuno notar
que Simpson ficou conhecido pela hoje famosa
regra de Simpson, apresentada no livro Math-
ematical Dissertations on Physical and Analyt-
ical Subjects (Dissertagdes Matemdticas sobre
Temas Analiticos e Fisicos) publicado em 1743.
Com essa regra, quadraturas (dreas sob curvas)
eram calculadas com aproximagoes de segmentos
parabdlicos.

Em 1737, Fuler tratou pela primeira vez das
fracoes continuas no trabalho intitulado De Frac-
tionibus Continuts, no qual demonstrou que cada
nimero racional pode ser expresso como uma

2§30 nlmeros ir-

fracao continua finita, e que e e e
racionais. Alids, o simbolo e - base dos logaritmos
neperianos - foi usado por Euler pela primeira vez
em 1727, no artigo Meditatio in Ezperimenta Bz-
plosione Tormentorum Nuper Instituta (somente
publicado em 1864) e, também, pela primeira vez
impresso no livto Mechanica, siwve Motus Scien-
tia Analytice Exposita escrito também por Euler

em 1736.

sobre fragoes continuas foi utilizado pelo fisico e

Registre-se que o trabalho de Euler

matematico sui¢co-alemao Johann Heinrich Lam-
bert (1728-1777) para demonstrar, em 1761, que
Ora,

tg 7 = 1, Lambert concluiu que 7 nao ¢

e” e tg (X) ndo sdo numeros racionais.
como
um numero racional.

A palavra funcao foi usada pela primeira vez na
Matematica por Leibniz no artigo intitulado De
linea ex lineis numero infinitis ordinatim ductis,

31.
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publicado na Acta de 1692, no qual ele mostrou
como calcular a evoluta de uma familia de cur-
vas. Nesse artigo, escreveu que “a linha tan-
. Para Lei-

bniz, “uma funcdo de uma quantidade variavel

gente e outras funcoes dependem ...

é uma expressao analitica formada de qualquer
modo por tal quantidade variavel e por ntimeros
e quantidades constantes”. Portanto, no sen-
tido leibniziano, “fun¢oes” representavam quan-
tidades geométricas variaveis relacionadas a uma
curva, tais como coordenadas, tangentes, subtan-
gentes, normais, raios de curvatura, etc. Essa
mesma idéia foi apresentada por Leibniz, no Jour-
nal des Scavans de 1694.

Bernoulli empregou o termo “func¢ao” de modo

Por sua vez, John

diferente, em carta que escreveu para Leibniz,
em Agosto de 1698, em resposta a uma carta
de Julho de 1698, na qual Leibniz apresentava
seu conceito de “funcao”. Assim, para John,
“fungdes” seriam expressdes analiticas (férmulas)
que envolviam somente uma quantidade variavel,
como, por exemplo, (a + x)%bx?. Esse em-
prego do termo “funcao” foi utilizado por Euler
no Commentarit Academiae Scientiarum Impe-
rialis Petropolitanae 7 (1734-1735), editado em
1740, conforme ja referimos. Por outro lado, no
Capitulo I do Introductio de 1748, Euler adicionou
a palavra “analitico” na definicao de func¢ao ap-
resentada por John no Opera Omnia de 1742,
bem como apresentou as primeiras classificagoes
de fungoes: “algébricas”, “transcendentais”, “val-

No Vol-

ume Il do Introductio, Euler discutiu linhas curvas

ores simples”, “valores multiplos”, etc.

por intermédio desse conceito de fun¢ao e no In-
stitutiones de 1755, demonstrou como diferenciar
certas “funcoes”. Por fim, Euler voltou a empre-
gar o termo fungao no livro Historia et Origo Cal-
culi Differentialis (Histéria e Origem do Cdlculo
Diferencial), publicado em 1714.

Euler comecou a estudar séries a partir de 1730.
J4 em 1734-1735 realizou trabalhos (que foram
publicados em 1740 nos Commentarit Academiae
Scientiarum Imperialis Petropolitanae 7 (1734-
1735)), nos quais além de demonstrar que se y
= ¢e”, entao x = Ly, apresentou as representacoes

em série das seguintes funcdes: sen x = x -

3 5 2 4

xr xr —_ xr xr

&5 o+ FH -, cosx =1 - F + Lo
1y — 1 _ 1 1

1+ ) = ¢ 53z + 3= - ... . Usando

esta tltima representacao, Euler demonstrou que:

v = X 01+ 34+ 4+ 4+ 4+ L2 v

n) = 0,577218. (Em 1790, o matematico ital-
iano Lorenzo Mascheroni (1750-1800) publicou
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o livro Adnotationes ad Calculum Integrale Eu-
reli (Anotagdes sobre o Cdlculo Integral Fuleri-
ano) no qual apresentou o valor de y com 32
decimais. Em vista disso, essa constante pas-
sou a ser conhecida como constante de Euler-
Mascheroni.) Ainda naquele artigo, utilizando
as representacoes das fungoes seno e cosseno, Eu-
ler reobteve a férmula de Moivre ((cos ¢ +
V=1 sen ¢)* = cos (ng) + /=1 sen(ng)),
demonstrou que eEV=1¢ — (o5 ¢ + /—1 sen ¢,
e obteve a representacdo em série do A.tang.t (na
notagao atual: tg=! t), isto é: z = A.tang.t =
% — % % % 4+ ... . Ao fager z= 45°
ou z = 7 mesta tltima expressao, encontrou que:
%:1—%-1—%—%—1-... :
notar que Euler usou o simbolo p ao invés de 7

E oportuno

(este simbolo foi batizado pelo matemdtico inglés
William Jones (1675-1749), em 1706) até 1737.
Por outro lado, somente em 1777, no manuscrito
De Formulis Differentialis Angularibus foi que in-
troduziu a notacdo v/—1 = i, uma vez que até
entao usava o simbolo i para denotar “nidmero
infinito”, como se pode ver na expressao por ele

utilizada: ¢ = (1 + %)Z, que significava (na
notagao de hoje) e = hlim (1 + Z)". Note-

=
se, também, que no artigo de 1734-1735 referido
acima, FEuler utilizou as notacoes: ¢x para repre-
sentar o logaritmo neperiano de x, ¥ para indicar
as séries e f(x) para simbolizar uma fun¢éo de x.

Nesse livro, Euler apresentou a seguinte ex-
(o]

s 1 n—1 (2m)%"
pressao: Zl = = (—1) 5(Tn)T

vr=
n é um namero inteiro ¢ By, sdao os nimeros

Bs,,, onde

de Bernoulli definidos por James, em 1774, no

livro péstumo Ars Conjectandi (A Arte de Con-

jecturar), editado por seu sobrinho Nicholas, filho

de John. E interessante registrar que Euler, em
(o]

1740, j& havia encontrado a série ) ,,Ln para al-

v=1
guns valores impares de n.

Usando esse método (e o desenvolvimento de (1
+ x) obtido no Introductio (1748)), Euler calculou
o diferencial de y = ¢x, da seguinte maneira: dy
= {x + dx) - fx = (1 4 92) = dx—x—%-l-%
- ... . Por fim, considerando que os infinitésimos
de ordem mais alta sao evanescentes, obteve que:
dy = d(¢x) = 4.
Essa condi¢ao ja havia sido proposta por Nicholas
IIT Bernoulli, em 1721, e uma primeira demon-
stracao foi apresentada por Euler em seus trabal-

hos de 1734-1735, referidos na Nota 31.

35.

36.

37.

38.

A obra Encyclopédie, ou Dictionnaire Raisonné
des Sciences, des Arts, et de Métiers (Enci-
clopédia, ou Diciondrio Racitonal das Ciéncias,
das Artes, e dos Oficios) composta de 28 Vol-
umes e publicada entre 1751 e 1772, foi editada
pelo filésofo francés Denis Diderot (1713-1784),
com a colaboracao de d’Alembert.

LIMITE, substantivo (Matematica) - “Diz-se que
uma grandeza é o limite de uma outra grandeza
quando a segunda pode aproximar-se da primeira
tanto quanto se queira, embora a primeira
grandeza nunca possa exceder a grandeza da qual
ela se aproxima; de modo que a diferenca entre
tal quantidade e seu limite é absolutamente in-

terminavel”.

Essas dificuldades s6 foram contornadas quando
os conceitos de limite e de funcao foram bem
compreendidos, porém, isso sé aconteceu no
século XIX, a partir dos trabalhos do matematico
francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857) real-
izados na década de 1820, e que serao objeto da

proxima Cronica.

Em um artigo escrito nesse ano de 1727 (que 6
foi publicado em 1862), Euler analisou o movi-
mento de uma haste vibrante circular supondo
que um elemento da mesma se comportava (na
linguagem moderna) dinamicamente como uma
particula com um grau de liberdade e acelerada
por uma for¢a decorrente de uma energia poten-
cial igual a energia interna do elemento consider-
ado. Fuler voltou a estudar os sistemas vibrantes
em outras oportunidades. Com efeito, em Out-
ubro de 1735, Euler comunicou a Academia de
Ciéncias de Sao Petersburgo um trabalho (escrito
em consequéncia de cartas que trocou com Daniel
Bernoulli, em Dezembro de 1734 e Junho de 1735,
conforme veremos mais adiante) no qual estu-
dou as pequenas vibracoes transversais de uma
haste presa em uma de suas extremidades, sendo
a outra livre, obtendo entao a equacao difer-
encial correspondente, e apresentou sua solugao
em forma de série. Ainda nesse trabalho, dis-
cutiu pela primeira vez a condi¢ao de equilibrio
estatico de um péndulo. Por outro lado, em
trabalhos comunicados aquela Academia (1736,
1738, 1740 e 1741), Euler estudou o problema
das oscilacoes de péndulos compostos acoplados,
assim como o de cordas vibrantes (continuas e
discretas) suspensas (esses problemas também
foram tratados por Daniel Bernoulli, conforme

vermos mais adiante). Por fim, em Agosto de
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1742, Euler apresentou a essa mesma Academia
um longo trabalho pedagdgico sobre oscilagoes
harmonicas de péndulos compostos acoplados e
analisou, também, os casos limites de um corpo
rigido pendurado e de uma cadeia pendurada com
n massas iguais e igualmente espacadas.

Em Outubro e Dezembro de 1727, John Bernoulli
escreveu cartas para seu filho Daniel que se en-
contrava em Sao Petersburgo, nas quais anun-
ciou seus estudos sobre cordas vibrantes. Nesses
estudos, John considerou uma corda vibrante
sem peso, carregada com n massas iguals e
igualmente espagadas, sendo que essas massas
satisfaziam & equacao diferencial do oscilador
harmonico simples: © + Kx = 0, cuja solugao ele
a obteve por métodos analiticos. Na continuacao
de seu trabalho, John estudou a corda vibrante
continua e, ao resolver sua equacao diferencial
v’ + ky = 0, encontrou que sua forma é sem-
pre senoidal (esse tipo de curva era chamada de
trochoides socia - “a companheira da cicléide”
- pelo matematico frances Gilles Personne de
Roberval (1602-1675)), bem como determinou sua
frequéncia fundamental, que ja havia sido obtida
por Taylor. Esses trabalhos foram publicados nos
Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis
Petropolitanae 3 (1728), e editado somente em
1732. Em 1742, John reuniu seus trabalhos no
Operam Omnia, em 4 Volumes. Nessa obra, John
incluiu trabalhos que havia feito em 1740, sobre
sistemas vibrantes, principalmente péndulos com-
postos acoplados e hastes penduradas.

Em 1732-1733, nos Commentarii Academia Sci-
entiarum Imperialis Petropolitanae 6 publicado
em 1738, Daniel Bernoulli apresentou seus estu-
dos sobre as pequenas vibragoes de uma corda
sem peso, pendurada em uma extremidade e car-
regada com n massas igualmente espagadas, bem
como as vibracoes de péndulos acoplados. No caso
da corda, demonstrou que os deslocamentos hori-
zontalis y, a uma distancia x de sua extremidade
livre, satisfazem & equacao diferencial a%(rj—i)
+ y = 0, cuja solugdo (na notacao atual) é dada
por: y = A JO(Q\/g), onde « satisfaz a equagao
32/t

¢ a funcao de Bessel de ordem zero. (Um

), onde ¢ é o comprimento da corda e J,

resultado analogo a esse também foi obtido por
Euler. E interessante registrar que tanto Daniel
quanto Fuler observaram que J, tinha muitas
raizes (zeros).) Desse modo, Daniel encontrou

que a vibracao da corda suspensa poderia ser

41.

42.
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obtida por uma sucessao de um grande nimero de
vibragoes simples. Ainda em seu estudo das cor-
das vibrantes, Daniel tratou de cordas vibrantes
suspensas de espessura nao-uniforme, para as
quais apresentou a seguinte equacgao diferencial
afb(g(e)q) + yH =
0, onde g(x) é a distribui¢do do peso da corda ao

(na notacdo de hoje):

longo de seu comprimento £. Considerando g(x)
2 . . -
= 7z, Daniel obteve a seguinte solucio (ainda em

notagéo de hoje): y = 2A(2a—x)_%J1(2 %x), com

J1(2\/2az): 0. Por outro lado, em Dezembro de
1734, Daniel escreveu para Euler dizendo-lhe que
estava estudando as pequenas vibragoes transver-
sais de uma barra elastica com uma extremidade
engastada na parede e a outra livre. Em Maio
de 1735, voltou a escrever para Euler, e disse-
lhe que aquelas vibracgoes satisfaziam a equacgao
(na notacao atual): K4fl:—{{ =y (onde K é uma
constante, y sao os deslocamentos da barra numa
posicao x marcada a partir de sua extremidade
livre), mas que a solu¢ao dessa equacao (que havia
encontrado na forma de seno e exponencial), era
inapropriada. Logo em Junho de 1735, Euler re-
spondeu a Daniel dizendo-lhe que havia encon-
trado uma equacgao semelhante, mas que somente
as séries serviam como solug¢do para a mesma.
(Observe-se que Daniel, no trabalho de 1732, usou
o método da separacao de varidaveis para resolver
a equagao diferencial da corda vibrante.)

Esses trabalhos foram publicados em 1749 na
Histoire de U’Académie Royale des Sciences et
des Belles-Lettres de Berlin 3 (1747), com os
titulos de Recherches sur la courbe que forme une
corde tendue mise en vibration (Pesquisas sobre a
forma tomada por uma corda tensa em vibragdo) e
Suite des Recherches sur la courbe que forme une
corde tendue mise en vibration (Continuagdo das
Pesquisas sobre a forma tomada por uma corda
tensa em vibragdo).

Esse trabalho, intitulado Sur la wvibration de
cordes (Sobre a vibragdo da cordas), foi inicial-
mente apresentado na Nova Acta Eruditorum de
1749, e posteriormente publicado em 1750 na Hus-
toire de I’Académie Royale des Sciences et des

Belles-Lettres de Berlin 4 (1748).

Esse trabalho foi publicado em 1752 na His-
toire de I’Académie Royale des Sciences et des
Belles-Lettres de Berlin 6 (1750), com o nome
de Addition au mémoire sur la courbe que forme
une corde tendue, mise en vibration (Adigdo d
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memdria sobre a forma tomada por uma corda
tensa em vibragao).

Esse trabalho foi publicado em 1755 na Histoure
de UAcadémie Royale des Sciences et des Belles-
Lettres de Berlin 9 (1753) e intitulado Réflexions
et éclaircissements sur les nouvelles vibrations des
cordes exposées dans les mémoires de 'Académie
de 1747 e 1748 (Reflexdes e esclarecimentos so-
bre as novas vibracoes das cordas expostas nas

memorias da Academia de 1747 e 1748).

Nos trabalhos realizados em 1732-1733 (referidos
anteriormente) sobre a vibragao de cordas, Daniel
observou que a mesma poderia ser composta
Mais tarde,
em 1740, em trabalho comunicado & Academia

de modos mais altos de vibracao.

de Sao Petersburgo (publicado em 1750 nos
Commentari Academiae Imperialis Scientiarum
Petropolitanae 12 (1740)), Daniel descreveu esses
modos. Entre 1741 e 1743, Daniel realizou novas
pesquisas sobre as vibragoes de uma barra. As-
sim, em um comunicado a essa mesma Academia
(publicado em 1751 nos Commentarii Academiae
Imperialis Scientiarum Petropolitanae 13 (1741-
1743)), ele apresentou um novo trabalho no qual
estudou as vibracoes de uma barra e os sons emiti-
dos por ela, bem como separou os diversos modos
dessas vibracoes, observando ainda que os sons
correspondentes (os diversos harménicos) podiam
existir juntos. Parece ser essa a primeira ob-
servacao da co-existéncia das pequenas oscilagoes
harmonicas. Apesar de entender fisicamente o
problema, Daniel nao foi capaz de formula-lo
matematicamente.

Esse trabalho
mémoires precédents

intitulado  Remarques sur les

de M. Bernoulli (Ob-
servagcoes sobre as memdorias precedentes de M.
Bernoulli), foi publicado no mesmo Volume 9 da
Histoire no qual Daniel Bernoulli havia publicado
o0 seu.

Esse trabalho foi publicado na Miscellanea
Philosophica-Mathematica
Taurinensis Iz, de 1759.

Societatis  Privatae

Esse artigo foi publicado na Miscellanea
Philosophica-Mathematica

Taurinensis 22, de 1762.

Societatis  Privatae

No artigo escrito em 1734 e publicado em 1740 nos
Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis
Petropolitanae 7 (1734-1735), Euler demonstrou
a condicao para que uma equacao diferencial de

50.

51.

primeira ordem do tipo M(x,y) dx + N(x,y) dy
aM _ AN
Dy = on-
Demonstrou ainda que no caso da equac¢ao nao ser

= 0 seja exata (na notacdo atual):

exata, em algumas situacoes, é possivel integra-la
através do fator integrante. Por exemplo, se
tivermos (na notacdo atual) y° + p(x)y = r(x),
sua solucdo serd dada por y = %[f rude + Cl,
com u(x) = exp ([ q(x) dx) sendo o fator inte-
grante. E oportuno esclarecer que o matematico
francés Alexis Claude Clairaut (1713-1765) em
1739 e 1740 (Histoire de ’Académie Royale des
Sciences avec les Mémoires de Mathématiques et
de Physique, Paris) obteve, independentemente,
esses mesmos resultados de Euler.

No artigo publicado no Miscellanea Berolinensia
7 (1743) Euler estudou a equagdo 0 = Ay +
Bfl—i + C'fl;—g + Dfl;—g + .. LZZZ, onde os

coeficientes sao constantes. Nesse estudo, Euler

demonstrou que a solu¢ao geral dessa equagao é

=N
dada por (na notagao moderna): y = > a; €%,
i=1

onde r; sao as raizes da equacao caracteristica ou
indicial: A 4+ Br + Cr? + Dr® + Ly = 0. Se
esta equacgdo indicial tiver uma raiz q de multi-
plicidade k (< n), Euler mostrou que a expressio

y=e® (a + Pz + y2? 4 kxFTl) 4

i=n—k

ST a;e"i®

i=1

é a solucao da equacao diferencial envolvendo k
constantes arbitrarias. Fuler considerou também
0 caso em que a equacao indicial apresentava
raizes complexas do tipo a + +/—1b, sendo
que, neste caso, ele usou sua célebre expressao:
A cos(x) £ /=1 sen(z), para tratar a
parte imaginaria /—1b.

Esse artigo foi publicado em 1753 nas Now:
Commentari Academiae Imperialis Scientiarum
Petropolitanae 3 (1750-1751), e nele Euler apre-
sentou seu método de resolver as equacoes difer-
enciais lineares ordinarias nao-homogénas e de
coeficientes constantes, do tipo: Ay + Bg—i +

cfy + piy 4+ 1%y - X(x).

dz? dz™
camente, seu método consistia em multiplicar a

Basi-

equacao dada por e**dx, integrar ambos os mem-
bros da equacao resultante, e determinar o valor
de « necessario para reduzir de uma unidade a
ordem da equacao diferencial dada. Desse modo,
a ordem da equacgao dada era baixada até final-
mente reduzi-la a uma equagdao de primeira or-
dem, cuja solugao era obtida pelo método do fator
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integrante. Convém destacar que Lagrange, na
Muscellanea Philosophica-Mathematica Societatis
Privatae Taurinensis 3 (1762-1765), foi um dos
primeiros a estudar as equacoes diferenciais or-
dinarias lineares de coeficientes nao constantes
e nao-homogénea, do tipo: L(t) + M(t)ccll—z +
N(t)cc%/ + ... = T(t). Para resolver uma equagio
desse tipo, Lagrange multiplicou a mesma pelo
fator z(t)dt, com z(t) a ser determinado, e inte-
grou por partes a equacao resultante. Com esse
artificio, encontrou uma equacao diferencial em
y e de ordem mais baixa. (Essa equagdo re-
sultante recebeu do matematico alemao Lazarus
Fuchs (1833-1902), em 1873, o nome de equacao
adjunta.) Desse modo, Lagrange continuou com
esse artificio até transformar a equacao diferencial
original que era nao-homogeénea, em homogénea.
Mais tarde, em 1759, ao tratar os movimentos
de uma membrana circular vibrante, Euler lidou
com uma equacao diferencial linear de coeficientes
variaveis, do tipo Bessel, conforme veremos mais
adiante.

Em 1734, na (Histoire de I’Académie Royale des
Sciences avec les Mémouires de Mathématiques et
de Physique, Paris), Clairaut estudou a equacéo
(hoje conhecida como equagao de Clairaut) y
= xy’ + f(y’), usando o artificio de chamar y’
= p. Entao, ao diferenciar em relagao a x essa

equagdo, encontrou [x + f'(p)] Z—’x’ =0, o que re-
sultou nas equagdes: Z—’x’ =0ex + f’(p) = 0.

Integrando a primeira dessas equacoes, Clairaut
obteve que y° = p = ¢ (constante). FEsse resul-
tado permitiu encontrar a solugao geral de sua
equagdo, isto é: y = ¢x + f(c), que representa
uma familia de retas. Contudo, a outra equagao
x 4+ f’(c) = 0 daria uma nova solu¢do (chamada
solucao singular) que, contudo, ndo estaria in-
cluida na solugao geral, concluiu Clairaut. Esse
fato criou uma certa confusao, o que levou o
proprio Clairaut e também Euler; a encontrarem
um método de obter a solucao singular trabal-

hando com a propria equacao diferencial, ou seja,
9y _
y’
0. Desse modo, no Volume I do Integralis, Euler

eliminar y’ de f(x,y,y’) = 0 e impor que

apresentou um critério para distinguir a solucao
singular de uma integral particular, e que se-
ria usado quando a solucao geral nao fosse con-
hecida. E interessante observar que Laplace, em
trabalho realizado em 1772 (publicado em 1775 na
Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémotres de Mathématiques et de Physique,
Paris (1772)), estendeu a no¢ao de solucao singu-

93.
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lar a equacoes diferenciais ordinarias lineares de
ordem mais alta, inclusive com trés variaveis. Por
seu lado, Lagrange fez, em 1774, um estudo sis-
tematico da relacao entre solu¢oes singular e geral
das equacoes diferenciais ordinarias, bem como
deu uma interpretagao geométrica da solugao sin-
gular como um envelope da solucao geral, es-
tudo esse que foi publicado em 1776, na Nou-
veauz Mémoires de U"Académie Royale des Sci-
ences et des Belles-Lettres de Berlin (1774). Ape-
sar desses estudos sobre solugoes singulares; havia
algumas dificuldades com as mesmas (por exem-
plo, a possibilidade de uma solu¢ao singular con-
ter um ramo da solu¢do geral) que nao foram
tratadas nos mesmos. A teoria das solucoes sin-
gulares sé fo1 completada em 1872, com os trabal-
hos dos matematicos, o francés Gaston Darboux
(1842-1917) e o inglés Arthur Cayley (1821-1895),

segundo veremos na proxima Cronica.

Essas integrais decorreram do estudo do prob-
lema da interpolacao, isto €, inserir valores em
tabelas de funcoes logaritmicas e trigonométricas,
problema esse tratado por Wallis, Stirling, Daniel
Bernoulli e Goldbach, e no qual havia a questao
de encontrar uma interpretacdo para n!, com n
nao-inteiro. Em cartas que trocou com Goldbach,
em QOutubro de 1729 e Janeiro de 1730, Euler
discutiu a solucao desse problema e foi por ele
formalizada em 1731, em um trabalho publicado
em 1738, nos Commentari Academiae Imperialis
Scientiarum Petropolitanae 5 (1730-1731). Ini-
cialmente, Euler obteve n! (com n inteiro), resol-
vendo a seguinte integral: fi z¢(1 — )" dx =
e+ (e + g)!...(e T+ Con-
tudo, para obter uma expressao de n!, com n ar-
bitrario, Euler escreveu que n! = fi (= log x)™ dx.

com e qualquer.

E oportuno destacar que somente em 1771 Fu-
ler preparou um trabalho (publicado em 1772 na
Novi Commentarii Academiae Imperialis Scien-
tiarum Petropolitanae 16 (1771)), no qual demon-
strou a relagao entre essas duas integrais, e que em
1781 ele apresentou a forma hoje conhecida para
esta dltima integral, fazendo nesta t= - log x, ou
seja, obteve a seguinte expressio: n! = fzo the?
dt. Por fim, no livro intitulado Fzercices de cal-
cul intégral (Ezercicio de cdleulo integral) (obra
em trés volumes, editados em 1811 (T), 1816 (III)
e 1817 (IT)), o matemadtico francés Adrien Marie
Legendre (1752-1833) fez um estudo profundo
dessas integrais, ocasiao em que as denominou de
primeira integral euleriana ou fung¢ao beta:

B(m,n) = fzo zm (1 z)"~! dx e segunda
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integral euleriana ou fun¢ao gama: I'(n + 1)
=n! = fzo z"e”" dx, e demonstrou a seguinte
equagao: I'(2z) = (271')_%2% - %F(x)F(x + %)

(Destaque-se que Euler demonstrou que I'(n 4+ 1)
L(m)C(n)

T'(m + n)°
calculou F(%), F(g) e assim por diante.)

= nl'(n) e que B(m,n) = bem como

Na Acta Eruditorum de Setembro de 1694, James
Bernoulli estudou a eldstica (nome cunhado por
ele), que é a forma assumida por um bastdo
fino quando forcas sdo aplicadas em suas extrem-

1dades.

curva:

Ao obter a equacao diferencial dessa
(x2 + ab)dz

Vat — (22 4+ ab)Q’

que ela nao poderia ser integrada em termos

dy = James observou
das funcgoes elementares até entao conhecidas:
algébricas, trigonométricas (diretas e inversas),
exponenciais e logaritmicas. Ainda em conexao
com esse trabalho, James introduziu uma curva
em forma de 8 deitado (o0), isto é, uma lem-
niskods (grego) ou lemnicus (latino) (nome das
fitas ou ornatos pendentes dos vencedores e das
mitras episcopais), dada pela equagio: xx + yy
= a\/(zx — yy), e procurou determinar o com-
primento de arco dessa curva (mais tarde con-
hecida como lemniscata) por intermédio da in-
tegral (na linguagem atual): s = f:; \/%
e, mais uma vez, percebeu que a mesma nao
poderia ser integrada em termos de fungoes el-
ementares. (E oportuno registrar que a notagao
fl; foi introduzida por Fourier em seu famoso livro
Théorie analytique de la chaleur (Teoria analitica
do calor), editado em 1822.)

Na Acta Eruditorum de Outubro de 1698, John
Bernoulli demonstrou que a diferenca de dois ar-
cos da parabola cibica (y = x3) poderia ser in-
tegrada em termos de fung¢oes elementares. Em
vista desse resultado, John tentou entao calcu-
lar (sem éxito) arcos de outras curvas, principal-
bx? (m

+ p =n + q). Contudo, apesar de nao poder

mente a elipse e a pardabola a”y? =

retificar tais curvas, John (bem como seu irmao
James) afirmou (sem demonstrar) que a soma (ou
a diferenca) desses arcos poderia ser representada
por arcos de circulo ou por linhas retas.

Entre 1714 e 1718, conforme vimos, Giulio Carlo
di Fagnano realizou uma série de trabalhos sobre a
retificacao de curvas, por intermédio de integrais
que envolviam radicais. Nesses trabalhos, demon-
strou as afirmacoes dos irmaos Bernoulli referi-
das na nota anterior, bem como estendeu essas
demonstracoes a outras curvas, como a hipérbole,

97.

58.

59.
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a cicléide e a lemniscata. (Registre-se que em um
desses trabalhos, Fagnano obteve um importante
resultado ao demonstrar que a elipse x? + 2y?
= 1 apresentava certa analogia com a hipérbole
retangular, ja que a excentricidade dessa elipse
vale %, enquanto a da hipérbole retangular vale

\/5) Esses trabalhos foram publicados por Fag-
nano no livro intitulado Produziont matematiche
(Produg¢ées matemdticas), editado em 1750.

Esses trabalhos foram publicados em 1761 nas
Novi Commentarii Academiae Imperialis Scien-
tiarum Petropolitanae 6 (1756-1757); —— 7
(1758-1759).

Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémotres de Mathématiques et de Physique,
Paris (1786).

Em 1775 o agrimensor e matematico inglés John
Landen (1719-1790) demonstrou que cada arco
de hipérbole podia ser medido por dois arcos
de elipse, resultado esse conhecido como Teo-
rema de Landen. E interessante ressaltar que
Landen, em seu livro Discourse concerning the
residual analysis (Discurso concernente a andlise

residual), de 1758, definiu derivada através do
(@) = F(wo)

T — T,
em uma série de poténcias em x.

“residuo” - [ le,=s,; -, expandindo f(x)

Essas integrais sao as seguintes:

Primeira Espécie: F(¢) = [ %;

Segunda Espécie: E(¢) = [ Adg;

Terceira Espécie: TI(¢) = [ TFn jfnz A

onde n é qualquer constante e A(k,¢) =
1 — k%sen?¢, com 0 < k < 1.

E oportuno destacar que embora Legendre us-
asse o termo fung¢ao eliptica, havia um pouco
de controvérsia em torno do mesmo. O con-
ceito atual de func¢ao eliptica foi introduzido pe-
los matematicos, o noruegués Niels Henrik Abel
(1802-1829), em 1826, e 0 alemao Carl Gustav Ja-
cob Jacobi (1804-1851), em 1829, conforme vere-

mos na proxima Cronica.

A expressao equacao diferencial hiper-
geométrica foi cunhada pelo matemdtico alemao
Johann Friedrich Pfaff (1765-1825), amigo e
professor do grande matematico alemao Carl

Friedrich Gauss (1777-1855). Alids, Gauss estu-

dou a func¢do hipergeométrica em 1813 (ocasido
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em que apresentou a notacdo F(a,b,c;z)), em tra-
balho publicado nos Commentationes Societatis
Regiae Scientiarum Gottingensis Recentiores 2.

Em 1778, Euler voltou a pesquisar com essas
séries hipergeométricas (nome cunhado por
ele préprio), ocasiao em que encontrou algumas
relagdes entre elas, como, por exemplo: F(-
n,b,c;z) = (1 - 2)t"~"F(c + n,c - byz). O resul-
tado dessas pesquisas foi comunicado & Academia
de Ciéncias de Sao Petrogrado, e publicado em
1801, nos Nowvi Commentarii Academiae Imperi-
alis Scientiarum Petropolitanae 12 (1794).

Em trabalhos realizados entre 1762 e 1765, Fu-
ler voltou a tratar o problema da corda vi-
brante. Porém, desta vez, ele considerou cor-
das de espessura variavel, bem como cordas
compostas de diferentes espessuras. Esses tra-
balhos foram publicados em 1764, nas Now
Commentari Academiae Imperialis Scientiarum
Petropolitanae 9 (1762-1763) e em 1766, na
Muscellanea Philosophica-Mathematica Societatis
Privatae Taurinensis 3 (1762-1765). E oportuno
ressaltar que d’Alembert também tratou o prob-
lema da corda vibrante de espessura varidvel, em
1763, ocasiao em que usou o método da sep-
aracao de variaveis para resolver a equacao difer-
encial da corda vibrante: % = a? %,
tomando y(x,t) = g(x)h(t). Esse trabalho de
d’Alembert foi publicado em 1770, na Histoure
de UAcadémie Royale des Sciences et des Belles-
Lettres de Berlin 19 (1763). Alids, esse método
ja havia sido utilizado por Daniel Bernoulli, em
1732, ao tratar as vibragoes de uma cadeia sus-

pensa, conforme vimos.

Novi Commentarii Academiae Imperialis Scien-
tiarum Petropolitanae 10 (1764), publicado em
1766.

A teoria da membrana vibrante foi melhor de-
senvolvida pelo matematico francés Siméon Denis

Poisson (1781-1840), em 1829.

Nesse trabalho (intitulado Principia motus flu-
idorum (Principio do movimento dos fluidos)
e publicado em 1761, nos Nowvi Commentari
Academiae Imperialis Scientiarum Petropolitanae
6 (1756-1757)), Fuler estudou os fluidos incom-
pressiveis perfeitos (ndo viscosos) e, ao tratar com
as componentes u, v e w da velocidade de qual-
quer ponto no interior de um fluido, demonstrou
(na linguagem atual) que udx 4+ vdy + wdz de-
veria ser uma diferencial exata (dS) e, portanto,

68.
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deveria ter: u = 22 v = 28 o w = 22,

o 5y 5. Sendo
o fluido considerado incompressivel, demonstrou

3 . du dv dw
entao que: - + By + %> = 0, que representa

a Equacao da Continuidade e que giﬁ + gzg

2 ~
+ ng = 0. Euler ndo soube como encontrar a

solucao geral dessa equacao, e sim, apenas em ca-
sos especials em que S era um polindémio em x,
y e z. Observe-se que, em 1868, o fisiologista
e fisico alemao Hermann Ludwig Ferdinand von
Helmholtz (1821-1894) denominou S de poten-

cial velocidade.

Esses trabalhos, intitulados Principes généraux
de Uétat d’équilibre des fluides (Principios gerais
do estado de equilibrio dos fluidos), Principes
généraur du mouvement des fluides (Principios
gerais do movimento dos fluidos) e Continuation
des recherches sur la théorie du mouvement des
fluides (Continuagdo das pesquisas sobre a teoria
do movimento dos fluidos)), foram publicados em
1757, na Histoire de ’Académie Royale des Sci-
ences et des Belles-Lettres de Berlin 11 (1755).

O movimento dos fluidos foi estudado por
Traité de
Uéquilibre et du mouvement des fluides (Tratado

d’Alembert nos seguintes textos:

do equilibrio e do movimento dos fluidos), de
1744, Réflexions sur la cause générale des vents
(Reflexdes sobre a causa geral dos wventos),
de 1747 e FEssai d’'une nouvelle théorie de la
résistance des fluides (Ensaio sobre wma nova
teoria da resisténcia dos fluidos), de 1752. E
oportuno observar que nesses textos, d’Alembert
comecou a lidar com os nimeros complexos. Por
exemplo, no Réflexions, ele tentou demonstrar
a famosa conjectura de Girard (apresentada
pelo matematico flamengo Albert Girard (1590-
1633), em 1629), hoje conhecida como o Teo-
rema Fundamental da Algebra: - “Toda equacao
algébrica tem pelo menos uma raiz complexa”.
Muito embora d’Alembert nao haja tido sucesso
em sua demonstra¢io (a primeira demonstragio
com sucesso foi feita por Gauss, em 1799), ele con-
seguiu mostrar que toda operagao algébrica envol-
vendo numeros complexos, resulta num nimero
complexo da forma A + +/—1B. J4 no Essai,
ao considerar o movimento de um corpo através
de um fluido ideal, d’Alembert percebeu que
o calculo com varidveis complexas poderia ser
conduzido de maneira andloga ao calculo com
varidveis reais, ou seja, que a expressdo (na lin-
guagem atual) f(x 4 iy)d(x + iy) poderia ser sem-
pre expressa na forma dp + idq, em que as partes
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real e imaginaria poderiam ser tratadas separada-

mente. Desse modo, afirmou (sem demonstrar)

que se f(x + iy) = u + iv, entdo: f(x - iy) = u
iy fu o g ou _ _ov
) dx 6y dy

famosas equagoes de Cauchy-Riemann, con-

(Essas sao as

forme veremos na préxima Crénica.) Convém no-
tar que nesses trabalhos, d’Alembert apresentou,
pela primeira vez, a maneira mais geral de usar as
equacoes diferenciais parciais em Fisica. Porém,
foi Euler quem aperfeicoou técnicas para usa-las.

Como as equacOes relacionadas com o movi-
mento de fluidos apresentadas por Euler e por La-
grange nao consideravam a viscosidade dos mes-
mos, esta fol considerada pelos matematicos, o
francés Claude Louis Marie Henri Navier (1785-
1836), em 1821, e o inglés Sir George Gabriel
Stokes (1819-1903), em 1845, dando origem &
famosa equacao de Navier-Stokes, conforme
veremos na proxima Cronica.

Esses trabalhos foram publicados em 1766, na
Histoire de I’Académie Royale des Sciences e des

Belles-Lettres de Berlin 15 (1759).

Novi Commentarii Academiae Imperialis Scien-
tiarum Petropolitanae 16 (1771), publicado em
1772.

A propagacao do som em instrumentos de sopro
ja havia sido pesquisada por Daniel Bernoulli,
em 1762, ocasiao em que demonstrou que na ex-
tremidade aberta de um tubo cilindrico nao ha
condensacao de ar, enquanto que na extremidade
fechada as particulas de ar permanecem em re-
pouso. Esse trabalho foi publicado em 1764, na
Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémoires de Mathématique et de Physique,
Paris (1762).

Em seu ja citado Treatise of Fluxions
(1742), Maclaurin demonstrou (usando argumen-
tos geométricos) que dados dois elipsdides de rev-
olucao homogeéneos e confocais, a atragao exercida
por esses dois corpos sobre uma particula externa
situada no prolongamento do eixo de revolugao ou
no plano equatorial, era proporcional aos volumes
respectivos. Como o tratamento geométrico sé
se aplicava a corpos com certas formas especiais,
era necessario usar métodos analiticos para tratar
outras formas. Assim, em seu livro Théorie de la
Figure de la Terre (Teoria da Forma da Terra)
de 1743, Clairaut apresentou um estudo analitico
sobre a forma da Terra e a atracao gravitacional

entre corpos.

75.

76.
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Conforme dissemos na nota (24), Daniel Bernoul-
li em seu Hydrodinamica (1738) ji havia apre-
sentado a 1déia de que uma forca poderia ser
deduzida de uma “funcao potencial”, expressao

essa, alids, que empregou nesse mesmo livro.

Na linguagem atual, essas integrais triplas sao cal-
culadas pelas expressoes:

Py =[] S0 7
V) = IS R

—

et de
Présentés a U’Académie Royal des Sciences, par

Mémoires de Mathématique Physique
Divers Scavans, et Lus dans ses Assemblées 10,

publicado em 1785.

Também nesse trabalho, Legendre calculou a
componente da for¢a de atracao gravitacional ex-
ercida por um esferéide de massa M, por in-

termédio da seguinte notacao (de hoje):

P(0.0) = B 3 2=3 by (cost) 2.
com
— 3M : S Rant3 Py (cos 0') sen 0 dO’,

sendo R = f(6’), onde @ é a coordenada esférica
polar e Py, é o que hoje denominamos de
polinémio de Legendre ou coeficiente de
Laplace ou ainda harménico zonal.

Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémoires de Mathématique et de Physique,
Paris (1782), publicado em 1785.

Quando U, sé depende de 8, isto é, U, (f), essa
equacao se transforma na hoje famosa Equacao
de Legendre: (1-x?) Cclle dU +nn+ 1)U
=0, comx = cos . A funcao Un(ﬁ, $)) foi denom-

inada pelo fisico inglés William Thomson, Lord
Kelvin (1824-1907) de harmonico esférico.

Na nota (67) vimos que FEuler chegou a uma
equacao desse tipo em seu trabalho sobre o movi-
mento dos fluidos. E oportuno registrar que
Laplace cometeu um erro ao afirmar que essa
equacao também valia para pontos interiores ao
corpo geradores do potencial V. Esse erro foi cor-
rigido por Poisson, em 1813, conforme veremos na

proxima Cronica.
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Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémoires de Mathématique et de Physique,
Paris (1784 ), publicado em 1787.

Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémoires de Mathématique et de Physique,
Paris (1789), publicado em 1793.

sante observar que ainda nesse trabalho, Legendre

E interes-

chegou a trabalhar com a hoje Equagao Asso-

ciada de Legendre: (1 - x?) ji—z - 2z Z—i +

[n(n + 1) — %]y = 0, onde y = P*(x).

Registre-se que a conhecida representacao difer-

encial dos polinomios de Legendre - P,(z) =

% dd—nn( 2 — 1)™ - foi obtida pelo matematico
n: T

Olinde Rodrigues (1794-1851), em 1816 (Corre-
spondance sur U’Ecole Polytechnique 3).

BASSALO (1996¢), op. cit.

Esse problema foi proposto no Journal de

Scavans, de 1697.

Em 1698, John escreveu a Leibniz afirmando que
o plano osculatriz (o plano do circulo osculatriz),
em qualquer ponto de uma geodésica de uma
dada superficie, é perpendicular a esta naquele
ponto. Chama-se de circulo osculatriz de uma
superficie curva em um dado ponto P, ao circulo
com centro no centro de curvatura e raio igual ao
raio de curvatura da superficie em questao e rela-
tivos ao ponto P, e que a tangencia nesse mesmo
ponto P. Esse conceito foi introduzido por New-
ton em seu livro Geometria Analytica (Geometria
Analitica), escrito em 1671 e publicado em 1736.
O termo osculatriz foi dado por Leibniz, no Acta
Eruditorum, de 1686. Em 1698, James resolveu
o problema da geodésica sobre cilindros, cones e
superficies de revolugao.

Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis
Petropolitanae 3 (1728), publicado em 1732.

Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis

Petropolitanae 6 (1732-1733).

E oportuno notar que Clairaut, em suas pesquisas
sobre a forma da Terra, realizadas em 1733 ( His-
toire de UAcadémie Royale des Sciences avec
les Mémotres de Mathématiques et de Physique,
Paris, publicado em 1735) e 1739 (Histoire de
U’Académue Royale des Sciences avec les Mémorres
de Mathématiques et de Physique, Parts, publi-
cado em 1741), apresentou um estudo analitico
das geodésicas sobre superficies de revolucao.
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Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis

Petropolitanae 7 (1734-1735), publicado em 1740.

Na Acta Eruditorum de 1696, John Bernoulli
propos o seguinte problema: - “Dados dois pontos
A e B em um plano vertical, encontrar a curva que
uma particula, somente sob a acao da gravidade,
a descreverd em um tempo minimo”. Essa curva
foi denominada por John de braquistécrona
(do grego brachistos - mais curto e chronos
- tempo). Esse problema foi resolvido, em
trabalhos independentes, por Newton, Leibniz,
I’Hopital, John, James e pelo matematico saxao
Conde Ehrenfried Walter Tschirnhaus(en) (1651-
1708), os quais foram publicados no mesmo vol-

ume da Acta, de Maio de 1697.

excecdo de I’Hopital) encontraram que aquela

Todos (com
curva era a cicloide.

Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis

Petropolitanae 8 (1736), publicado em 1741.

Na notacao moderna, esse problema relaciona-se
e 30 d . . 1. L gs

com a minimizagao da seguinte integral: [ * 25,

onde s é o comprimento de arco e R é o raio de

curvatura.

Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémotres de Mathématiques et de Physique,
Paris (1744). Nesse trabalho, Maupertuis apre-
sentou a sua versao do Principio da Minima
Acao, considerando a grandeza fisica Acgao,
definida como o produto da massa m, da veloci-
dade v e da distancia s, como sendo minimizavel,

ou seja: mvs = minimo.

E oportuno destacar que além de razoes fisicas,
Maupertuis e Euler alegavam razoes teoldgicas
para o seu Principio, pois diziam eles: as leis do
comportamento da natureza possuem a perfeicao
digna da criacao de Deus.

E oportuno salientar que o nome Calculo das
Variacoes foi dado por Euler no trabalho inti-
tulado Elementa Calculi Variationum (Flemen-
tos do Cdlculo das Variagdes), apresentado a
Academia de Berlim, em 1756, e somente publi-
cado em 1766 nos Novi Commentarii Academiae
Scientiarum Imperialis Petropolitanae 10 (1764).

Muscellanea Philosophica-Mathematica Societatis
Privatae Taurinensis 2 (1760-1761), publicado
em 1762.
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O fato de considerar o coeficiente de éy como
nulo foi intuitivamente aceito e mesmo incorre-
tamente provado por varios matemdticos (inclu-
sive Cauchy) por mais de 100 anos depois de La-
grange. A sua prova correta s6 foi apresentada
pelo matematico francés Pierre Frédéric Sarrus
(1798-1861), em 1848, e a mesma é hoje consid-
erada como o lema fundamental do Calculo das
Variagoes.

Em um desses apéndices, Lagrange tratou do
problema de encontrar a superficie de menor area
entre todas as superficies, em duas situacoes: as
que apresentavam o mesmo perimetro; e as de
mesmo volume. Um caso especial desses tipos
de superficie - a superficie de revolugao de area
minima - ja havia sido tratado por Euler em
seu Methodus, de 1744. Mais tarde, em 1785
(Mémoires des savants étrangers de I’Académie
10), o matematico francés Jean Baptiste Marie
Charles Meusnier de La Place (1754-1793) estu-
dou dois tipos dessas superficies: a catendide e
o helicdide reto. No segundo apeéndice, Lagrange
estudou o poligono de maior area entre todos os
poligonos de um mesmo nimero de lados. Ele
encontrou que esse tipo de poligono deve ser in-
scrito em um circulo, conforme havia sido demon-
strado geometricamente pelo matematico suico
Gabriel Cramer (1704-1752), em 1752 (Histoire
de UAcadémie Royale des Sciences et des Belles-
Lettres de Berlin).

Esses trabalhos foram publicados, respectiva-
mente, na Miscellanea Philosophica-Mathemati-
ca Societatis Privatae Taurinensis 4 (1766-1769)
e Nouveaur Mémoires de UAcadémie Royale des
Sciences et des Belles-Lettres de Berlin (1770).

Esse tipo de equagao, de dificil solugao, foi mais
tarde estudada pelo matematico francés Gaspard
Monge (1746-1818), em seu famoso livro Feuilles
d’analyse appliquée a la géométrie a lusage de
I’Ecole Polytechnique (Aplicagées da andlise

103.

104.

105.

geometria para uso na Fscola Politécnica), edi-
tado em 1795. E oportuno registrar que Monge
introduziu a notacao p = g—i, q= g—; para rep-
resentar a derivada parcial de z com relacao a x
e y, respectivamente. Muito embora a notacao
g—i parece haver sido proposta por Legendre, em
1786 (somente publicado em 1788, na Histoire de
U'Académue Royale des Sciences avec les Mémoures
de Mathématiques et de Physique, Paris (1786)),
ela foi apresentada por Jacobi, em 1841 (Crelle’s
Journal fur die Reine und Angewandte Mathe-
matik 22), ocasido em que desenvolveu sua teoria
dos determinantes.

Em 1779,

que apresentavam propriedades de méaximo e de

Euler considerou curvas espaciais

mimino. Esse trabalho foi publicado em 1813, nas
Mémoires de [’Académie Impériale des Sciences
de Saint-Petersbourg 4 (1811). Em 1780, fez
o estudo da braquistécrona considerando o caso
em que a forca externa opera em trés dimensoes
ou quando o meio exterior é resistente. Ksse
trabalho foi publicado em 1822, nas Mémoures
de I’Académie Impériale des Sciences de Saint-

Petersbourg 8 (1817-1818).

Ao estudar, em 1782, sistemas de massas pon-
tuais, Lagrange introduziu o conceito de co-
ordenadas generalizadas (p;, ¢;), como qual-
quer conjunto de coordenadas que pode, sem
ambiguidade, definir a configuracao desses sis-
temas. Entdo, a partir dessa consideracao, em
seu Mécanigue de 1788, Lagrange apresentou o
Principio de Minima Acao de Maupertuis-Euler
em termos dessas coordenadas e, usando seu
método variacional, obteve famosa Equacao de

. d oT aT v _
Euler-Lagrange: E(a_q',) — 55 T 55, =0

Histoire de ’Académie Royale des Sciences avec
les Mémotres de Mathématiques et de Physique,

Paris (1786), publicado em 1788.



