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Atrav�es do capacitor plano e paralelo, prop~oe-se uma express~ao emp��rica para a determina�c~ao
do coe�ciente diel�etrico do ar. Ela depende somente de parâmetros termodinâmicos tais
como: o volume entre as placas, press~ao atmosf�erica e a umidade relativa do ar.

An empirical expression for the determination of the e�ective dielectric coe�cient of the air in
parallel-plates capacitors is proposed. It depends only on the thermodynamical parameters:
the volume between the plates, atmospheric pressure and the relative humidity of the air.

I. Introdu�c~ao

Do ponto de vista did�atico, a eletrost�atica �e �area

de maior de�ciência dentro da eletricidade. Experi-

mentos quantitativos que dependem da permissividade

diel�etrica do meio fornecem resultados n~ao reais. O

n�umero de experimentos quantitativos de eletrost�atica

realizados no meio ambiente �e pequeno[18]. Isto �e

devido a di�culdades no controle de v�arias vari�aveis

que afetam o fenômeno. Deste modo �e importante

identi�car quais s~ao as vari�aveis relevantes na deter-

mina�c~ao da permissividade diel�etrica para descrever os

fenômenos eletrost�aticos. Um modo natural para at-

acar o problema �e considerar uma camada de ar entre

as placas do capacitor como um g�as ideal. Mais pre-

cisamente, para investigar a in
uência das condi�c~oes

ambiente sobre as medidas eletrost�aticas, �e conveniente

considerar as vari�aveis usuais que indicam a varia�c~ao

das condi�c~oes termodinâmicas do momento.

Deste modo, toma-se a press~ao atmosf�erica, a umi-

dade relativa do ar e o volume entre as placas como

vari�aveis relevantes nos c�alculos da permissividade

diel�etrica do ar. O principal objetivo deste trabalho

�e apresentar uma equa�c~ao para o coe�ciente diel�etrico

do ar que esteja o mais pr�oximo da realidade.

Este trabalho �e organizado do seguinte modo. Na

se�c~ao(II) �e apresentado um breve resumo da elet-

rost�atica elementar. Na se�c~ao (III) �e descrito o ex-

perimento e s~ao de�nida as vari�aveis relevantes. Na

se�c~ao(IV) apresenta-se o modelo matem�atico. Os re-

sultados e as conclus~oes s~ao discutidos na se�c~ao(V).

II. Revis~ao da eletrost�atica

Quando duas placas condutoras e paralelas de �area

A, separadas por uma distância D s~ao submetidas a

uma diferen�ca de potencial V, acumulam-se nas placas,

cargas opostas (�Q), conforme pode-se ver na Fig.(01).

Figura 1. Capacitor de placas paralelas.
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Figura 2. (o) Valor experimental da capacitância vs 1/D.
( _ _ ) Valores correspondentes obtidos pela (Eq. 33);
(5) Valores da capacitância no v�acuo obtida pela (Eq.
03). As distâncias entre as placas foram medidas com um
catetômetro cuja precis~ao �e de 0.05 mm.

A rela�c~ao entre a carga Q e a diferen�ca de potencial

V �e dada pela constante de proporcionalidade ( C ),

denominada de capacitância:

C =
Q

V
: (1)

Um capacitor de placas paralelas ideal �e aquele no

qual a separa�c~ao D das placas �e muito pequena com-

parada com as suas dimens~oes; dessa forma, pode-se

desprezar o campo deformado[14]. Se a regi~ao entre as

placas for preenchida com diel�etrico de permissividade

�, a capacitância ser�a dada por

C =
�A

D
; (2)

onde � = k�0, sendo �0 a constante de permissividade

do v�acuo.

No v�acuo, o coe�ciente diel�etrico k = 1 e a Eq.(2)

pode ser reescrita como

C =
�0A

D
; (3)

e ser�a utilizada em todos os c�alculos subseq�uentes.

No capacitor real, entretanto existe uma per-

turba�c~ao do campo el�etrico nas vizinhan�cas das bordas.

Feynman[7] propôs que, para corrigir esta perturba�c~ao

na capacitância Eq.(3), que a �area das placas fossem

estendidas arti�cialmente por uma distância de 3/8 da

separa�c~ao entre as placas.

Segundo Maxwell[3], para uma distância das bordas

igual �a distância entre as placas, o campo poder�a ser

afetado de somente 1=10 000 do valor calculado para

o campo uniforme. Para compensar esta perturba�c~ao

propôs a utiliza�c~ao de um anel de prote�c~ao[11]. Sim-

ula�c~oes num�ericas foram realizadas por Wintle[19], na

determina�c~ao da corre�c~ao da capacitância, devido o

efeito da deforma�c~ao no campo el�etrico nas bordas do

capacitor.

III. Desenvolvimento experimental

Assumimos que as vari�aveis fundamentais, para se

obter um ajuste experimental do coe�ciente diel�etrico

(�)1 do ar, s~ao dadas por:

� = f [(A; D); P; U (Tu; Ts)] (4)

onde A �e a �area da placa, D �e a distância entre as pla-

cas, P a press~ao atmosf�erica, U a umidade relativa[1],

Tu e Ts s~ao as temperaturas dos bulbos �umido e seco

respectivamente.

Duas placas de Al de raios 0.20 m e espessura de 2

mms~ao dispostas sobre uma superf��cie plana. As placas

s~ao separadas inserindo-se entre elas quatro suportes de

PVC, os quais têm espessura 2 variando de 1 cm at�e 10

cm. Para a medida da capacitância foi utilizado um

MX - 801 DIGITAL LCR METER Este equipamento

tem nos seus terminais uma diferen�ca de potencial de

0.932 V(AC). As vari�aveis s~ao medidas nas seguintes

unidades. A(m2), D(mm), P(cm Hg), t(0C) e C(pF)

e transformadas para o SI de unidades. Os valores ex-

tremos obtidos para a umidade foram de 28 - 95 % e a

press~ao P, de 70.9 - 74.1 cm Hg. Foram utilizadas de al-

gumas transforma�c~oes para adequa�c~ao dimensional[15]

e, introduziram-se as seguintes de�ni�c~oes:

Vol.

Vol.0
=

�Area Distância

22:4 10�3
, (5)

e
P

P0
=

P

76
: (6)

1Optamos por este nome e n~ao " constante diel�etrica", pois o mesmo varia com o volume, press~ao atmosf�erica e umidade do ar.
2Em 1091 medidas de capacitâncias, as corre�c~oes devido ao uso de suportes de PVC entre as placas, para D=1 cm foi de -1.1 pF;

para as demais de -1.0 pF
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IV. Modelo matem�atico

As medidas da capacitância no v�acuo pelo inverso

da distância entre as placas conduz �a uma rela�c~ao lin-

ear. Entretanto, quando as medidas s~ao efetuadas no

ar, isto �e, no ambiente, a rela�c~ao �e n~ao linear. Deste

modo �e poss��vel estabelecer a correla�c~ao entre ambas as

observa�c~oes, no v�acuo e no ambiente. Assumindo uma

rela�c~ao do tipo:

CAR = � CV AC: (7)

onde � �e dado pela Eq.(4) e CV AC: �e fornecido pela

Eq.(3). Agora utilizando a de�ni�c~ao Eqs. (5) e (6) a

Eq.(4) pode ser reescrita na forma:

� = f(
Vol.

Vol.0
;
P

P0
; U ); (8)

esta rela�c~ao ter�a de satisfazer a seguinte condi�c~ao: para

P ' 0 (no v�acuo) implicar�a que � = 1.

Al�em das considera�c~oes introduzidas, propomos

de�nir uma rela�c~ao emp��rica para o coe�ciente

diel�etrico Eq.(8) como:

� = exp [(
AD

22:4 10�3
)� (

P

76
)� U �]: (9)

A rela�c~ao acima foi obtida ap�os testes de regress~ao,

em modelos lineares e n~ao lineares e comparados com

1362 observa�c~oes experimentais. Para veri�car a pre-

cis~ao do modelo, necess�ario se fez determinar os ex-

poentes �, � e �. Procedeu-se do seguinte modo.

Aplicou-se duas vezes o logar��tmo natural na Eq.(9),

tomando

c

ln [ln (�)i] = � ln [
AD

0:0224
)i] + � ln [(

P

76
)i] + � ln [(U )i]: (10)

Para melhor trabalhar com o sistema de equa�c~oes produzidas pela Eq.(10), introduziremos o vetor B que ser�a

formado pelas vari�aveis dependentes e a matrix A pelas vari�aveis independentes, ou seja

bi1 = ln [ln(�)i];

= ln [ln( CAR
CV AC:

)i]:

e
ai1 = ln [( AD

0:0224
)i];

ai2 = ln [( P
76
)i];

ai3 = ln [(U )i]:

9>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>;

(11)

A =

2
66664

a11 a12 a13
a21 a22 a23
::: ::: :::
::: ::: :::
am1 am2 am3

3
77775 ; B =

2
66664

b11
b21
:::
:::
bm1

3
77775 ; X =

2
4 �

�
�

3
5 : (12)

Deste modo, a Eq.(10) pode ser reescrita na forma de uma matrix:

mA3 3X1 = mB1: (13)

O vetor B �e constituido pelas observa�c~oes e estas claramente cont�em erros experimentais. Estes erros podem

produzir um sistema inconsistente. Para remover esta inconsistência, adiciona-se na de�ni�c~ao do vetor B o vetor

mV1 o qual cont�em as corre�c~oes[5]:

mA3 3X1 = mB1 + mV1; (14)

onde m=1362, observa�c~oes e o n�umero de inc�ognitas �e 3.
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O vetor V n~ao �e conhecido a priori. Entretanto, desde que o n�umero de equa�c~oes �e maior que o n�umero de

inc�ognitas, pode ser usado o M�etodo dos M��nimos Quadrados relativo ao melhor valor estimado �X que satisfaz a

condi�c~ao[6]:

� = V tV = m��nimo. (15)

Isolando o vetor V na Eq.(14)

AX �B = V: (16)

Usando a Eq.(16), a Eq.(15) pode ser reescrita como

� = (A �X � B)t(A �X � B)

= �XtAtA �X � �Xt AtB � BtA �X +BtB

= m��nimo.

Para encontrar o m��nimo de �, deveremos derivar as matrizes acima. As regras para isto pode-se encontrar nas

referências [2,9,10,12]

@ �

@ �X
= 0: (17)

@ �

@ �X
=

@

@ �X
( �Xt AtA �X)�

@

@ �X
( �XtAtB) �

@

@ �X
(BtA �X) +

@

@ �X
(BtB) = 0: (18)

Desenvolvendo a primeira parcela da Eq.(18)

@

@ �X
( �XtAtA �X) = (

@ �Xt

@ �X
)AtA �X + �Xt(

@ At

@ �X
)A �X + �XtAt(

@ A

@ �X
) �X +

+ �XtAtA(
@ �X

@ �X
); (19)

onde �X = f (�; �; �).

@ �Xt

@ �X
=

@

@ �X

�
� � �

�
=
�
1 1 1

�
; (20)

A matriz A depende, conforme pode-se veri�car na Eq.(11), do volume, press~ao e da umidade. Assim a derivada

de uma matriz que n~ao depende de X(�; �; �) �e nula,

@ At

@ �X
= 0 e

@ A

@ �X
= 0: (21)

Substituindo as Eq.(20),(21) na Eq.(19), encontra-se

AtA �X + 0 + 0 + �XtAtA: (22)

De modo an�alogo, desenvolvendo-se as demais parcelas da Eq.(18), obt�em-se

@

@ �X
( �XtAtB) =

@

@ �X
(BtA �X) = AtB e

@

@ �X
(Bt B) = 0: (23)

Finalmente, retornando com os resultados da Eq.(22) e Eq.(23) na Eq.(18), tem-se

AtA �X + �Xt AtA � 2AtB = 0: (24)

Os produtos matriciais AtA e AAt, representam a mesma matriz sim�etrica [16]. Deste modo tem-se:

AtA �X = AtB: (25)



Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 19, no. 4, dezembro, 1997 393

Outra forma de obter-se este resultado �e desenvolver cada uma das parcelas da Eq.(18), efetuando os produtos

dos elementos das matrizes, e ap�os derivar o escalar resultante em rela�c~ao a �; � e �.

A �ultima matriz representa o conjunto de três equa�c~oes normal, quando a matriz quadrada AtA �e n~ao singular.

A solu�c~ao do sistema Eq.(25) �e dada por

�X = (AtA)�1AtB (26)

Utilizando sub{rotinas desenvolvidas em Fortran [8], obtemos a solu�c~ao

�X =

2
4 �

�
�

3
5 : (27)

Ap�os a determina�c~ao do vetor X, �e poss��vel o c�alculo dos elementos de V atrav�es da rela�c~ao

vi = (Cexper:)i � (Ccalc:)i; (28)

onde

Ccalc: = �

�
�0A

D

�

O m�etodo acima foi aplicado na an�alise comparativa com as observa�c~oes experimentais. O modelo proposto

para reproduzir os dados experimentais Eq.(9) �e o que melhor satisfez os seguintes crit�erios:

1. A soma dos erros da Eq.(28) deve ser aproximadamente nula [6] ;

sv =
mX
i=1

vi (29)

2 A variância deve ser m��nima [4];

�2
�c = � [

V t V

m (m � 1)
] (30)

3. O �2 deve ser m��nimo[13];

�2 =
mX
i=1

�
v

Ccalcul:

�2
i

: (31)

Os três crit�erios s~ao obviamente equivalentes. Todos estes crit�erios foram utilizados para achar o melhor ajuste

aos dados experimentais. Desta an�alise obteve-se a seguinte express~ao para o coe�ciente diel�etrico do ar

� = exp

"�
V

22:4� 10�3

�0:53591911�
P

76

�
�2:9311819

(U )
�0:116599689

#
: (32)

Com aux��lio da Eq.(3) e Eq.(32), pode-se reescrever a Eq.(7) para a capacitância do ar como:

CAR = exp
�
2 495 402:3054

�
V 0:53591911P�2:93118019U�0:116599689

�� �0A
D

: (33)

d

Al�em das corre�c~oes na capacitância devido ao uso

dos suportes de PVC, foi aplicado uma segunda, nas

mesmas observa�c~oes j�a mencionado, devido a superf��cie

higrosc�opica [17]. Utilizando-se de 271 observa�c~oes

obtidas com uma das placas do capacitor suspensa. As

corre�c~oes foram obtidas por simula�c~ao para limite infe-
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rior das umidades de 70 a 90%. As que apresentaram

a menor soma dos desvios Eq.(29), foram as iguais e

superiores a 88 %. Foram acrescidas as capacitâncias

experimentais correspondentes, 1/5 da varia�c~ao entre

a capacitância calculada com uma das placas supensa

e as medidas experimentais. Para todo o conjunto de

valores experimentais, a soma dos erros Eq.(29) �e de

53:19, a variância Eq. (30) resulta em 0:150� 10�2 e

o �2 Eq. (31) 50:35. Observe que, se � = f(P;U ),

os resultados obtidos acima deveriam ser multiplicados

por 100.

Na Fig.(02) est~ao representadas por c��rculos as ca-

pacitâncias obtidas experimentalmente variando-se a

distância entre as placas de 2 mm a 117 mm. Estas

distâncias entre as placas foram obtidas com o aux��lio

de um catetômetro, sendo uma das placas suspensa

atrav�es de um dispositivo. A linha descont��nua que

passa pelos mesmos corresponde a capacitância calcu-

lada pela Eq.(33). A linha cont��nua representa a ca-

pacitância obtida atrav�es da Eq.(3) para as mesmas

distâncias no intervalo mencionado acima. Alertamos

o leitor, para o fato de que, quanto menor a distância

entre as placas, maior ser�a o valor da capacitância.

Na Fig.(03), comparamos para um intervalo co-

mum da capacitância geom�etrica conforme propôs

Wintle[20]. Na mesma est�a representada tamb�em a

de Feynman. Os valores da capacitância calculados

por Wintle[20], e o modelo proposto por Feynman[7]

praticamente coincidem em seus resultados, conforme

se pode observar na presente �gura.

Figura 3. Compara�c~ao da capacitância experimental ajus-
tada pela (Eq.33) com resultados obtidos por Wintle (K =
� �0a) e Feynman.

Figura 4. Con�gura�c~ao do coe�ciente diel�etrico do ar para
uma distância D entre as placas de 10 cm.

Na Fig.(04), �e mostrado o coe�ciente diel�etrico do

ar quando a distância D entre as placas �e de 10 cm

e a press~ao atmosf�erica e a umidade s~ao vari�aveis.

Observa-se que quanto maior a umidade do ar, mais

facilidade encontram as cargas para se deslocarem de

uma placa a outra. De forma an�aloga, quanto maior

a press~ao atmosf�erica, mais denso �e o meio entre as

placas, menor �e a distância entre as mol�eculas que for-

mam o meio, permitindo que as cargas armazenadas

nas placas do capacitor encontrem um caminho para se

neutralizarem.

V. Conclus~ao

O coe�ciente diel�etrico para capacitores de placas

paralelas no v�acuo �e de�nido como igual a um.

Entretanto para calcular o valor da capacitância no

meio ambiente utilizando um capacitor circular plano e

paralelo, h�a necessidade de fazer-se o uso da Eq.(33).

A equa�c~ao proposta para a determina�c~ao do coe�ciente

diel�etrico do ar, foi a que apresentou os menores valores

para os parâmetros estat��sticos para uma amostragem

de 1362 observa�c~oes.

A fun�c~ao � depende somente de parâmetros ter-

modinâmicos. Esta fun�c~ao possibilita o c�alculo da per-

missividade el�etrica do ar num determinado momento.

Se os parâmetros que de�nem o � s~ao conhecidos, pode-

se determinar o valor da capacitância do capacitor de

placas planas e paralelas, quando o meio for o ar, sem

usar de aparelho espec���co para a sua determina�c~ao.

Observe que n~ao utilizamos o referido anel

proposto[11] por três motivos: a) Por desejarmos que

no coe�ciente estivesse contida tamb�em a in
uência da
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deforma�c~ao do campo produzido pelas bordas. b) A

utiliza�c~ao de an�eis conectados com as placas do capac-

itor n~ao �e vi�avel na montagem do sistema. c) Observa-

mos experimentalmente que capacitores de mesma �area,

por�em de raios diferentes, possuem capacitâncias difer-

entes. Tencionamos quanti�car os efeitos produzidos

nas bordas das placas do capacitor.

Finalmente, a escolha dos parâmetros ter-

modinâmicos adotados n~ao �e conseq�uência de um mod-

elo te�orico. Entretanto, esta escolha n~ao foi arbitr�aria

e sim como um resultado da an�alise da in
uência das

condi�c~oes do ambiente nas medidas. Muitos ensaios

foram realizados para determinar o modelo emp��rico do

coe�ciente diel�etrico do ar em termos de vari�aveis ter-

modinâmicasmais relevantes. A melhor reprodu�c~ao dos

dados experimentais �e dada pela Eq.(33). A Fig.(04),

mostra o porquê de experimentos de eletrost�atica n~ao

funcionarem em determinados dias, quando a press~ao

atmosf�erica est�a alta, bem como quando a umidade

relativa do ar �e grande.
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