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Apresentamos uma revisao sobre a construcao da mecanica quantica supersimétrica com
supersimetria N=2, usando o formalismo lagrangeano. Neste artigo, tem sido também in-
vestigado a supersimetria com duas varidveis de Grassmann (N=2) em mecanica classica
para implementar o método de quantizacao canonica de Dirac e as principais caracteristicas
da supersimetria em mecanica quantica nao-relativistica.

We present a review work considering the Lagrangian formalism on the construction of
supersymmetric quantum mechanics with N=2 supersymmetry. In this paper the super-
symmetry with two Grassmann’s variables (N=2) in classical mechanics to implement the
Dirac canonical quantization method and the main characteristics of the supersymmetry in
non-relativistic quantum mechanics have also been investigated.

I. Introducgao a sistemas com vinculos de segunda classe.

A SUSI surgiu, na década de setenta e, logo em

Este trabalho vem suprir a escassez de textos
didaticos, publicados em portugueés, concernentes a
super-algebra (supersimetria) do ponto, ou seja, abor-
daremos as teorias classica e quantica que descreve uma
particula no super-espago. O leitor com alguns con-
hecimentos no nivel introdutério & mecanica quantica
formulada por Schrédinger [1] néo terd dificuldades em

verificar os calculos empreendidos neste artigo.

Partindo da super-particula nao-relativistica con-
struiremos a supersimetria em mecanica quantica (SUSI
MQ) usando os formalismos lagrangeano e hamiltoni-
ano. Iniciaremos com a supersimetria em mecanica
classica (SUSI MC) e implementaremos o procedimento
de quantizagao canonica de Dirac [2], no contexto nao-

relativistico. Tal procedimento de quantizagao aplica-se

seguida, alguns pesquisadores da linha de trabalhos so-
bre uma descricao unificada das teorias fisicas relu-
taram com a grande ambicao de que a mesma fosse
a teoria de grande unificacao das quatro interacoes
bésicas existentes na mnatureza (forte, fraca, eletro-
magnética e gravitacional). Mas, apds um grande
nimero de trabalhos abordando a SUSI neste contexto,
estd faltando uma constatacao experimental, para que
a SUSI se torne uma teoria de unificagao a altas ener-
gias, ou seja, uma Teoria Quantica de Campos consis-
tente com a descricao da natureza. Nao obstante, no
momento ha uma grande perspectiva da existéncia da

SUSI em fisica de altas energias.

Entretanto, apds a formulagao da SUSI MQ por
Witten [3, 4] e da SUST MC [5, 6, 7], surgiram algu-
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mas evidéncias fenomenoldgicas a baixas energias, em
mecanica quantica nao-relativistica supersimé[8]. Na
referéncial7] o leitor pode encontrar uma demonstragao
de que, no caso da SUST MC com N=1 (uma variavel
de Grassmann) e uma tnica supercoordenada comu-
tante, nao podemos introduzir um termo de potencial
na super-acao. A SUSI MQ tem sido aplicada principal-
mente como técnica de resolucao espectral para potenci-
ais invariantes de forma [9] e para se construir novos po-
tenciais iso-espectrais em mecanica quantica [10]. Re-
centemente, um dos autores construiu uma nova classe
de potenciais no contexto da mecanica quantica unidi-
mensional e da teoria de campos bidimensional (141

dimensoes) [11].

Os modelos hamiltonianos da SUSI MC N=1 e
N=2 em (0+1) dimensdo, contém vinculos [5] cuja
primeira quantizacao, via o método de Dirac, foi efe-
tivada por Barcelos et al [12]. Recentemente, foi
mostrada a conexao da SUSI MQ com: a algebra
de Wigner e Heisenberg super-realizada para os os-
ciladores quanticos de Wigner, em termos de operadores
bosonicos e fermionicos [13, 14]; a dptica quantica
[15]; os superpotenciais singulares [16]; os potenciais
nao polinomiais [17], e com potenciais de fases equiva-
lentes [18]. Gendenshtein e Krive [19] fizeram um ex-
celente trabalho de revisao mostrando as aplicacoes da
SUSI em fisica quantica com potenciais invariantes de
forma, fisica estatistica e fisica nuclear. Eles abordaram
também os aspectos de quebra da supersimetria e a
conexao com a teoria de Gauge; completando a revisao,
Lahiri, Roy e Bagchi [20] consideraram a quantiza¢ao
com vinculos de uma lagrangeana SUSI, e também
as aplicacoes para os seguinteharmonico isotropico, o
atomo de hidrogeénio e o potencial de Morse. Lahiri et
al discutiram também a conexao da SUSI com o acopla-
mento de spin érbita. Citamos também um curso so-
bre a SUSI MQ e a para-supersimetria dinamica, min-
istrado por Luc Vinet, na V FEscola de Verdo Jorge
André Swieca, segao: Teoria de Campos e Particulas
[21]. HA também o excelente trabalho de Haymaker e
Rau mostrando entre outras aplicacoes, a conexao da
SUSI com a particula relativistica de Dirac [22]. O tra-

balho de revisao mais recente sobre SUSI em mecanica
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quantica, aborda entre outros tépicos, a construcao de
potenciais 1soespectrais com o espectro de energia con-
hecido, por Cooper, Khare e Sukhatme [23].

Na construcao de uma teoria SUSI, usa-se as
variaveis anti-comutantes (cujo quadrado é zero) de-
nominadas de grassmannianas [24]. Para a super-
particula relativistica no espaco-tempo quadridimen-
sional de Minkowski (D = 4 = (3 + 1), que significa
trés dimensdes espaciais e uma dimensdo temporal),
adotam-se etapas semelhantes ao procedimento que ire-
mos considerar a seguir [25].

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:
na secao II, introduziremos algumas propriedades das
variavels de Grassmann e implementaremos a SUST N
= 2 em mecanica classica. Na secao III, consider-
aremos a questao do vinculo de segunda classe na quan-
tizacdo da super-particula e construiremos o modelo
supersimétrico de Witten em mecanica quantica nao-
relativistica, e na secao IV, elaboraremos as discussoes

e conclusoes.

II. Supersimetria em mecéanica cldssica com
SUSI N=2

Para a SUSI N = 1, com uma tnica supercoor-
denada comutante, nao podemos introduzir um poten-
cial V(¢), pois entre outros motivos levaria a ndo con-
sisténcia da super-acao, tornando-a de dimensao impar
[7]. Consideraremos a andlise da superparticula inter-
agindo com uma energia potencial conservativa U(¢), a
qual, no formalismo lagrangeano, é usual denomina-la
simplesmente de potencial. Assumiremos que a SUSI
ocorre a D =1 = (04 1) com supersimetria estendida
N = 2. Neste caso, teremos duas varidveis anticomu-
tantes. Iniciaremos com o tratamento classico e depois
efetuaremos a primeira quantizacao via o método de
quantizacao canonica com vinculos. Em geral, a SUSI
com N > 1 é denominada de supersimetria estendida.

No caso N = 2, o elemento de linha é dado por

dt —i01dO, — i0,dO5 = invariante, (Jacobiano = 1), (1)
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o qual é invariante sob as seguintes transformacoes de translacao no super-espaco:

@1—>®/1:®1—|—€1, @2—>®/2262—|—€2, t—>t/2t—|—i€1®1—|—i€2®2, (2)

2”00

onde € e €3 sao grandezas anticomutantes (grassmannianas) e constantes reais. O ”¢” em (1) serve para garantir o
carater real do tempo.

As variaveis de Grassmann reais possuem as seguintes propriedades:
[@Z’, @j]+ = @Z'@j + @j@i =0= (@1)2 =0= (@2)2. (3)

Elas satisfazem as seguintes integrais de Berezin:

2 2
/d@@:l:»Z/d&&z?zZ /d6i20:8@,,(i:1,2), (4)
i=1

onde OJg, é a derivada parcial em relagdo a ©;. Além do mais, note que a derivada grassmanniana satisfaz a seguinte
relacao de anti-comutacao:

[0e,,0;]+ = 00,0; + 000, = 6i;, (i,j=1,2), (5)

onde 6;; é o delta de Kronecker, isto é, se i = j = 6 = 1;se 1 £ j = 6;; = 0.
De um modo geral, uma fun¢ao de um conjunto de duas varidveis impares reais (0., « = 1,2) pode ser definida

pela seguinte expansao formal:

2
f(©q) = f0+2foz®oz+f3®1®2
a=1
2 of
§f = §0,. (6)
276,

Note que na segunda equacao acima 60, esta atuando pelo lado direito, o que denomina-se de regra de derivada
a direita. Quando 60, atuar pelo lado esquerdo da derivada parcial, chama-se de regra de derivada a esquerda.
Neste trabalho, estamos adotando a regra de derivada a direita, ou seja: Jo,(0201) = O2, Jo,(0103) = —0Os.
As variaveis de Grassmann muitas vezes simplificam os calculos. Por exemplo, a exponencial de ©; resulta
exatamente na soma da unidade com ©1. Definindo as coordenadas grassmannianas complexas © e © (o conjugado

complexo de ©) em termos das varidveis anticomutantes reais, @;(¢ = 1,2) e os parametros (constantes) grassmann

1

0 = —(01—10,),
\/5( 1 —102)
~ 1
0 = —(01+10,),
\/5( 1+ 102)
€ = %(61 — de3),
_ 1 .
e = —2(61 +iea), (7)
a transformacao SUSI torna-se:
0 —0 =0+, O—-0=0+¢ t—t'=t—i(Oc—eov). (8)

Neste caso, obtém-se as seguintes relagoes de anti-comutacoes:

[0e,0]ly =1, [05,0]y =1, ©%=0. (9)

A expansio de Taylor para a supercoordenada escalar real de natureza comutante, em termos de © e @, pode

ser escrita como:
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0(1;0,0) = q(t) +i0Y(t) + iOY(t) + OO A(t). (10)

A partir da lei de tranformacao infinitesimal desta supercoordenada, a saber,

b = o(t;0,0)—¢(t;0,0)
= 066t + 0o 6O + 0560
= (Q+Qo)o, (11)
onde §; = % e os geradores da SUSI,
Q=0p—i00;,, Q=—0¢+i00, (12)

(a supercarga () nao é o complexo conjugado da supercarga @), obtemos as respectivas leis para as componentes
bosénicas (pares) (q(t); A) e fermionicas (impares) (¥(t), ¥ (t)):

Sa(t) = Hed() + b)), 84 = ()~ al(0) = 1l - @), (13)
o) = (i) = iA),  8D(t) = —e(ift) +i4), (14)

as quais misturam-se como no caso da SUSI N=1 [7]. Obtemos estas leis de transformag¢io comparando a lei SUSI
em sua forma infinitesimal, dada pela equacao (11), com a variacdo (§¢) obtida diretamente da supercoordenada,
isto é, 6¢ = 6q(t) + iO8Y + iO8 + OOSFA(t). A super-agio mais geral com SUSI N = 2, invariante sob estas

transformacdes, no superespaco (0, o; t) e de dimensao par, é definida pela seguinte integral tripla:

S[g] = ///dtdéd@{%([)qﬁ)(Dqﬁ) ~U(6)},  D=de+i60,, (15)

onde D é a derivada covariante, (D = —0g — i008,), Jg = —0e, ¢ (05 = % e o = %), construida de modo
que [D,Q)+ = 0=[D,Q]+ e U(¢) é uma funcdo polinomial da supercoordenada. Multiplicando esta super-agao
covariante SUSI por (—1) obtém-se aquela da referéncia [12], no entanto, as derivadas covariantes sao diferentes da
nossa definicao. De fato, a SUSI MC é um jogo de convengoes, pois, poderiamos ter construido outras derivadas
covariantes anti-comutantes com as respectivas supercargas. As derivadas covariantes da supercoordenada ¢ =
#(0,0;1) resultam em

Dé = (do +i08,)p = —it) — OA + iOd,q + OO,
Dé = (=0 —i0d)¢ = iy — OA — iO§ + OO
(Do)(Dg) = ¢ — O(vg — iAY) — O(iAY + )
+ 00 (¢ + A%+ iy — i) (16)
Expandindo em série de Taylor o potencial U(¢) e mantendo até a primeira ordem em 00 (porque somente

estes termos sobrevivem apds integrarmos nas varidveis garssmannianas complexas © e ©), obtemos:

2

U(@) = 6U(6)+ TU(6) 4

AOOU(6) + JHOOU" + LiuOOU” + ..
= OO{AU +yyU"} +---, (17)

onde as derivadas (U’ e U") sdo tomadas a © = 0 = ©, de modo que resultam-nos em func¢des exclusivamente
da coordenada par ¢(¢). Substituindo esta expansao de U(¢) e as derivadas covariantes D¢ e D¢ vemos que a

super-acao e a lagrangeana com SUSI N=2 em termos das componentes da supercoordenada ¢ tornam-se:

St i) = 5 [ {7+ 47 = i+ v = 240g) — 2000 (@)}t = [ Lat, (15)
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onde temos efetivado as integrais sobre as variaveis de Grassmann. Note que, a componente bosonica A nao é uma
variavel dinamica, pois, ndo existe nenhum termo na lagrangeana contendo derivada temporal dela! Neste caso,

usando a equacao de Euler-Lagrange para A,

d oL oL _
dt 90;,A 0A

A-U'(q)=0=A=T'(q), (19)

0 que nos permite uma representagao da lagrangeana sem depender de A, como sera visto logo abaixo. Por isso,
esta componente é denominada de componente auxiliar. Em geral isto ocorre com a componente que aparece no
termo de maior ordem da expansdo da supercoordenada [¢(¢; ©%)] nas varidveis anticomutantes © e @. De (19) em

(18), é facil de ver que a lagrangeana SUSI pode ser escrita como

L= =207 (@)~ " ()b — i+ v} (20)

Esta lagrangeana é a mesma obtida através da regra de derivada & esquerda. FEla descreve uma particula super-
simétrica ndo-relativistica, onde ¢ = ¢(t) é a variavel bosonica, 1 = v¥(t) é a variavel fermionica, ¢ = T e 1) = %(tt).

Devemos enfatizar também que 1, ¢ e 1 niao sao operadores, mas sim variaveis classicas fermiénicas satisfazendo &
dlgebra de Grassmann (Y = ¢ = ¢y =0, ¥ = =¥, YU = =Yy e h1h = —Yy).

Por constru¢ao, a hamiltoniana canonica da SUSI N = 2 é dada por:

oL oL . 0L - Ly
c:qa_q-+ 6(@1/))1/)—1_ 8(@1/;)1/)_[/25{]) +<U(Q)) +U (Q)W)ﬂ/}]—}’ (21)

a qual contém um termo de potencial misto, composto de uma fun¢ao da varidvel dinamica de posicao da particula

H

(U"(q)) e de varidveis de Grassmann ([1,¢/]_). Apés a quantizacio desta hamiltoniana veremos que este termo de

potencial misto nos proporcionara a interacao SUSI MQ, envolvendo uma parte bosonica e uma parte fermionica.

III. Mecanica quantica supersimétrica pode ser implementada consistentemente, no formal-
ismo de supercoordenada via o procedimento de quan-

tizacao canonica de Dirac. De acordo com o método

A. Quantizacao Candnica no Super-Espacgo de Dirac, os parénteses de Poisson {4, B} devem ser
substituidos por parénteses de Poisson modificados (de-
A supersimetria em mecanica quantica, formulada nominados de parénteses de Dirac) {4, B}p, os quais
inicialmente por Witten [3], pode ser alcancada pela entre duas variaveis dinamicas A e B sao dados por:
primeira quantizacao da hamiltoniana canonica acima.
Mas, devemos tomar certos cuidados ao se implemen- {4, Blp = {4, B} — {4, Fi}Ci}l{Fj, B} (22)

tar o procedimento de quantizacao canonica, pois ha )

, . onde I'; denotam os vinculos de segunda classe. Estes

vinculos embutidos neste modelo [5, 12]. Salomon- ) A . ; N

- . vinculos tém os parénteses de Poisson nao-nulos que

son et al, F.Cooper et al e Ravndal nao consider- .
, definem a matriz C'

aram os vinculos [6]. No entanto, eles fizeram uma es-

colha adequada para a representacao dos operadores Cij ~ {4,151}, (23)
fermionicos correspondentes as coordenadas impares
anti-comutantes 1 e 1. A questdo de tais vinculos foi que Dirac mostrou ser anti-simétrica e nao-singular e,
abordada através do método de Dirac [2] por Barcelos portanto, inversivel. Seguindo esta técnica obtém-se
et al [12]. Eles mostraram que a primeira quantizacao [12]:
|
0*U(q)

{¢,4}p =1, {v,¥lp=i e {4, 4}p = Frea (24)
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Todos os demais parénteses de Dirac sao nulos. Na préoximaetapa, implememtaremos o procedimento de quantizacao
canonica. Em tal procedimento, devemos substituir os parénteses de Dirac por comutador ou anticomutador. De
acordo com o teorema de spin-estatistica, os operadores bosonicos satisfazem a relagao de comutacao e os operadores
fermionicos satisfazem a relacao de anticomutacao. Consequentemente, denotamos ¢ e 1/; como sendo os operadores
bosonico e fermionico, respectivamente, em mecanica quantica, correspondentes as variaveis classicas ¢ e ¥. Neste

caso, efetuamos as substituicoes dos parénteses de Dirac pelo seguinte comutador e anticomutador:

{Qaq.}D = 1—

(6, 0}p = i— —[hdly =iz [, 0]y = v+ b = L. (25)

Note que, apds a substituicao das varidveis classicas
por operadores preservamos o que foi obtido, ou seja,
o lado direito da equagdo (24) nao deve ser alterado.
Vale a pena salientar que, na referéncia [12], aparece um
sinal negativo no paréntese de Dirac para as variaveis
fermionicas, ou seja, {¥,1%}p = —i. Isto aconteceu
porque eles usaram a regra de derivacao a esquerda.
Além do mais, note que o paréntese de Dirac é nao nulo,
enquanto que o paréntese de Poisson é fracamente nulo,

o que é denotado por

{v, ¢}~ 0, (26)

e, por sua vez, nao tem correspondéncia com o antico-
mutador. Por 1sso, foi necessario a implementacao do
método de quantizacao Dirac. No caso da referéncia

[12], o paréntese de Dirac deve ser substituido pelo

- (0 0 - (01
=(1a) w=(00)=

seguinte anticomutador: %[1/;, Y]4. A representacdo
matricial dos operadores fermionicos serao as mesmas
consideradas na proxima subsecao.

Devemos dizer que o objetivo principal deste tra-
balho nao é analisar os aspectos da quantizacao de sis-
temas com vinculos, mas entendemos que foi necessario
a sintese apresentada nesta se¢ao. Para maiores detal-
hes sugerimos ao leitor buscar subsidios nas referéncias
citadas em [5, 12].

B. O Modelo SUSI de Witten
Nesta subsecao veremos o efeito dos vinculos sobre
a hamiltoniana canonica na versao quantizada. A rep-

resentacao fundamental dos operadores fermionicos, em

D=1=(0+1) é dada por:

[1/3,1Z]+ = laxs, [1/;,17’]— =03, (27)

onde o3 é a matriz (diagonal de Pauli) com os elementos 1 e -1 na diagonal principal. Por outro lado, na representagao

de coordenada, os operadores de posicao e de momento linear satisfazem & relacdo de comutacgao canénica ([, py]— =

i) e tém as seguintes representacdes:

z

Substituindo (27) em (21), e definindo

gty ==(t),  p. =ma(t)

L d . d
dU
! = —
OESS (29)

a hamiltoniana canénica torna-se o seguinte operador matricial, denominado de modelo hamiltoniano de Witten [3]:

N 1 d? 1 2 / H_ 0
o= —s ot oW <x>+W<x>os}=( 0 H+), (30)

onde o setor de hamiltoniano (H_) pode ser colocado em termos de operadores diferenciais de primeira orAT =

(A_)Jr ., AT = (A"')T), a saber,
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H_= L& +V_=AT A" (31)
T 2dax? -
e o seu companheiro supersimétrico Hy é definido por
1 d?
Hy = —--—— = A" At
+ 9 dz? + V—I— )
1
Ve = 5 {(W?(2) F W (2)},
1 d
At = — — . 2
ﬁ{idx+W(x)} (32)

Vemos que devido a existéncia de vinculos obtém-se o hamiltoniano SUSI com um termo de potencial matricial,
envolvendo a matriz diagonal de Pauli, ou seja, o método de quantizacao de sistema hamiltoniano com vinculos nos
assegura a existéncia de operadores fermionicos no hamiltoniano SUST MQ.

Estes modelos de potenciais Vi sao iso-espectrais, cujas degenerescéncias fornecem a supersimetria em mecanica
quantica. Eles foram introduzidos na literatura, pela primeira vez, por Witten [3]. A partir desta forma fatorada
de Hy é facil verificar que estes hamiltonianos possuem a mesma energia, a menos de um autovalor de energia
pertencente ao nivel mais baixo (estado fundamental).

Agora, considerando a equacgao de autovalor para H_

Ho|¢Y>_=E_[¢>_ (33)
e notando que
HyA= =A"H_ (34)
obtemos
Hiy(A7 [ >_)= E_(A7 | ¢ >_). (35)

Esta equacao de autovalor para 4 nos assegura que (A~ | ¢ >_) é uma autofuncdo de H; associada ao mesmo
autovalor de energia £_ de H_. Assumindo que A~ aniquila a funcao de onda normalizavel que descreve o estado
fund

A=y =0, B9 =y, (36)

obtém-se o seguinte mapeamento entre os autovalores de energia £ de Hy:

B =Y n=0,1,2,. (37)

Vemos que todos os niveis de energia dos hamiltonianos H1 sao degenerados, com excecao do estado fundamental
nao degenerado de H_ associado ao autovalor de energia zero.

Por que a denominagao de superpotencial? A funcdo W(z) é chamada de superpotencial, devido as seguintes
interpretacdes: W?(z) representa a interagio entre béson-béson, e W'(x)os representa a interagao béson-férmion.
A Algebra graduada de Lie associada & SUSI MQ N = 2, em termos das supercargas (J+, envolvendo comutador

[A4, B]- = AB — BA e anticomutador [A, Bl = AB + BA:
Q- Q4ly = Hsusr, Qr=Q", Q_=qt, (38)

(Hsusr, Q-]- =0=[Hsusr, Q+]-, Qi =Q2 =0. (39)

Os elementos desta super-algebra podem ser representados em termos dos operadores diferenciais de primeira ordem

AT Neste caso, temos:

- _ 0 0
Hsysi=H, Q-=o0_4A :<A‘ 0), (40)
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onde \/20_ = 0, — ioy com o e o3 sendo as matrizes de Pauli. A energia do estado fundamental do setor bosonico
H_ & zero, ou seja, E(_O) =0= E(SOI}SI. A equagao de Schrodinger para a funcao de onda que descreve um estado

quantico SUSI na representacao abstrata,

| >_

HI| ¥ >spsr=F | ¥ >s0s1, | U >spsr= <| >y

) s E= ESUSI Z 0, (41)
nos fornece as seguintes relagdes entrelacadas entre as autofuncdes dos setores bosonico, | ¥ >_, e fermiodnico,
| ¥ >4, conforme a equacao (34):

(U >ym =A™ [§ >, |b>= =A% 4> (42)

_I_: e - = + .
VE ’ VE

Por conseguinte vemos que os operadores AT nio sio os operadores de simetria, mas eles graduam os subespacos
de Hilbert da SUSI MQ), levando o setor bosonico no setor fermionico e vice-versa. Os operadores de simetria sao as
supercargas (Q+. Na descricao de Schrodinger, a funcao de onda depende de z e esta relacionada com a representagao
abstrata através do seguinte produto escalar: Ugysr(x) =< # | ¥ >gpsr . Justifica-se esta denominacao de setores

bosénico e fermidnico, devido ao fato de que o operador de niimero fermiénico, Ny = (1—03)/2, N;yN; = Ny,

) associado ao autovalor ny = 0 (nenhum férmion) e o auto-espinor ,comny =1

0
0 1

(um férmion). Lembre-se de que, pelo teorema de spin-estatistica, cada estado quantico sé pode ser ocupado por

possul o auto-espinor (

no maximo um férmion ou um nimero inteiro de bdsons.
Abordaremos agora a quebra espontanea da SUSI em mecanica quantica. Quando o vacuo deixa de ser invariante
SUSI,
e (0 0 _ (e
T(e. QWG sr ># [Wipsy >, T(e,8) = =T+, (43)

diz-se que ha uma quebra espontanea da SUSI. Isto se da precisamente quando E(SOI}SI # 0. Note qu@) corresponde
ao operador @)_ da versdo quantica e 7' é um operador unitario (7T = 7~1). Dado uma curva de potencial, se
ocorrer pelo menos um minimo com valor zero o potencial nao apresenta quebra espontanea de SUSI. Obviamente,
estamos considerando o caso em que o potencial é uma fun¢ao positiva dependente exclusivamente da posicao da
particula.

Agora assumindo que |\I!(50[}SI > é invariante SUSI e ()1 sao os operadores de supercargas mutuamente adjuntos,

temos:
E(SOI}SI = < \II(SOI}SI|HSUSI|\IJESOI}SI >=< \I’(Sor}51|(Q—Q+ + Q+Q—)|\II(SOI}SI >
= Q¥ gs > P+ 1Q- ¥, > P =0 (44)
se e somente se
Q- |\II(SOI}SI >= Q+|‘I’(50r}51 >=0=T(e, E)|‘I’(50r}51 >= |\II(SOI}SI >y (45)

ou seja, se E(SOI}SI = 0 dizemos que nao ha quebra espontanea de supersimetria e, portanto, a SUSI é uma simetria
exata sempre que existir uma solucao normalizavel, da equacao de Schrodinger, associada a energia zero. Podemos
implementar uma analise precisa da normalizabilidade da func¢ao de onda, \IJESOI}SI(l‘), que descreve o estado funda-
mental, em termos do superpotencial W (). De fato, considerando que em uma dimensao \IJESOI}SI(l‘) é aniquilada

pela supercarga matricial @_, dada pela equagao (40), obtemos:

Q¥ 0) =02 ¥ gyt = (V7)) = (W), (46)

. 0 . -, , ;. . . . o~
Obviamente, para que \Ifg[}SI(l‘) seja normalizavel vemos que é necessario e suficiente a seguinte condigao sobre a

topologia do superpotencial:

/ W(y)dy — oo, & — £oo. (47)
0
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Neste caso, N é a constante de normalizacao. Um aspecto bastante importante é a impossibilidade do nivel de
energia do estado fundamental ser degenerado quando nao ha quebra espontanea da SUSI. Pois, da definicao de A%

em (32), obtém-se a seguinte relacdo entre as solu¢des de A~ 1/)(_0)(1‘) =0e A+1/)E|_0)(x) =0:

WO =, (48)

onde C' é uma constante real. Note que, se 1/)(_0)(1‘) for normalizavel, entao 1/)3?)(1‘) serd nao-normalizavel e, portanto,
a energia zero nao sera permitida para H . Neste caso, 1/)3?)(1‘) é uma soluc¢ao da equacao de Schrodinger, mas nao
é aceitavel fisicamente.

Sobretudo, podemos afirmar que temos quebra espontanea de supersimetria em mecanica quantica quando existir

uma fun¢ao de onda normalizavel associada ao menor valor de energia de um potencial, desde que a respectiva energia

seja maior do que zero.

IV. Conclusao

A mecanica quantica supersimétrica tem sido uma
técnica algébrica bastante usada em resolucoes espec-
trais e para se construir novos potenciais iso-espectrais
em mecanica quantica [10] e com fases equivalentes [18].
Recentemente, foi construido uma nova classe de poten-
clals isoespectrais em mecanica quantica e em teoria
de campos bidimensionais (141 dimensdes) [11]. Neste
trabalho, investigamos a lagrangeana com supersime-
tria (SUSI) N = 2. Vimos que neste caso da super-
simetria estendida (SUSI N = 2) pode-se introduzir
um termo de potencial V(¢) na super-acao de dimensao
par, a qual é invariante para as seguintes translagoes no
super-espago (¢;01;02): t — t/ = ¢ + 16101 + 16209,
O - 0] =0, +¢,e 0y — 0 = Oy + ¢y. Essas
transformacoes nos fornece os geradores da SUSI que
sao denominados de supercargas, cujos simbolos sao Q
e (9, em mecanica cldssica e Q4+, em mecanica quantica
(MQ). Consideramos uma sintese do procedimento de
quantizacao canonica de Dirac [2], devido a presenca de
vinculos inerentes a hamiltoniana SUSI, cujos detalhes
o leitor pode encontrar nas referéncias [5, 12]. Barce-
los et al [12] empregaram a derivac¢do & esquerda, para
as variaveis de Grassmann, de modo que os parénteses
de Dirac resultartam em um sinal negativo, ou seja,
{¢a¢}D = —i.

derivacgao a direita [dada pela equagio (24)], o que nos

Neste trabalho, adotamos a regra de

forneceu este paréntese de Dirac com um sinal posi-
tivo, conforme evidenciado em (24). Devido o teorema
de spin-estatistica para férmions, o respectivo paréntese
de Dirac fo1 substituido por um anticomutador.

Por outro lado, quando j& se conhece o hamil-

toniano em MQ, a SUSI N=2 pode ser construida

seguindo o tratamento de Witten [3,4], 98-10] e [13-
22]. Mostramos ainda as principais caracteristicas da
SUSI em mecanica quantica nao-relativistica, inclusive
a realizacao da super-algebra de Lie, a qual é uma
algebra graduada de Lie contendo dois comutadores e
um anticomutador, o que possibilita uma mistura de
estados bosonico e fermionico num mesmo multipleto.
Vimos que na descricao de Schrodinger da MQ o es-
tado quantico SUSI (41) é descrito por uma func¢ao de
onda de duas componentes. Mostramos também que
o hamiltoniano supersimétrico é uma matriz diagonal
2x2, cujos elementos sao denominados de hamiltoni-
anos dos setores bosonico e fermionico, com o espec-
tro de energia maior ou igual a zero. Analisamos a
energia do estado fundamental e vimos que se ela for
positiva ocorre quebra espontanea da supersimetria em
mecanica quantica. Portanto, a SUSI é uma simetria
exata em MQ quando a funcao de onda que descreve
o estado fundamental SUSI estiver associada a energia

Z€ero.
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