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Foi determinado o centro de massa de uma caneca girante parcialmente cheia com l��quido.
Apresenta-se uma discuss~ao relacionando o n��vel do l��quido e a altura m��nima do centro de
massa para o conjunto em rota�c~ao.

The center of mass of a rotating can, partially �lled with a liquid, was determined. A
discussion relating the level of the liquid and the minimum position of the center of mass
for this rotating system is presented.

I. Introdu�c~ao

A an�alise de m�aximos e m��nimos de fun�c~oes e c�alculo

de centro de massa de corpos s~ao alguns dos t�opicos co-

mumente estudados nos cursos introdut�orios de f��sica e

matem�atica. A determina�c~ao da localiza�c~ao do centro

de massa de um sistema n~ao �e um problema novo, mas

seu estudo propicia a discuss~ao de resultados bastante

interessantes e muitas vezes n~ao �obvios.

Neste artigo discutimos a localiza�c~ao do centro de

massa de uma caneca cil��ndrica parcialmente cheia de

l��quido, girando com velocidade angular constante em

torno de seu eixo vertical. A quest~ao de interesse �e:

Para qual n��vel do l��quido a altura do centro de

massa do sistema ser�a m��nima?

Quando analisamos o sistema em repouso �e facil

ver que o centro de massa est�a situado a meia altura

tanto para a caneca totalmente vazia quanto totalmente

cheia (a massa da base n~ao �e considerada neste prob-

lema). Ao se introduzir algum l��quido o centro de

massa desloca-se inicialmente para baixo, e logicamente

passa por um m��nimo antes de retornar �a meia altura.

Demonstra-se que a altura do centro de massa �e m��nima

quando coincide com o n��vel do l��quido [1].

Ao considerar a caneca em rota�c~ao chega-se a uma

solu�c~ao an�aloga a do caso est�atico: o centro de massa

de uma caneca contendo l��quido e estando em rota�c~ao

tem seu centro de massa na altura mais baixa quando

o n��vel do l��quido, na condi�c~ao est�atica, coincidir com

a altura do centro de massa do sistema girante (caneca

+ l��quido).

O sistema e discuss~ao

Na Fig. 1 mostramos a caneca nas duas situa�c~oes,

parada e em rota�c~ao. As quantidades de interesse s~ao

de�nidas por:

HC - altura da caneca

R - raio da caneca

Z0 - altura da coluna do l��quido em repouso

! - velocidade angular

ZI - n��vel inferior do l��quido em rota�c~ao

ZS = n��vel superior do l��quido em rota�c~ao

MC - massa da caneca (sem os tampos)

ML - massa do l��quido que enche a caneca
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Figura 1. Caneca em (a) repouso e (b) rodando com uma
certa quantidade de l��quido.

Considerando a densidade do l��quido constante e a

simetria da distribui�c~ao de massa, o centro de massa

estar�a localizado ao longo do eixo vertical na posi�c~ao

dada por

CSist: =
MCCC +MZ0

CL
MC +MZ0

(1)

onde CC �e o centro de massa da caneca vazia, sendo

igual a HC=2 quando ignoramos os tampos. CL �e o

centro de massa do l��quido, o qual ser�a Zo=2 quando

n~ao estiver em rota�c~ao. MZ0
�e a massa de l��quido de

altura Zo, de modo que MZo = ML(Z0=HC):

Quando a caneca gira uniformemente a superf��cie do

l��quido atinge o equil��brio sob a a�c~ao das for�cas grav-

itacional e centr��fuga (quando visto no sistema de coor-

denadas girante), resultando para sua se�c~ao transversal

uma forma parab�olica dada por

Z(r; !) = ZI +
!2r2

2g
(2)

onde Z e r s~ao as coordenadas de um ponto na super-

�cie do l��quido e g a acelera�c~ao da gravidade. Pode-se

facilmente mostrar que um parabol�oide s�olido tem seu

volume igual �a metade do volume do cilindro reto que o

circunscreve, e como o l��quido n~ao tem seu volume vari-

ado ao entrar em rota�c~ao, podemos deduzir as rela�c~oes

ZS = Z0 + !2
R2

4g
(3a)

e

ZI = Z0 � !2
R2

4g
; (3b)

que s~ao as posi�c~oes superior e inferior do n��vel do l��quido

quando em rota�c~ao (ver Fig.1).

O centro de massa do l��quido �e dado por

CL =
1

MZ0

Z
Z0dm =

2

R2Z0

Z
R

0
r0dr

Z
Z(!)

0
Z0dZ0

(4)

que pode ser diretamente integrado, resultando em

CL =
Z0

2
+

!4R4

96g2Z0
(5)

e ap�os substitui�c~ao na Eq. (1) obtemos a express~ao para

o centro de massa de todo sistema (caneca + l��quido):

CSist: =
1

2

MCH
2
C
+MLZ

2
0 +ML(!

4R4=48g2)

MCHC +MLZ0
(6)

Introduzindo as grandezas adimensionais � =

MC=ML; x = Z0=HC e 
2 = !2R2=(4gHC), podemos

reescrever a equa�c~ao acima na forma mais compacta

CSist: =
1

2
HC

� + x2 +
4=3

�+ x
: (7)

A �m de se achar o m��nimo de Csist: fazemos

(dCsist:=dx) = 0 para x igual a um valor particular

xmin, e da express~ao resultante extraimos a identidade

xmin =
1

2

�+ x2 + 
4=3

�+ x

���
x=xmin

(8)

que �e equivalente a Eq. (7).

A altura minima Zmin

0 correspondente �e dada pela

raiz positiva da Eq. (8)

Zmin

0 = HC xmin = HCf
p
�+ �2 +
4=3� �g: (9)

A solu�c~ao est�atica [1] �e obtida se �zermos 
 = 0.

A rota�c~ao do sistema, no que se refere �a localiza�c~ao

do centro de massa, somente eleva a posi�c~ao do seu

m��nimo.

Figura 2. Regi~ao de restri�c~ao para a velocidade angular
baseado nas condi�c~oes ZS � HC e ZI � 0:
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�E importante salientar que estes resultados est~ao

limitados para valores de ! tal que o l��quido n~ao trans-

borde (ZS � HC) ou que o fundo da caneca n~ao �que

vis��vel (ZI � 0). Utilizando da Eq. (3), estas condi�c~oes

implicam que ! dever�a satisfazer simultaneamente �as

condi�c~oes

!2 � 4gZ0=R
2 e !2 � 4g(HC � Z0)=R

2 (10a)

ou em termos das vari�aveis adimensionais,


2 � x ; e 
2 � 1� x : (10b)

Na Fig. 2 ilustramos estas restri�c~oes: para um dado

valor Z0 para o n��vel inicial do l��quido, a velocidade an-

gular pode ser aumentada somente at�e o valor tal que


2(x) esteja dentro da �area delimitada pelo triângulo

hachurado de quadrados.

O comportamento de Csist: como fun�c~ao de Z0 para

alguns valores dos parâmetros � e 
2 �e mostrado na Fig.

3. Somente est~ao tra�cados os pontos que satisfazem

as restri�c~oes da Eq. (10). Pode-se observar que para

canecas consideravelmente leves em rela�c~ao ao l��quido

que a encheria, a condi�c~ao do centro de massa m��nimo

s�o pode ser realizada com rota�c~oes lentas e baixos n��veis

iniciais de l��quido.

Figura 3. Centro de massa como fun�c~ao da altura do l��quido
para v�arias velocidades angulares e (a) MC=ML = 0:01; (b)
MC=ML = 0:1, e (c) MC=ML = 1:0.
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