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Neste trabalho, estudamos o oscilador harménico amortecido (OHA) admitindo uma for¢a
de atrito de contato, que depende somente do sinal da velocidade. Apresentamos a solucao

deste sistema e uma comparacao com a solucao do OHA usual.

The dumped harmonic oscilator (OHA) with a contact friction force which only depends on

the sign of the velocity is studied in this work. We present the solution of this system and

a comparison with the usual OHA solution.

I - Introducao

O oscilador harménico simples (OHS) é abordado
nos livros textos de fisica usados no ciclo basico das
universidades!! e inclusive em cursos mais avancados!?,
a partir de um sistema massa-mola que desliza sobre
uma superficie “ideal ”sem atrito. Entretanto, para
apresentar o oscilador harmoénico amortecido (OHA),
é normalmente usado um sistema massa-mola verti-
cal com uma superficie submersa em um fluido ou um
péndulo composto de um fio longo e uma esfera de pe-
quena densidade. Neste caso é suposta uma forca vis-
cosa proporcional a velocidade (f = —b#), embora isto
dependa do escoamenta ser laminar ou turbulentol?3].
Na realidade esta escolha para a forca de atrito é feita
de modo a se recair em uma equacgao diferencial linear
de solucao facil.

Neste trabalho, serd mantido o sistema massa-mola
do oHS e admitiremos a existéncia de uma forga de
atrito de contato, nao viscosa, da forma usualmente de-

finida ao se estudar o coeficiente de atrito. Esta é uma

forca que depende apenas do sinal da velocidade e nao
do seu médulo. Denominaremos este sistema de oscila-
dor linearmente amortecido (OLA), salientando porém
que ele também pode ser considerado harmonico. A su-
posta linearidade ficara mais clara ao se obter a solucao
do problema. Apresentaremos a solugao do OLA que é
relativamente simples e se constitui num bom exercicio
de resolucao de equacoes diferenciais. Também discuti-
remos a solu¢do obtida e faremos uma comparagao com
a solu¢ao do OHA.

IT - Forcas no OLA

O OLA, apresentado na fig. 1, esta sujeito a duas

forcas:

a) uma forca restauradora dada pela lei de Hooke
(f = —k=)) onde k é a constante eldstica da mola e »
é o deslocamento medido em relacao a posi¢ao em que

a mola nao estd esticada ou comprimida,;
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Figura 1: Esquema do sistema massa-mola. - O corpo de
massa m, preso a uma mola de constante eldstica k, desliza
sobre um plano horizontal com atrito. o corpo parte do
repouso e estd numa posigao inicial zg.
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Figura 2: Grifico da forga de atrito em fungdo da veloci-
dade do corpo - A forga de atrito, que é independente do va-
lor da velocidade, s6 dependendo da dire¢ao do movimento,
tem uma descontinuidade quando a velocidade (&) se anula
(pontos de retorno). Os dois pontos em v=0 indicam o valor
maximo e minimo da forga de atrito estatico.

b) uma forca dissipativa, representada na fig. 2, que
é sempre contraria ao movimento do bloco. Esta forca
tem uma descontinuidade quando a velocidade (&) se
anula. Para # # 0 o mddulo da forga de atrito pode ser

escrito como:
fa = ﬂcN = Kemg (1)

onde pi. é o coeficiente de atrito cinético e N é a forca
normal & superficie que, para um plano horizontal, é
igual ao peso mg. Para # = 0, o mddulo da forca
de atrito ainda é dado pela equacdo (1) desde que a
forca feita pela mola supere o valor maximo da for¢a de
atrito estatico f._par = peN. Estes valores dependem
dos coeficientes de atrito cinético p. e estatico p., que
em geral é maior que ., e da forca normal.

Como a for¢a de atrito é contraria ao movimento,

teremos duas equagles distintas para & # 0, dadas pela
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2% lei de Newton > F' = mi:
m& + ke = +p.mg  sex <0

m¥ + kx = —p.mg  sex > 0. (2)

Estas sao duas equacgoes diferenciais lineares nao ho-

mogéeneas.
IIT - Solucao do OLA

OLA apresenta dois tipos de solu¢oes que depen-
dem das condi¢oes iniciais do movimento. Suponha que
o sistema satisfaca as seguintes condig¢des iniciais (CI):
tenha velocidade inicial nula #(0) = 0 e esteja em uma
posi¢ao inicial #(0) = z¢ > 0 (amplitude inicial), além
de satisfazer as condig¢oes # e & continuas em todos os
instantes, pois as forcas atuantes sao finitas.

Neste caso, o sistema tera o seguinte comporta-
mento:

a) se, para #(t) = 0, o médulo da forga elastica | f|
for menor que a maxima forca de atrito estatico p.myg,
o sistema ird permanecer em repouso;

b) caso |kz| for maior que p.mg, o sistema ird osci-
lar até que a condicio (a) seja estabelecida.

No caso em que o sistema nao permanece em re-
pouso, a equacao de movimento deve satisfazer as
equagdes (2).

Definindo-se w = +/k/m pode-se rescrever as

equagdes. (2) na forma:

i+ w? = +uCy (3)

onde o sinal (4) corresponde a solu¢do para & < 0
e o sinal (-) & solucdo para & > 0. A solugdo para
uma equagao linear nao homogénea pode ser obtida
da solucao da equacao homogénea adicionada de uma

solucao particular:

z(t) = ea(t) + (1) (4)

A solucao homogénea corresponde a solugao do

OHS:

zp(t) = Crsen(wt) + Cacos(wt)
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ou

zp(t) = Acos(wt + ¢) (5)

onde as constantes C7 e C'y ou A e ¢ sao obtidas a partir
das CI.

A solucao particular pode ser obtida por inte-

4] ou por substituicio de uma solucdo tentativa

gracaol
na equacao diferencial. Em geral, a solucao particular
tem um comportamento semelhante ao termo nao ho-
mogeéneo, neste caso uma constante. Supondo z, = D
onde D é uma constante, substituindo na equagao (3)

obtemos:

Held Heg
D= =
w? k

Portanto, a solucao geral é dada por:

(6)
2(t)* = Atcos(wt + ¢)+ D (7)
indice (-)

corresponde a £ > 0. Derivando em relagao ao tempo

onde o indice (4) corresponde a & < 0 e o
obtemos:

#(t)F = —wATsen(wt + ¢) (8)
usando a CI #(0) = 0 = ¢ = 0 e a soluc¢do serda dada
por:

ar:(t)ﬂE — A* cos(wt) £ D (9)

Em resumo, podemos expressar a posi¢ao, veloci-

dade e aceleracao do OLA pelas seguintes equacoes:

v(t) = (15)

2(t) = —w[zg — (2n + 1) D]sen(wt)(16)

[xo — (2n 4+ 1) D]cos(wt) + Dcos(nx)

2(t) = —wz[xo —(2n 4+ 1)D]cos(wt) (17)

S
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com a velocidade dada por:

ai‘(t)ﬂE = —wA* sen(wt).

(10)

A mudanca da solu¢ao (-) para (+) e vice-versa ocorre
nos pontos em que # = 0 (pontos de retorno), ou seja:
com

(11)

wt=nw com n=01,23..

Neste caso, n representa o numero de semi-

oscilacoes ja completadas e pode ser obtido de:

n=1t|—
T

onde int é a parte inteira do nimero. Lembrando que

(12)

cos(nm) = 1 pode-se rescrever (9) como:

2n(t) = Apcos(wt) + Dcos(n) (13)

onde as solugdes zT(t) correspondem aos n pares e as
solugbes x~(t) correspondem aos n impares. Os A,
serdo obtidos usando a CI #(0) = xg e a continuidade

da funcao z(t) nos pontos de retorno, como segue:

1‘0(0)I$02A0+D:>A02l‘0—D

—Ay+D=—-4,-D

A1:$0—3D

-A1+D=-A,—-D

A22$0—5D

—As+D=-A3-D

A3:$0—7D

D n=0,1,2.. (14)
com

n =int (Cd—t) =0,1,2...
T

Nas figuras 3, 4 e b, estao representadas a posicao,
velocidade e aceleracao do OLA para o caso em que
w = 10 rad/s, p. =0,15, . =0,25 e 29 = 15D. Es-

tes graficos estao normalizados em relacao a amplitude
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maxima e em relacao ao periodo de oscilacao. Nestes
graficos, podemos notar que a posi¢ao e a velocidade
sdo continuas embora a modulagdo da amplitude (li-
nha pontilhada) ndo seja, e que a acelera¢do tem uma
descontinuidade de ou 2w?D ou 2u.g nos pontos de
retorno. Esta descontinuidade se deve & mudanca no
sentido da forca de atrito nestes pontos. Também no-
tamos que suas amplitudes decrescem linearmente com

o tempo, o que justifica o nome OLA.

— posi¢do
- modulagdo da amplitude
—-— amplitude minima

Posicao / x,

Tempo/T

Figura 3. Gréfico da Posicdo x Tempo do OLA - A linha
continua representa a oscilagio do corpo, que se mantém
até que a forga feita pela mola em um ponto de retorno seja
menor que a forga de atrito estdtico maxima. A linha -..-
delimita a regido onde o corpo para de oscilar. A linha pon-
tilhada representa a modulagao da amplitude de oscilagao
que tem umadescontinuidade de 2D em cada ponto de re-
torno do corpo.

1.0

—— Velocidade
modulagac da amplitude

Velocidade / (& X,)

Tempo /T

Figura 4: Gréfico da Velocidade x Tempo do OLA - Po-
demos notar que a velocidade médxima em cada semi-ciclo
decresce linearmente com o tempo, tem a forma senoidal e
a mudanga de amplitude ocorre nos pontos em que a velo-
cidade é nula.
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Figura 5: Gréfico da Aceleragio x Tempo do OLA - Note
que a amplitude da aceleragao decresce linearmente em cada
semi-ciclo e sofre uma descontinuidade de 2w? D ou 2p.¢ em
cada ponto de retorno.

IV - Comparacao da solugao do OLA com a do
OHA

O OHA, sujeito a uma forca de atrito f = —bz, é

descrito pela equacgao diferencial:
F28i 4 wie =0 (18)

onde wg = \/k/m corresponde a freqiiéncia angular do
OHS e 8 = b/2m é o fator de amortecimento. A solu¢ao

desta equacio estd bem explicada nas referéncias(®!

e’
para o caso de amortecimento subcritico, pode ser es-
crita como:

x(t) = AePlcos(wt + ¢) (19)

onde
w=[1—(B/wo)’]"? (20)

Usaremos esta solu¢ao para comparacao com a solugao
do OLA. Podemos destacar as seguintes diferencas en-
tre o OHA e o OLA:

a) Nimero de solugoes: o OHA apresenta trés
tipos de solugao além da trivial, que sao os casos: sub-
amortecido; super-amortecido e amortecimento critico;
enquanto que o OLA apresenta uma unica solugao,
dada pela equacao (15).

b) Frequiéncia angular: A freqiiéncia angular do

OHA depende do fator de amortecimento, conforme a
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equacao (20), enquanto o OLA tem freqiiéncia fixa in-
dependente do amortecimento.

¢) Amplitude da oscilagao: o OHA tem uma am-
plitude de oscilacao que decresce exponencialmente no
tempo, conforme a equacdo (19) e o sistema perma-
nece oscilando eternamente, com a amplitude tendendo
a zero. No caso do OLA, a amplitude decresce line-
armente no tempo, considerando a linha que une os
pontos de retorno, e o sistema tem um numero de os-
cilacoes finito. A interrupcao do movimento oscilatorio
se da sempre em um ponto de retorno, quando a velo-
cidade é nula. Isto s6 ocorrera com amplitude zero, se
a amplitude inicial zg corresponder a um multiplo de

2D.
V - Montagem experimental

Os dados usados na obtencao dos graficos das figuras
3, 4 e b sao realistas e uma frequéncia angular w = 10
rad/s implica em um periodo de oscilagdo T' = 0,63 s
e um coeficiente de atrito cinético g, = 0,15 implica
num fator D = 0,015 m e zg = 0,22 m. Nestas cir-
cunstancias o sistema apresenta apenas 3,5 oscilacoes
em um tempo de 2,2 s, o que torna dificil a obtencao
das medidas de amplitude em fun¢ao do tempo. Con-
tudo, nao é possivel reduzir substancialmente o valor
de w pois isto acarreta num aumento de D, conforme
a equagao (6), que por sua vez provoca um aumento
da amplitude inicial xy provocando dificuldades na ob-
ten¢ao de uma mola adequada.

As solucgoes sugeridas para a dificuldade de ob-
servacao do movimento sao as seguintes:

a) fazer a observacao usando uma camera de video.

b) usar um plano inclinado, o que provoca uma
reducao do fator D e um conseqiente aumento do
nimero de oscilagoes para um mesmo valor de zg. Neste
caso a solucao do OLA sera a mesma, com a constante

D dada por:

pogeos(8)  pemgeos(9)
D= = 21
w? k (21)

onde # é o angulo de inclinacao do plano em relagao a

horizontal.
VI - Conclusoes

Apresentamos a solu¢ao de um oscilador amortecido
em que a forca dissipativa depende apenas do sinal de
velocidade e nao de seu mddulo. Este sistema pode
ser montado facilmente em laboratério, consistindo em
uma alternativa viavel ao OHA tradicional.

Foram comparadas a solu¢ao do sistema proposto
com a do sistema tradicional, enfatizando as principais

diferencas.
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