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Neste trabalho, estudamos o oscilador harmônico amortecido (OHA) admitindo uma for�ca
de atrito de contato, que depende somente do sinal da velocidade. Apresentamos a solu�c~ao
deste sistema e uma compara�c~ao com a solu�c~ao do OHA usual.

The dumped harmonic oscilator (OHA) with a contact friction force which only depends on
the sign of the velocity is studied in this work. We present the solution of this system and
a comparison with the usual OHA solution.

I - Introdu�c~ao

O oscilador harmônico simples (OHS) �e abordado

nos livros textos de f��sica usados no ciclo b�asico das

universidades[1] e inclusive em cursos mais avan�cados[2],

a partir de um sistema massa-mola que desliza sobre

uma superf��cie \ideal "sem atrito. Entretanto, para

apresentar o oscilador harmônico amortecido (OHA),

�e normalmente usado um sistema massa-mola verti-

cal com uma superf��cie submersa em um 
uido ou um

pêndulo composto de um �o longo e uma esfera de pe-

quena densidade. Neste caso �e suposta uma for�ca vis-

cosa proporcional a velocidade (f = �b _x), embora isto

dependa do escoamenta ser laminar ou turbulento[2;3].

Na realidade esta escolha para a for�ca de atrito �e feita

de modo a se recair em uma equa�c~ao diferencial linear

de solu�c~ao f�acil.

Neste trabalho, ser�a mantido o sistema massa-mola

do oHS e admitiremos a existência de uma for�ca de

atrito de contato, n~ao viscosa, da forma usualmente de-

�nida ao se estudar o coe�ciente de atrito. Esta �e uma

for�ca que depende apenas do sinal da velocidade e n~ao

do seu m�odulo. Denominaremos este sistema de oscila-

dor linearmente amortecido (OLA), salientando por�em

que ele tamb�em pode ser considerado harmônico. A su-

posta linearidade �car�a mais clara ao se obter a solu�c~ao

do problema. Apresentaremos a solu�c~ao do OLA que �e

relativamente simples e se constitui num bom exerc��cio

de resolu�c~ao de equa�c~oes diferenciais. Tamb�em discuti-

remos a solu�c~ao obtida e faremos uma compara�c~ao com

a solu�c~ao do OHA.

II - For�cas no OLA

O OLA, apresentado na �g. 1, est�a sujeito a duas

for�cas:

a) uma for�ca restauradora dada pela lei de Hooke

(f = �kx)) onde k �e a constante el�astica da mola e x

�e o deslocamento medido em rela�c~ao �a posi�c~ao em que

a mola n~ao est�a esticada ou comprimida;
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Figura 1: Esquema do sistema massa-mola. - O corpo de
massa m, preso a uma mola de constante el�astica k, desliza
sobre um plano horizontal com atrito. o corpo parte do
repouso e est�a numa posi�c~ao inicial x0.

Figura 2: Gr�a�co da for�ca de atrito em fun�c~ao da veloci-
dade do corpo - A for�ca de atrito, que �e independente do va-
lor da velocidade, s�o dependendo da dire�c~ao do movimento,
tem uma descontinuidade quando a velocidade ( _x) se anula
(pontos de retorno). Os dois pontos em v=0 indicam o valor
m�aximo e m��nimo da for�ca de atrito est�atico.

b) uma for�ca dissipativa, representada na �g. 2, que

�e sempre contr�aria ao movimento do bloco. Esta for�ca

tem uma descontinuidade quando a velocidade ( _x) se

anula. Para _x 6= 0 o m�odulo da for�ca de atrito pode ser

escrito como:

fa = �cN = �cmg (1)

onde �c �e o coe�ciente de atrito cin�etico e N �e a for�ca

normal �a superf��cie que, para um plano horizontal, �e

igual ao peso mg. Para _x = 0, o m�odulo da for�ca

de atrito ainda �e dado pela equa�c~ao (1) desde que a

for�ca feita pela mola supere o valor m�aximo da for�ca de

atrito est�atico fe�max = �eN: Estes valores dependem

dos coe�cientes de atrito cin�etico �c e est�atico �e, que

em geral �e maior que �c, e da for�ca normal.

Como a for�ca de atrito �e contr�aria ao movimento,

teremos duas equa�c~oes distintas para _x 6= 0; dadas pela

2a lei de Newton
P

F = m�x:

m�x + kx = +�cmg se _x < 0

m�x + kx = ��cmg se _x > 0: (2)

Estas s~ao duas equa�c~oes diferenciais lineares n~ao ho-

mogêneas.

III - Solu�c~ao do OLA

OLA apresenta dois tipos de solu�c~oes que depen-

dem das condi�c~oes iniciais do movimento. Suponha que

o sistema satisfa�ca as seguintes condi�c~oes iniciais (CI):

tenha velocidade inicial nula _x(0) = 0 e esteja em uma

posi�c~ao inicial _x(0) = x0 > 0 (amplitude inicial), al�em

de satisfazer as condi�c~oes _x e x cont��nuas em todos os

instantes, pois as for�cas atuantes s~ao �nitas.

Neste caso, o sistema ter�a o seguinte comporta-

mento:

a) se, para _x(t) = 0, o m�odulo da for�ca el�astica jfxj

for menor que a m�axima for�ca de atrito est�atico �emg,

o sistema ir�a permanecer em repouso;

b) caso jkxj for maior que �emg, o sistema ir�a osci-

lar at�e que a condi�c~ao (a) seja estabelecida.

No caso em que o sistema n~ao permanece em re-

pouso, a equa�c~ao de movimento deve satisfazer as

equa�c~oes (2).

De�nindo-se ! =
p
k=m pode-se rescrever as

equa�c~oes. (2) na forma:

�x+ !2 = ��Cg (3)

onde o sinal (+) corresponde �a solu�c~ao para _x < 0

e o sinal (-) �a solu�c~ao para _x > 0: A solu�c~ao para

uma equa�c~ao linear n~ao homogênea pode ser obtida

da solu�c~ao da equa�c~ao homogênea adicionada de uma

solu�c~ao particular:

x(t) = xh(t) + xp(t) (4)

A solu�c~ao homogênea corresponde a solu�c~ao do

OHS:

xh(t) = C1sen(!t) + C2cos(!t)
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ou

xh(t) = Acos(!t + �) (5)

onde as constantes C1 e C2 ou A e � s~ao obtidas a partir

das CI.

A solu�c~ao particular pode ser obtida por inte-

gra�c~ao[4] ou por substitui�c~ao de uma solu�c~ao tentativa

na equa�c~ao diferencial. Em geral, a solu�c~ao particular

tem um comportamento semelhante ao termo n~ao ho-

mogêneo, neste caso uma constante. Supondo xp = �D

onde D �e uma constante, substituindo na equa�c~ao (3)

obtemos:

D =
�cg

!2
=

�cmg

k
(6)

Portanto, a solu�c~ao geral �e dada por:

x(t)� = A�cos(!t + �)�D (7)

onde o ��ndice (+) corresponde a _x < 0 e o ��ndice (-)

corresponde a _x > 0. Derivando em rela�c~ao ao tempo

obtemos:

_x(t)� = �!A�sen(!t + �) (8)

usando a CI _x(0) = 0 ) � = 0 e a solu�c~ao ser�a dada

por:

x(t)� = A�cos(!t) �D (9)

com a velocidade dada por:

_x(t)� = �!A�sen(!t): (10)

A mudan�ca da solu�c~ao (-) para (+) e vice-versa ocorre

nos pontos em que _x = 0 (pontos de retorno), ou seja:

com

!t = n� com n = 0; 1; 2; 3::: (11)

Neste caso, n representa o n�umero de semi-

oscila�c~oes j�a completadas e pode ser obtido de:

n = int

�
!t

�

�
(12)

onde int �e a parte inteira do n�umero. Lembrando que

cos(n�) = �1 pode-se rescrever (9) como:

xn(t) = Ancos(!t) +Dcos(n�) (13)

onde as solu�c~oes x+(t) correspondem aos n pares e as

solu�c~oes x�(t) correspondem aos n impares. Os An

ser~ao obtidos usando a CI x(0) = x0 e a continuidade

da fun�c~ao x(t) nos pontos de retorno, como segue:

x0(0) = x0 = A0 +D ) A0 = x0 �D

x0

��
!

�
= x1

��
!

�
= ) �A0 +D = �A1 �D

) A1 = x0 � 3D

x1

�
2�

!

�
= x2

�
2�

!

�
= ) �A1 +D = �A2 �D

) A2 = x0 � 5D

x2

�
3�

!

�
= x3

�
3�

!

�
= ) �A2 +D = �A3 �D

) A3 = x0 � 7D
...

An = x0 � (2n + 1)D n = 0; 1; 2::: (14)

Em resumo, podemos expressar a posi�c~ao, veloci-

dade e acelera�c~ao do OLA pelas seguintes equa�c~oes:

x(t) = [x0 � (2n+ 1)D]cos(!t) +Dcos(n�) (15)

_x(t) = �![x0 � (2n+ 1)D]sen(!t)(16)

�x(t) = �!2[x0 � (2n+ 1)D]cos(!t) (17)

com

n = int

�
!t

�

�
= 0; 1; 2:::

Nas �guras 3, 4 e 5, est~ao representadas a posi�c~ao,

velocidade e acelera�c~ao do OLA para o caso em que

! = 10 rad/s, �c =0,15, �e =0,25 e x0 = 15D. Es-

tes gr�a�cos est~ao normalizados em rela�c~ao a amplitude
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m�axima e em rela�c~ao ao per��odo de oscila�c~ao. Nestes

gr�a�cos, podemos notar que a posi�c~ao e a velocidade

s~ao cont��nuas embora a modula�c~ao da amplitude (li-

nha pontilhada) n~ao seja, e que a acelera�c~ao tem uma

descontinuidade de ou 2!2D ou 2�cg nos pontos de

retorno. Esta descontinuidade se deve �a mudan�ca no

sentido da for�ca de atrito nestes pontos. Tamb�em no-

tamos que suas amplitudes decrescem linearmente com

o tempo, o que justi�ca o nome OLA.

Figura 3. Gr�a�co da Posi�c~ao x Tempo do OLA - A linha
cont��nua representa a oscila�c~ao do corpo, que se mant�em
at�e que a for�ca feita pela mola em um ponto de retorno seja
menor que a for�ca de atrito est�atico m�axima. A linha -..-
delimita a regi~ao onde o corpo para de oscilar. A linha pon-
tilhada representa a modula�c~ao da amplitude de oscila�c~ao
que tem umadescontinuidade de 2D em cada ponto de re-
torno do corpo.

Figura 4: Gr�a�co da Velocidade x Tempo do OLA - Po-
demos notar que a velocidade m�axima em cada semi-ciclo
decresce linearmente com o tempo, tem a forma senoidal e
a mudan�ca de amplitude ocorre nos pontos em que a velo-
cidade �e nula.

Figura 5: Gr�a�co da Acelera�c~ao x Tempo do OLA - Note
que a amplitude da acelera�c~ao decresce linearmente em cada
semi-ciclo e sofre uma descontinuidade de 2!2D ou 2�cg em
cada ponto de retorno.

IV - Compara�c~ao da solu�c~ao do OLA com a do

OHA

O OHA, sujeito a uma for�ca de atrito f = �b _x, �e

descrito pela equa�c~ao diferencial:

�+2� _x + !2
0x = 0 (18)

onde !0 =
p
k=m corresponde a freq�uência angular do

OHS e � = b=2m �e o fator de amortecimento. A solu�c~ao

desta equa�c~ao est�a bem explicada nas referências[2;5] e,

para o caso de amortecimento subcr��tico, pode ser es-

crita como:

x(t) = Ae�tcos(!t + �) (19)

onde

! = [1� (�=!0)
2]1=2 (20)

Usaremos esta solu�c~ao para compara�c~ao com a solu�c~ao

do OLA. Podemos destacar as seguintes diferen�cas en-

tre o OHA e o OLA:

a) N�umero de solu�c~oes: o OHA apresenta três

tipos de solu�c~ao al�em da trivial, que s~ao os casos: sub-

amortecido; super-amortecido e amortecimento cr��tico;

enquanto que o OLA apresenta uma �unica solu�c~ao,

dada pela equa�c~ao (15).

b) Freq�uência angular: A freq�uência angular do

OHA depende do fator de amortecimento, conforme a
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equa�c~ao (20), enquanto o OLA tem freq�uência �xa in-

dependente do amortecimento.

c) Amplitude da oscila�c~ao: o OHA tem uma am-

plitude de oscila�c~ao que decresce exponencialmente no

tempo, conforme a equa�c~ao (19) e o sistema perma-

nece oscilando eternamente, com a amplitude tendendo

a zero. No caso do OLA, a amplitude decresce line-

armente no tempo, considerando a linha que une os

pontos de retorno, e o sistema tem um n�umero de os-

cila�c~oes �nito. A interrup�c~ao do movimento oscilat�orio

se d�a sempre em um ponto de retorno, quando a velo-

cidade �e nula. Isto s�o ocorrer�a com amplitude zero, se

a amplitude inicial x0 corresponder a um m�ultiplo de

2D.

V - Montagem experimental

Os dados usados na obten�c~ao dos gr�a�cos das �guras

3, 4 e 5 s~ao realistas e uma freq�uência angular ! = 10

rad/s implica em um per��odo de oscila�c~ao T �= 0; 63 s

e um coe�ciente de atrito cin�etico �c = 0; 15 implica

num fator D �= 0; 015 m e x0 �= 0; 22 m. Nestas cir-

cunstâncias o sistema apresenta apenas 3,5 oscila�c~oes

em um tempo de 2,2 s, o que torna dif��cil a obten�c~ao

das medidas de amplitude em fun�c~ao do tempo. Con-

tudo, n~ao �e poss��vel reduzir substancialmente o valor

de ! pois isto acarreta num aumento de D, conforme

a equa�c~ao (6), que por sua vez provoca um aumento

da amplitude inicial x0 provocando di�culdades na ob-

ten�c~ao de uma mola adequada.

As solu�c~oes sugeridas para a di�culdade de ob-

serva�c~ao do movimento s~ao as seguintes:

a) fazer a observa�c~ao usando uma câmera de v��deo.

b) usar um plano inclinado, o que provoca uma

redu�c~ao do fator D e um conseq�uente aumento do

n�umero de oscila�c~oes para ummesmo valor de x0. Neste

caso a solu�c~ao do OLA ser�a a mesma, com a constante

D dada por:

D =
�0gcos(�)

!2
=

�cmgcos(�)

k
(21)

onde � �e o ângulo de inclina�c~ao do plano em rela�c~ao �a

horizontal.

VI - Conclus~oes

Apresentamos a solu�c~ao de um oscilador amortecido

em que a for�ca dissipativa depende apenas do sinal de

velocidade e n~ao de seu m�odulo. Este sistema pode

ser montado facilmente em laborat�orio, consistindo em

uma alternativa vi�avel ao OHA tradicional.

Foram comparadas a solu�c~ao do sistema proposto

com a do sistema tradicional, enfatizando as principais

diferen�cas.
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