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Quaisquer dados experimentais est~ao sujeitos a erros, comumente divididos em sistem�aticos
e estat��sticos. Comparando dados experimentais com predi�c~oes te�oricas, n�os precisamos
saber de alguma coisa sobre as exatid~oes de ambos. Neste artigo, discutimos um erro
sistem�atico cometido pelo uso de express~oes lineares descrevendo a dilata�c~ao t�ermica. Num
primeiro exemplo, mostramos que o uso impr�oprio das f�ormulas da dilata�c~ao t�ermica implica
numa perda cont��nua de massa devido a uma varia�c~ao c��clica de temperatura; num segundo
exemplo, o erro sistem�atico leva a uma predi�c~ao falsa do comportamento de um g�as ideal,
violando a lei dos gases ideais.

Abstract

Any experimental data are subject to errors, commonly divided into systematic and sta-
tistical ones. Comparing experimental data with theoretical predictions, we need to know
something about the accuracies of both. In this paper, we discuss a systematic error com-
mitted by the use of linear expressions describing thermal expansion. In a �rst example, we
show that an improper use of the formulae of thermal expansion results in a continous loss
of mass due to a cyclic variation of temperature; in a second example, the systematic error
leads to a wrong prediction of the behaviour of an ideal gas, violating the ideal gas law.

I. Introdu�c~ao

Em um experimento, os dados e os resultados expe-

rimentais podem ser afetados por erros de causas diver-

sas, que s~ao classi�cados[1] como grosseiros, estat��sticos

e sistem�aticos.

Os erros grosseiros s~ao causados pela imper��cia ou

displicência do experimentador. Como exemplos, po-

demos citar enganos de leituras, erros na calibra�c~ao de

instrumentos, erros de contas, etc. Esses erros n~ao s~ao

admiss��veis e devem ser totalmente eliminados.

Os erros estat��sticos s~ao aqueles que tanto variam

para mais quanto para menos, de uma medida para ou-

tra, mesmo quando estas s~ao realizadas em condi�c~oes

similares. Estes erros s~ao ligados �a precis~ao dos instru-

mentos ou a modi�ca�c~oes instantâneas nas condi�c~oes

de leitura e, em geral, obedecem a leis estat��sticas bem

determinadas.

Os erros sistem�aticos s~ao aqueles que sempre ocor-

rem num mesmo sentido e s~ao ligados �a exatid~ao dos

instrumentos ou �a utiliza�c~ao inapr�opriada de procedi-

mentos experimentais ou de conceitos f��sicos.

Este artigo discute um erro sistem�atico introduzido

pela utiliza�c~ao inapropriada de um conceito f��sico: a

f�ormula de dilata�c~ao, dada na maioria dos textos de

f��sica b�asica, aplicada a um processo sucessivo de aque-

cimento e resfriamento de um corpo, �a press~ao cons-

tante. Muito embora o tema possa ter sido objeto de al-

gumas discuss~oes no passado, at�e hoje os textos de f��sica

b�asica n~ao tratam desse assunto em seus conte�udos.
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II. De�ni�c~ao do coe�ciente de dilata�c~ao t�ermica

Em geral, observamos que quando a temperatura

de um corpo se eleva, o corpo se expande. A partir de

resultados experimentais acerca desse fenômeno, pode-

mos de�nir o coe�ciente de dilata�c~ao volumar m�edio ��

como sendo a varia�c~ao relativa do volume do corpo por

unidade da eleva�c~ao de temperatura. Assim, �a press~ao

constante, de�nimos[2]:

�� = �V=(V0�T ) (1)

onde �T �e a eleva�c~ao de temperatura e �V = (V �V0)

�e o aumento do volume do corpo, sendo V0 o volume

inicial.

Podemos utilizar a de�ni�c~ao dada na Eq.(1) para

expressar o volume V de um corpo com volume inicial

V0, numa temperatura T0, e que sofreu um aumento

�T de temperatura:

V = V0(1 + ���T ) : (2)

Essa e uma f�ormula bastante comum nos textos de

f��sica b�asica e �e utilizada para resolver os problemas de

dilata�c~ao dos s�olidos ( �� da ordem de 10�6K�1), geral-

mente de forma satisfat�oria. Vamos aplic�a-la tamb�em

a um problema espec���co, envolvendo um l��quido para

o qual �� �e da ordem de 10�3 K�1.

III. Um problema proposto e a solu�c~ao dada pela

equa�c~ao (2)

Vejamos como a equa�c~ao (2) se aplica ao problema

que consiste na determina�c~ao do volume de um corpo,

submetido a varia�c~oes sucessivas de temperatura en-

tre o dia e a noite, e tamb�em entre a noite e o dia.

Para simpli�car a discuss~ao, vamos supor que essas va-

ria�c~oes tenham o mesmo m�odulo j�T j. De acordo com

a equa�c~ao (2), podemos resolver o problema da forma

apresentada a seguir.

Do dia para noite, teremos uma diminui�c~ao no vo-

lume do corpo, dado por:

V = V0(1� ��j�T j) : (3)

Da noite para o dia, o corpo se expande e a ex-

press~ao (3) passa a ser o volume inicial no processo de

aquecimento. Assim, ao �nal do primeiro dia, teremos:

V = V0(1� ��j�T j) � (1 + ��j�T j);

ou

V = V0[1� ( ���T )2]: (4)

Aplicando o mesmo racioc��nio sucessivamente e ge-

neralizando para n dias, teremos:

V = V0[1� ( �� ��T )2]n; (5)

Veja que a express~ao (5), que �e resultado da

aplica�c~ao sucessiva da equa�c~ao (2), nos conduz a um

absurdo: com o passar dos dias, o volume do corpo vai,

sistematicamente, diminuindo.

Como j���T j � 1, �e obvio que, para n pequeno,

uma aplica�c~ao num�erica da equa�c~ao (5) n~ao detecta

claramente esse absurdo e a f�ormula (2) funciona bem

apesar de n~ao obedecer �as leis de conserva�c~ao. En-

tretanto, �a medida que n aumenta, �ca bem evidente,

numa aplica�c~ao num�erica, um erro sistem�atico associ-

ado �a express~ao (2). Apenas como exemplo, observe que

se um certo volume de acetona ( �� = 1; 5�10�3 K�1 en-

tre 15 e 30oC) for armazenado durante 1 ano, sofrendo

varia�c~es di�arias de 15oC de temperatura, chegaria, ao

�nal desse ano, com apenas 83,1% de seu volume ori-

ginal. Isso, sem d�uvida, evidencia um erro sistem�atico

grave embutido na f�ormula em quest~ao.

Um problema com a f�ormula (2) reside na veri-

�ca�c~ao experimental de que o coe�ciente de expans~ao

volumar depende da temperatura. No sentido de in-

cluir essa dependência, a express~ao (2) �e ent~ao dada da

seguinte forma[3]:

V = V0

 
1 +

Z T

T0

�dT

!
: (6)

Apesar dessa express~ao incluir a dependência do

coe�ciente de expans~ao com a temperatura, podemos

veri�car facilmente que a falha do erro sistem�atico da

equa�c~ao (2), evidenciado nas equa�c~oes (4) e (5), perma-

nece. Em vista disso, vamos discutir um outro modelo

para a dilata�c~ao volumar, mais consistente com as ob-

serva�c~oes experimentais e com as leis de conserva�c~ao.

IV. Um outro modelo para a dilata�c~ao t�ermica

Na verdade, de forma geral, podemos veri�car que

o limite de validade da express~ao (1) deve se restrin-

gir aos casos em que a varia�c~ao de temperatura tende
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a zero: �T ! 0: Ent~ao, uma melhor de�ni�c~ao para �

deve ser dada atrav�es da seguinte express~ao[4] :

� = lim
�T!0

[�V=(V�T )];

ou

� = (1=V )(dV=dT ): (7)

Apesar de alguns autores[4] de�nirem o coe�ciente

de expans~ao volumar atrav�es da equa�c~ao (7), termi-

nam por fazer uma equivalência desta com a equa�c~ao

(1), o que leva ao resultado da express~ao (2) que, con-

forme vimos, embute um erro sistem�atico. No sentido

de eliminar este erro, podemos desenvolver o racioc��nio

a seguir.

Da equa�c~ao (7), podemos escrever

dV=V = �dT:

Integrando a �ultima express~ao, com os limites de

integra�c~ao do primeiro membro indo de V0 a V , corres-

pondendo a uma varia�c~ao de temperatura no segundo

membro de T0 a T , obteremos:

ln(V=V0) =

Z
T

T0

�dT: (8)

Devemos observar que a integral do segundo mem-

bro da equa�c~ao (8) pode ser dada por

Z
T

T0

�dT = ��0�T (9)

onde ��0 �e de�nido como o coe�ciente de expans~ao vo-

lumar m�edio entre T0 e T . Assim, a equa�c~ao (8) nos

conduz �a seguinte express~ao:

V = V0 exp( ��
0�T ); (10)

onde ��0 foi de�nido na equa�c~ao (9).

A equa�c~ao (10) n~ao implica em erros sistem�aticos

como aqueles discutidos em III, onde utilizamos a

equa�c~ao (2) e obtivemos o resultado dado pela equa�c~ao

(5). Isso n�os podemos perceber claramente atrav�es de

uma eleva�c~ao e de um rebaixamento da temperatura de

um corpo, em j�T j graus. Em consequência da eleva�c~ao

de tempetura, o novo volume do corpo ser�a dado con-

forme (10):

V = V0 exp( ��
0j�T j):

Ao resfri�a-lo at�e a temperatura original, o novo vo-

lume inicial �e dado pela express~ao anterior. Ent~ao, te-

remos:

V = [V0 exp( ��
0j�T j)] � exp(���0j�T j)

ou

V = V0;

o que �e o resultado esperado.

Podemos observar que a f�ormula (10), expandida,

pode ser escrita assim:

V = V0[1+ ��0�T+(1=2)�( ��0�T )2+(1=6)�( ��0�T )3+:::]:

Ent~ao, para casos n~ao c��clicos envolvendo s�olidos e

l��quidos, devemos lembrar que j��0�T j � 1 e que, por-

tanto, os termos a partir da segunda ordem podem ser

desprezados. Nesses casos, a equa�c~ao (10) se reduz a

equa�c~ao (6), com a integral do segundo membro resul-

tando em ��0�T , conforme vimos na equa�c~ao (9).
�E interessante aplicar a equa�c~ao (6) (que �e a equa�c~ao

(2) \melhorada") aos gases ideais para evidenciar o erro

sistem�atico abordado neste artigo. Suponha um g�as

ideal numa temperatura T0, aquecido isobaricamente

at�e �a temperatura T . Substituindo a equa�c~ao de es-

tado dos gases ideais na equa�c~ao (7), o coe�ciente de

expans~ao volumar �e [2]:

� = (1=T ) (11)

Substituindo esse coe�ciente de expans~ao em (6),

percebemos que o volume �nal a ser encontrado num

processo de aquecimento �e dado por

V = V0[1 + ln(T=T0)]

que �e diferente daquele que seria obtido diretamente

pela equa�c~ao de estado:

V = V0(T=T0):

E mais: no resfriamento, tamb�em nos deparamos com

a viola�c~ao das leis de conserva�c~ao:

V = V0[1 + ln(T=T0)][1 + ln(T0=T )]

ou

V = V0f1� [ln(T=T0)]
2g:
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Novamente, a de�ni�c~ao de � dada na equa�c~ao (1),

e que leva a equa�c~ao (6), falha. Vejamos ent~ao como

o modelo discutido nesse artigo resolve o problema da

dilata�c~ao dos gases a press~ao constante.

Substituindo a express~ao (11) em (9), encontrare-

mos o coe�ciente de expans~ao volumar m�edio para o

g�as ideal entre T0 e T :

��0 = (1=�T ) ln(T=T0):

Substituindo a express~ao obtida para ��0 na equa�c~ao

(10), teremos

V = V0 exp[(1=�T ) ln(T=T0)�T ];

o que nos d�a

V = V0(T=T0):

Veja que este �e um resultado idêntico �aquele que se-

ria obtido se utiliz�assemos a equa�c~ao de estado para ga-

ses ideais aplicada a um processo isob�arico. Novamente,

o modelo para a dilata�c~ao dado pela equa�c~ao (10) �e co-

erente com as leis de conserva�c~ao e n~ao introduz erros

sistem�aticos nos resultados obtidos. A prop�osito, ao ser

resfriado de T para T0, o volume �nal ocupado pelo g�as

ser�a:

V = [V0(T=T0)] exp[(1=�T ) ln(T0=T )�T ];

o que resulta em V = V0; que �e o resultado esperado.

V. Conclus~oes

Desse estudo, concluimos que a de�ni�c~ao de ��

dada pela equa�c~ao (1) introduz um erro sistem�atico na

equa�c~ao (2) por considerar diferen�cas �nitas para as va-

ria�c~oes de T e de V . Este erro, num processo de aque-

cimento e resfriamento, �e facilmente detectado atrav�es

das express~oes (4) e (5).

Na equa�c~ao (6), o c�alculo de ��0 �e mediado atrav�es

de diferen�cas in�nitesimais de temperatura mas a dife-

ren�ca no volume �e �nita, o que mant�emum erro an�alogo

ao introduzido pela equa�c~ao (2).

A corre�c~ao para o erro ocorre na equa�c~ao (10), resul-

tado da considera�c~ao de diferen�cas in�nitesimais tanto

para as varia�c~oes de temperatura quanto para as de

volume, conforme a de�ni�c~ao dada na equa�c~ao (7). A

express~ao para a dilata�c~ao dada pela equa�c~ao (10) �e

coerente com as observa�c~oes experimentais e �e v�alida,

conforme vimos, para s�olidos, l��quidos e gases.
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