
Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 19, no. 2, junho, 1997 209

�Algebra de Grassmann e a Teoria Quântica
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Apresenta-se uma formula�c~ao alternativa da teoria quântica dos orbitais moleculares em ter-
mos da �algebra Grassmann. Mostra-se que esta formula�c~ao permite tratar de forma elegante
e sint�etica a teoria dos orbitais moleculares, a aproxima�c~ao de intera�c~ao de con�gura�c~oes
(CI), assim como, generalizar alguns conceitos em qu��mica quântica atribuindo-lhes propri-
edades geom�etricas.

Abstract

Is given an alternative formulation to the quantum theory of molecular orbital in terms of
Grassmann algebra. It is shown that this formulation is enable to describe in an elegant
and synthetic way the molecular orbital theory, the approximation of con�guration of inte-
raction (CI), as well as to generalize some important concepts in quantum chemistry assign
it geometrical properties.

I. Introdu�c~ao

A competi�c~ao entre proponentes de uma ou outra

teoria ceint���ca tem sido apresentada como uma bata-

lha de egos, cujos participantes falam a seu modo como

a natureza deve se comportar. Cabe a cada indiv��duo

usar as diferentes abordagens nas aplica�c~oes onde ele

acredite que tenham maior sucesso. Essa diversidade

de teorias possibilita observar propriedades qu��micas

ou f��sicas atrav�es de prismas diferentes, permitindo a

generaliza�c~ao de conceitos conhecidos ou mesmo a in-

trodu�c~ao de outros novos.

Um exemplo disso pode ser visto na geometriza�c~ao

e/ou algebriza�c~ao de teorias em F��sica e Qu��mica, o que

tem levado diferentes grupos de pesquisadores trabalhar

em tal tema nestes �ultimos anos. A busca dessas abor-

dagens �e motivada pela f�acil visualiza�c~ao geom�etrica

das propriedades do sistema f��sico em estudo, bem

como, elaborar formula�c~oes matem�aticas mais gerais.

Este processo n~ao tem afetado apenas a matem�atica,

mas tamb�em diferentes campos da f��sica e qu��mica onde

a geometria envolvida n~ao �e apenas a do espa�co f��sico

real, mas tamb�em a dos espa�cos das vari�aveis abstratas

utilizadas no eletromagnet��smo, na termodinâmica, na

mecânica cl�assica, na dinâmica dos 
uidos, na teoria

das part��culas elementares e na qu��mica quântica.

Com base nestas premissas ser�a proposto neste tra-

balho uma formula�c~ao matem�atica alternativa para

mecânica quântica bem como aplic�a-la em conceitos

b�asicos da qu��mica quântica cuja motiva�c~ao passamos

a discutir a seguir.

Sabe-se da mecânica quântica que a equa�c~ao de

Schr�odinger n~ao pode ser resolvida exatamente para

sistemas com mais de uma part��cula, o que torna ne-

cess�ario introduzir aproximac~oes.Uma das usuais, con-

siste na constru�c~ao da fun�c~ao de onda total 	 a partir

de orbitais moleculares (OM). Cada orbital molecular

�i �e ent~ao uma fun�c~ao a uma �unica part��cula depen-

dendo unicamente das coordenadas espaciais e de spin

de cada el�etron. Esta fun�c~ao �e denominada orbital de

spin e a forma mais simples de constru��-la �e a partir do

produto entre os OM. Contudo, este produto (denomi-

nado produto de Hartree) n~ao satisfaz o requerimento
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de antissimetria com respeito �a troca de dois el�etrons

(princ��pio de Pauli).

A solu�c~ao proposta para resolver tal problema foi

descrever a antissimetria por meio de um determi-

nante, denominado determinante de Slater. Neste caso

	(xm; xn) = � 	(xn; xm) e como consequência ime-

diata temos que 	(xn; xn) = 0, ou seja o princ��pio

da exclus~ao de Pauli �e obedecido, pois o determinante

se anula quando duas de suas colunas (ou linhas) s~ao

idênticas.

Em 1844, Grassmann desenvolveu uma �algebra

de vari�aveis anticomutantes cuja estrutura tornou-se

hoje uma ferramenta matem�atica importante no es-

tudo de sistemas com propriedades antissim�etricas.

As aplica�c~oes f , nesta �algebra, s~ao do tipo r-lineares

alternadas construidas num espa�co multilinear alter-

nado. Isto quer dizer que qualquer f(�1; :::; �N) �e an-

tissim�etrica em rela�c~ao �a permuta�c~ao de dois elemen-

tos geradores �m; �n desta �algebra. Assim (�m; �n) =

�f(�n; �m) e toda f ser�a nula sempre que houver

dois geradores iguais na sequência (�1; :::; �N ), isto �e,

f(�m ; �m) = 0.

Como pode ser notado nos dois �ultimos par�agrafos,

a estrutura da �algebra de Grassmann tem propriedades

an�alogas �as obedecidas pela fun�c~ao de onda 	, o que

sugere colocar a seguinte quest~ao:

Existe alguma conex~ao entre as duas estruturas ma-

tem�aticas ? Ou seja, qual ser�a a rela�c~ao entre a fun�c~ao

de onda a muitas part��culas 	(xm; xn) e a fun�c~ao de

Grassmann f(�m ; �n) ?

A resposta a esta quest~ao �e o principal objeto de

estudo neste trabalho: apresentar uma formula�c~ao al-

ternativa geral para a qu��mica quântica em termos da

�algebra de Grassmann.

Mostra-se que esta formula�c~ao permite tratar de

forma elegante e sint�etica a aproxima�c~ao de intera�c~ao

de con�gura�c~oes (CI), assim como, generalizar concei-

tos em qu��mica quântica atribuindo-lhes propriedades

geom�etricas. Por exemplo, a matriz densidade de or-

dem N em sistemas de muitos corpos, pode ser en-

tendida como um hipervolume no espa�co <N , ao ser

de�nida por um produto interno de 3N vari�aveis de

Grassmann.

Em resumo, introduz-se no presente trabalho um

formalismo alg�ebrico alternativo, capaz de interpretar

conceitos da teoria dos orbitais moleculares, em fun�c~ao

de algumas propriedades da �algebra das vari�aveis anti-

comutantes.

Na se�c~ao 1, ser�a apresentado um resumo sobre

�algebra de Grassmann limitando-se �a discuss~ao das

principais propriedades e de�ni�c~oes pertinentes ao de-

senvolvimento do trabalho. No decorrer da se�c~ao ser~ao

dados exemplos de realiza�c~oes da �algebra para facili-

tar a compreens~ao dos conceitos mais abstratos. Ser�a

apresentada tamb�em uma breve revis~ao hist�orica sobre

a evolu�c~ao da teoria.

Na se�c~ao 2, ser�a introduzido uma formula�c~ao

alg�ebrica alternativa que faz a conex~ao entre a teo-

ria dos orbitais moleculares e a �algebra de Grassmann.

Neste caso a antissimetria, via determinantes de Slater,

torna-se um caso particular da formula�c~ao proposta.

Ser�a feito uma breve discuss~ao sobre a interpreta�c~ao

dos conceitos b�asicos na teoria de orbitais moleculares.

Na se�c~ao 3, em particular, ser~ao abordadas outras

aplica�c~oes importantes em qu��mica quântica e ser~ao

generalizados os conceito de valência atômica, ��ndices

liga�c~ao e energia para grupos de �atomos.

II. �Algebra de Grassmann

Durante a realiza�c~ao desse trabalho baseado na

�algebra de Grassmann veri�cou-se que os livros textos,

notas de aulas, teses e artigos (aproximadamente 500

referências consultadas) onde a teoria de Grassmann

era usada, n~ao citavam os seus trabalhos mais impor-

tantes. Para resgatar um pouco de sua hist�oria ser�a

apresentado a seguir um resumo de sua bibliogra�a in-

cluindo referências b�asicas.

Hermann G�unther Grassmann [1], �lho de professo-

res, nasceu em 15 de abril de 1809 na cidade de Stettin

(agora Szczecin, na Polônia) e faleceu em 26 de setem-

bro de 1877 na mesma cidade. Iniciou seus estudos com

a m~ae, vindo posteriormente a ser aluno do gin�asio em

Stettin. Em seguida, foi a Berlim estudar teologia. Re-

tornou �a sua cidade natal em 1830 onde iniciou seus

estudos em matem�atica e f��sica. Em 1832, come�cou

os seus trabalhos em geometria aplicando-a a mecânica

anal��tica de Lagrange. Na mecânica celeste desenvolveu

uma teoria diferente da apresentada por Laplace.

O primeiro volume do principal trabalho de Gras-

smann foi apresentado em 1843, na forma manuscrita,

com o nome de Die Lineale Ausdehnungslehre que em

português poderia ser traduzido por A Teoria das Ex-

tens~oes Lineares. Em geral as suas id�eias n~ao foram

bem entendidas, mesmo por matem�aticos de renome

como M�obius. Baseado no conceito de conectividade,

Grassmann aplicou a Ausdehnungslehre na descri�c~ao de

uma nova teoria para o eletromagnetismo.
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O trabalho de Grassmann s�o veio receber um re-

conhecimento da comunidade cient���ca ap�os ter sub-

metido um artigo, sob sugest~ao de M�obius em 1846, a

Furstlich Jablonowsky'che Gesellchaft der Wissenschaf-

ten em Leipzig. Em maio de 1847, Grassmann escreveu

ao ministro da educa�c~ao da Pr�ussia candidatando-se a

uma vaga de professor na Universidade. O ministro pe-

diu a opini~ao do matem�atico E. Kummer, o qual fez

severas cr��ticas aos trabalhos de Grassmann, levando

assim �a rejei�c~ao de sua candidatura.

Em 2 de dezembro 1871 tornou-se membro da Aca-

demia de Ciências de G�ottingen, o que o encorajou a

publicar pequenos artigos durante os �ultimos anos de

sua vida. Em 1877, ele iniciou uma nova edi�c~ao de

seu livro Ausdehnungslehre, a qual foi publicada ap�os a

sua morte em 1877. Somente no �nal de sua vida seus

trabalhos tiveram o real reconhecimento de v�arios ma-

tem�aticos importantes da �epoca, tais como: A. Clebsch,

J. P�uker, A. M�obius, R. Mehmke, A. Lotze, F. Caspary.

Entretanto, foi J. Gibbs o que mais propagou as id�eias

de Grassmann ao estudar o problema dos quat�ernions.

Gibbs publicou v�arios artigos na revista Nature, no

per��odo de 1891 a 1895, mostrando a correla�c~ao entre

os quat�ernions de Hamilton e a Ausdehnungslehre de

Grassmann.

Grassmann participou tamb�em de grupos

evang�elicos, escreveu livros de matem�atica b�asica para o

gin�asio e gloss�arios b��blicos. Participou diretamente na

revolu�c~ao de 1848, fez pesquisas em teorias envolvendo

misturas de cores, como tamb�em deu importantes con-

tribui�c~oes ao estudo da fon�etica. Hoje, j�a perto do

s�eculo XXI, podemos notar claramente quanto as suas

id�eias se expandiram nas mais diversas �areas da f��sica,

matem�atica e qu��mica. Numa r�apida pesquisa na litera-

tura podemos veri�car aplica�c~oes de sua teoria em �areas

tais como: teoria das part��culas elementares, termo-

dinâmica, mecânica estat��stica, teoria eletromagn�etica,

mecânica pseudo-cl�assica, estudo das formas diferen-

ciais, �algebra exterior, geometria diferencial e outras

mais.

A Ausdehnungslehre foi apresentada em duas

vers~oes, a de 1844 e a de 1862, com a seguinte hist�oria

de impress~ao:

1844 : Die Ausdehnungslehre, Editor Otto Wigand,

Leipzig, (1844) [2].

1862 : Uma vers~ao reescrita da obra acima foi pu-

blicada tamb�em em Leipzig pelo mesmo editor.

1878 : Uma edi�c~ao an�aloga �a de 1844 apenas com al-

gumas notas de rodap�e e apêndices. Ed. Otto Wigand,

Leipzig.

1894 : A mesma edi�c~ao de 1878 acrescido do ar-

tigo de Grassmann "Die Geometrische Analyse", edi-

tado por Friedrich Engel.

1896 : Uma nova vers~ao da edi�c~ao de 1862, publi-

cada em Leipzig, como um volume de uma coletânea de

seus artigos.

1969 : A mais nova edi�c~ao publicada em New York,

onde foram feitas pequenas corre�c~oes na edi�c~ao de 1894.

Ed. Chelsea Publishing Company, Bronx, New York.

II.1 Propriedades B�asicas da �Algebra

Nesta se�c~ao, apresenta-se algumas propriedades de

um espa�co multilinear alternado [3, 4, 5] para tornar

clara a formula�c~ao desenvolvida nos pr�oximos cap��tulos.

Sejam E1; E2; :::; Er; U espa�cos vetoriais e f uma

aplica�c~ao de E1 � E2 � :::�Er em U ;

f : E1 � E2 � :::�Er �! U (1)

Se a aplica�c~ao f for linearmente separ�avel em cada uma

das vari�aveis �k, isto �e,

c

f(�1; :::; �k + �; :::; �r) = f(�1; :::; �k; :::; �r) + f(�1; :::; �; :::; �r) (2)

d

ou em particular,

f(�1; :::; a�k; :::; �r) = af(�1; :::; �k; :::; �r) ; (3)

onde �1 2 E1 ; :::; �k e � 2 Ek ; :::; �r 2 Er e a 2 <

ent~ao f �e dita ser r-linear. < �e o conjunto de todos os

n�umeros reais.

Dentro do conjunto de todas as aplica�c~oes acima,

toma-se o subconjunto das f que satisfazem a rela�c~ao
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f(�1; :::; �k; :::; �r) = 0 (4)

sempre que a sequência (�1; :::; �k; :::; �r) tiver pelo me-

nos uma repeti�c~ao, ou seja

f(�1; :::; �j�1; �; �j+1; :::; �k�1; �; �k+1; :::; �r) = 0 (5)

onde �1; :::; �r; � 2 E. Este subconjunto �e comumente

denotado Gr (E;U ). A �m de que f 2 Gr(E;U )

seja alternada, �e necess�ario e su�ciente que f seja an-

tissim�etrica na troca de dois elementos geradores da

�algebra, isto �e,

f(�1; :::; �j; :::; �k; :::; �r) = �f(�1; :::; �k; :::; �j; :::; �r)
(6)

A prova deste resultado �e obtida de uma forma sim-

ples escrevendo a fun�c~ao f como a seguir

f(�1; :::; �; :::; �; :::; �r) � f(�; �): (7)

Como f �e alternada, ela deve ser nula no caso de

existirem dois elementos iguais no seu argumento, ent~ao

temos que

f(� + �; �+ �) = 0: (8)

Usando a propriedade de r-linearidade da aplica�c~ao

f (veja a equa�c~ao 2), ela pode ser escrita como uma

soma de aplica�c~oes como a seguir,

f(�+ �; �+ �) = f(�; �) + f(�; �) + f(�; �) + f(�; �)

= f(�; �) + f(�; �) = 0 (9)

de onde tira-se que f �e antissim�etrica, isto �e f(�; �) =

�f(�; �) pois f(�; �) = f(�; �) = 0 por de�ni�c~ao

de uma aplica�c~ao r-linear alternada.

Para tornar claro o signi�cado de uma aplica�c~ao

multilinear alternada, ser�a dado abaixo uma poss��vel

realiza�c~ao da �algebra.

A aplica�c~ao bilinear f : <3�<3 �! <3 de�nida por
f(�; �) = ~��~� (produto vetorial) �e bilinear alternada,

como ser�a mostrado a seguir.

Se e1; e2 e e3 �e uma base canônica em <3 , tem-se

que em � en = (�mn � 1)en � en = ek , para k;m e

n = 1; 2; 3 e k 6= m e n (tomados numa ordem c��clica).

Para ~� = (a1; a2; a3) e ~� = (b1; b2; b3) arbitr�arios, tem-

se

f(�; �) = ~�� ~�

= (a1e1 + a2e2 + a3e3) � (b1e1 + b2e2 + b3e3)

= (a2b3 � a3b2)e1 + (a3b1 � a1b3)e2 + (a1b2 � a2b1)e3

= (a2b3 � a3b2; a3b1 � a1b3; a1b2 � a2b1) (10)

onde pode-se notar que f(�; �) �e nula para qualquer

a; b 2 < ; isto signi�ca que f �e alternada ou ~� � ~� =

�~� � ~�.
Nota-se facilmente que uma aplica�c~ao multilinear

alternada satisfaz condi�c~oes an�alogas �as propriedades

veri�cadas por determinantes, como ser�a mostrado na

proposi�c~ao abaixo.

Proposi�c~ao:

Seja f : E � ::: � E �! U uma aplica�c~ao r-linear

alternada. Dada uma base ordenada (
1; :::; 
m) 2 E,
para cada subconjunto J = fj1 < j2 < ::: < jrg �
Im = f1; 2; :::;mg, seja

f(
j1 ; :::; 
jk; :::; 
jr) = uJ 2 U (11)

e se �1 =
P
Ak
1
k; :::; �r =

P
Ak
r
k s~ao geradores de E,

ent~ao tem-se que

f(�1; :::; �k; :::; �r) =
X
J

det(AJ )uJ (12)

onde AJ �e uma submatriz da matriz r�m dos coe�cien-

tes dos geradores �k. O n�umero m�aximo de elementos

uJ diferentes �e obtido combinando r geradores de um

espa�co m-dimensional pela rela�c~ao

�
m

r

�
=

m!

r!(m� r)! (13)
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Assim, dada uma apli�c~ao r-linear alternada f :

E � ::: � E com Dim(E) = m tem-se, pelos resul-

tados acima, que para cada elemento a imagem de

f : E � :::�E �e uma combina�c~ao de elementos uJ 2 U
cujo n�umero n~ao excede a

�
m

r

�
. Ent~ao o subespa�co

de U gerado por f : E � ::: � E tem dimens~ao menor

ou igual a

�
m

r

�
e ser�a m�axima quando os vetores uJ

s~ao linearmente independentes (LI).

No caso em que �1; :::; �k; :::; �r 2 E s~ao linearmente

dependentes (LD), tem-se que f : E;E � :::�E �! U

�e r-linear alternada, pois no m��nimo um deles poder�a

ser escrito como uma combina�c~ao linear dos outros res-

tantes, isto �e �i =
P

kA
k�k. Assim

c

f(�1; :::; �i; :::; �r) = f(�1; :::;
X
k

Ak�k; :::; �r) =
X
k

Ak f(�1; :::; �k; :::; �r) = 0 (14)

d

Se f : E�E � :::�E �! U �e uma apli�c~ao r-linear,

as seguintes condi�c~oes s~ao v�alidas:

i) Existe uma base ordenada � = (
1; :::; 
m) em E

tal que os elementos fj (
j1 ; :::; 
jr:) com 1 � j1 � ::: �
jr � m formam uma base de U .

ii) A condi�c~ao anterior ser�a v�alida para todas as ba-

ses do espa�co vetorial E.

iii) A aplica�c~ao f : E�E� :::�E gera U e DimU=�
m

r

�
.

f ser�a um produto exterior em E, se pelo menos uma

das condi�c~oes acima �e satisfeita. Denota-se este pro-

duto exterior por,

f(�1; :::; �r) = �1 ^ :::^ �j ^ :::^ �k ^ :::^ �r (15)

O espa�co U �e geralmente escrito como uma potência

exterior r-�esima de espa�cos vetoriais E e ser�a represen-

tado aqui por,

U = �rE (16)

Considerando que n~ao foi necess�ario fazer qualquer

restri�c~ao sobre o espa�co vetorial E, pode-se de�nir um

produto exterior em qualquer espa�co vetorial. O fato

de que

�
m

m � 1

�
sugere a existência de um produto

exterior de ordem m � 1, g : <m � ::: � <m �! <m.
Ele existe, de fato, como uma generaliza�c~ao do produto

vetorial usual g0 : <3 �<3 �! <3 . Quando r 6= m� 1

temos

�
m

r

�
6= m, de modo que o produto exterior

�1 ^ ::: ^ �r em <m deve ser procurado fora do espa�co

<m. De onde surge a denota�c~ao de produto exterior.

Neste sentido, pode-se de�nir o produto entre um

r-vetor e um s-vetor sobre E. O resultado ser�a um

(r+s)-vetor sobre E, de�nindo a seguinte aplica�c~ao bi-

linear:

f : (�rE)� (�sE) �! �(r+s)E (17)

Pode-se mostrar facilmente que se considerar a

aplica�c~ao (r+s)-linear � : E � ::: � E �! �(r+s)E,

existe somente uma aplica�c~ao bilinear, como na equa�c~ao

acima, tal que

f(�1; �2) = �1 ^ �2

= f(�1 ^ :::^ �r; �1 ^ :::^ �s)

= �1 ^ :::^ �r ^ �1 ^ :::^ �s (18)

para quaisquer �1 e �2 satisfazendo as condi�c~oes

�1 = �1 ^ :::^ �r onde �1 2 �rE

e

�2 = �1 ^ :::^ �s onde �2 2 �sE (19)
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e os �i e �i s~ao elementos do espa�co vetorial E.

Deve ser ressaltado que este produto s�o ser�a alter-

nado quando os n�umeros r; s forem ��mpares. Os resul-

tados acima permitem mostrar as seguintes rela�c~oes:

i) �i ^ (�j ^ �k) = (�i ^ �j) ^ �k para quaisquer

�i 2 (�rE); �j 2 (�sE);

�k 2 (�tE)

ii) Se �i 2 (�rE) e �j 2 (�sE) ent~ao

�i ^ �j = (�1)rs�j ^ �i
iii) (�i + �0i) ^ �j = �i ^ �j + �0i ^ �j, para quaisquer

�i; �
0
i 2 (�rE); �j 2 (�sE)

iv) (a�i) ^ �j = �i ^ (a�j) = a�i ^ �j; para todos

a 2 <; �i 2 (�rE); �j 2 (�sE).

(20)

II.2 �Algebra de Grassmann Extendida

Nesta se�c~ao generaliza-se o conceito de produto de

Grassmann e mostra-se uma poss��vel conex~ao entre um

produto de�nido na �algebra de Cli�ord e os geradores

da �algebra de Grassman.

O caso mais geral de um produto exterior de espa�cos

vetoriais seria considerar a soma direta desses espa�cos,

isto �e,

�E = R� E � �2E � :::� �nE: (21)

Na equa�c~ao (21) assumiu-se que dim E = n e dim

�E =
Pn

k=1

�
n

k

�
= 2n. Isto implica que cada ele-

mento � 2 �E pode ser escrito, de modo �unico, como

uma soma dos elementos de todos os r-vetores �rE.

Este elemento � tem a seguinte forma;

� = �0 + �1 + :::+ �n : (22)

Sendo �r 2 �rE, com r = 0; 1:::n. Assumi-se aqui

que �0E = < s~ao escalares e �1E = E s~ao vetores em

E.

Neste caso pode-se de�nir o seguinte produto exte-

rior, em �E, devido a aplica�c~ao bilinear �E � �E �!
�E:

� ^ � = �0 ^ �0 + (�0 ^ �1 + �1 ^ �0)
+(�0 ^ �2 + �1 ^ �1 + �2 ^ �1) + :::

(23)

onde � =
P

k�k , � =
P

k�k e �k,

�k 2 �rE.

Esta mutiplica�c~ao, juntamente com as rela�c~oes (20),

tornam �E uma �algebra associativa com elemento uni-

dade 1 2 �0E = < (escalar). Ela �e graduada e anti-

comutativa pois �e de�nida como uma soma direta de

componentes homogêneos (�rE):(�sE) � �r+sE: Esta

�algebra �e denominada, comumente, �algebra de Grass-

mann sobre o espa�co vetorial E [4].

Neste caso o produto �0^�r �e meramente o produto

usual entre um escalar e um vetor, desde que �0 2 �0E

e �r 2 �rE: A partir desta de�ni�c~ao nota-se que os

produtos de Cli�ord [6], de�nidos por

� � ab=̂a � b+ a ^ b (24)

s~ao os geradores da sub-�algebra de Grassmann C;

C = �0E � �2E (25)

sendo a e b 2 �1E e o produto a � b um escalar.

A �algebra proposta por Cli�ord em 1878 apareceu

como uma uni~ao entre o produto exterior de Grassmann

e os quat�ernions de Hamilton. Veja uma discuss~ao in-

teressante, sobre este tema, na referência \Space-Time
�Algebra " [6].

II.3 Produto Interno de r-Vetores

A de�ni�c~ao de um produto interno generalizado em

cada espa�co �rE �e poss��vel desde que o espa�co vetorial

E seja munido de um produto interno simples entre dois

vetores. Este produto �e indicado aqui pelos s��mbolos

< � � � > ou � � � indiferentemente. �E necess�ario que

a forma bilinear � � � seja sim�etrica e tenha sempre

norma positiva, para quaisquer � e � 2 E. Denota-se

o produto interno generalizado da seguinte forma

h(�1; :::; �r; �
1; :::; �r)=̂ det(� � �) (26)

Pode-se mostrar facilmente que h �e alternado nos

� e nos � separadamente, pois o determinante de uma

matriz �e uma fun�c~ao multilinear alternada das linhas e

colunas dessa matriz. Isto, induz uma forma bilinear

<� >: (�rE)� (�rE) �! < caracterizada por
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< �1 ^ :::^ �r � �1 ^ :::^ �r >= det(< � � � >)

=

���������

�1 � �1 �1 � �2 : : : �1 � �r
�2 � �1 �2 � �2 � � � �2 � �r

...
...

...
...

�r � �1 �r � �2 � � � �r � �r

���������
(27)

para quaisquer �1 ^ ::: ^ �r, �1 ^ ::: ^ �r 2 E. Esta

forma �e sim�etrica e tem norma positiva. O determi-

nante acima �e denominado Grammiano dos vetores �i

que para o caso particular, r = 2, pode ser representado

pela desigualdade de Schwartz

h(�; �)2 � h(�; �)h(�; �) (28)

Para uma melhor compreens~ao do signi�cado

geom�etrico desta estrutura alg�ebrica ser~ao discutidas a

seguir duas aplica�c~oes simples deste formalismo;

a) O produto exterior como uma �area orientada.

Seja o produto escalar de um produto de 2-vetores

h = (a ^ b) � (b ^ a) =
���� a � a a � b
b � a b � b

���� = a2b2 (29)

no caso em que a e b s~ao ortogonais temos que a � b =
b�a = 0 , assim a express~ao acima �e exatamente o qua-

drado da �area de uma de uma superf��cie de�nida pelos

vetores a e b: Isto �e

�area =
p
h =
p
a2b2 = ab (30)

b) O produto exterior como um volume orientado.

�E importante ressaltar que o comprimento C(�), de

um r-vetor decompon��vel, pode ser interpretado como

o volume de um paralep��pedo em <r. Como exemplo

toma-se r = 3 ( com os �i ortogonais) e V = �1^�2^�3,
assim,

h(V; V ) = h(�1 ^ �2 ^ �3; �1 ^�2 ^ �3)

=

������
�1 � �1 �1 � �2 �1 ��3
�2 � �1 �2 � �2 �2 ��3
�3 � �1 �3 � �2 �3 ��3

������ (31)

Como �i � �j = 0 , para i 6= j , devido �a ortogona-

lidade de � e ainda �i � �i = a2i 2 <3, tem-se que

h(V; V ) =

������
�1 � �1 0 0

0 �2 � �2 0
0 0 �3 � �3

������

= (�1 � �1)(�2 � �2)(�3 � �3) = (a1a2a3)
2: (32)

Assim, o comprimento de C ser�a

C(�) = h1=2 = a1a2a3 (33)

que �e igual ao volume de um paralep��pedo com lados

a1, a2 e a3.

Geometricamente o produto de Grassmann �j ^ �k
pode ser interpretado como �area orientada, onde �k^�j
teria uma orienta�c~ao oposta. Genericamente pode-se

dizer que o produto �1 ^ �2:::�r de�nir�a um hiper vo-

lume orientado. Numa terminologia simpli�cada diz-se

que 0-vetor, 1-vetor, 2-vetores,... s~ao denominados es-

calar, vetor, bivetor,... respectivamente.

II.4 �Algebra de Grassmann Generalizada - Gg

Normalmente a �algebra de Grassmann �e ultilizada

para tratar sistemas com vari�aveis anticomutantes. Ca-

beria aqui a seguinte pergunta: "Seria poss��vel desen-

volver uma �agebra de Grassmann para vari�aveis comu-

tantes ? ". A resposta a esta pergunta �e positiva,

bastando para isso introduzir o conceito de signatura

de uma �algebra, como ser�a feito a seguir.

Considere para isto os elementos geradores �k satis-

fazendo as seguintes rela�c~oes de comuta�c~ao:

f�j ; �kg�gjk = �j ^ �k � gjk�k ^ �j = 0 (34)

ou

�j ^ �k = gjk�k ^ �j (35)

onde gkk = � para todo k e gjk = gkj = + ou para

j 6= k , �e denominada de "signatura". Em particular,

quando gkk = � para todo j; k os �k s~ao chamados

de geradores ou n�umeros de Grassmann. Assim, uma
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�algebra formada por esta esp�ecie de n�umero �e chamada

de �algebra de Grassmann generalizada - Gg, a qual

torna-se ent~ao de suma importância para a F��sica, pois

pode-se tratar sistemas fermiônicos e bosônicos dentro

de uma �unica estrutura alg�ebrica. Isto quer dizer que

quando todos os gjk = +; ent~ao os geradores �k cor-

respondem aos operadores bosônicos ak e obedecem a

rela�c~ao f�j; �kg� = �kj ; quando todos os gjk = �; os �k
correspondem aos operadores fermiônicos ak os quais

obedecer~ao �a regra de comuta�c~ao anômala f�j ; �kg+ =

�kj .

Evidentemente, uma das mais importantes propri-

edades dos n�umeros Gg consiste na rela�c~ao entre os �k

geradores especi�cados pelas diferentes signaturas gjk.

Teorias desenvolvidas em diferentes signaturas s~ao di-

tas teorias sobre uma �algebra Para-Grassmann, como

por exemplo a Para-quantiza�c~ao e a Para-estat��stica.

Neste trabaho em particular, ser�a desenvolvido nos

pr�oximos cap��tulos, uma formula�c~ao alternativa para

estudos de sistemas eletrônicos (fermiônicos) com base

numa �algebra de Grassmann generalizada com signa-

tura gjk = �:

III. Vari�aveis Anticomutantes: Uma Formula�c~ao

Alternativa para a Mecânica Quântica

III.1 Introdu�c~ao

Ser�a apresentado nesta se�c~ao uma formula�c~ao alter-

nativa para a descri�c~ao da antissimetria da fun�c~ao de

onda e do princ��pio de Pauli. Neste caso a formula�c~ao

convencional, usando determinantes de Slater, torna-se

um caso particular da formula�c~ao proposta acima. Para

isso, de�ni-se os vetores de estado partir dos geradores

do espa�co multilinear alternado G, o qual �e introduzido
como uma aplica�c~ao N -linear alternada dos spa�cos de

Hilbert H : � : H � :::�H ! G. Introduz-se tamb�em

uma interpreta�c~ao diferente para os operadores conven-

cionais de cria�c~ao e aniquila�c~ao ay� e a�. Mostra-se que

os elementos �� e �� (os quais s~ao equivalentes a a� e ay�
respectivamente) podem ser vistos como o produto dos

elementos geradores do espa�co multilinear alternado G.
Como �e bem conhecido, a antissimetria da fun�c~ao

de onda  e o princ��pio de Pauli foram formulados de-

�nindo a fun�c~ao  como uma combina�c~ao linear de de-

terminantes de Slater [7]. O formalismo de segunda

quantiza�c~ao [8] descreve as propriedades acima men-

cionadas numa forma elegante, atrav�es de operadores

anticomutantes. Um outro caminho poss��vel para des-

crever esta antitissimetria seria usar as propriedades de

um espa�co de vari�aveis anticomutantes G.
A �algebra obedecida pelos elementos geradores de

G, denominada �algebra de Grassmann, foi usada por

Berezin e Marinov [9, 10] para explorar uma aplica�c~ao

do m�etodo de geradores funcionais na teoria de segunda

quantiza�c~ao. Schwinger[11], Matheus e Salam [12] usa-

ram os n�umeros anticomutantes nos estudos de siste-

mas fermiônicos. Desde ent~ao, devido �a operacionali-

dade da �algebra de Grassmann para descrever sistemas

de f�ermions e supersimetria, muitos autores têm traba-

lhado neste assunto[13]-[16] .

Objetivando contribuir esse sentido, ser�a apresen-

tado nas pr�oximas se�c~oes uma formula�c~ao para a

qu��mica quântica baseada nesta �algebra [17].

III.2 Orbital de Spin no Espa�co de Hilbert-

Grassmann

Nesta se�c~ao introduz-se uma formula�c~ao alg�ebrica

para a mecânica quântica em termos de uma �algebra

geom�etrica. Com o intuito ilustrativo mostra-se a

equivalência ou a correspondência desse formalismo

com outros usuais tais como a fun�c~ao de onda de N-

el�etrons �(1; :::; N ) e o formalismo de segunda quan-

tiza�c~ao a1:::a�:::aN j v�acuo i.
Esta correspondência (ou equivalência) entre as for-

mula�c~oes e seus entes abstratos pode ser simbolizada,

para o caso bi-eletrônico, por,

c

���(1; 2) =
1

2

���� ��(1) ��(1)
��(2) ��(2)

���� equiv: ! ay�a
y
� j v�acuo i equiv: ! �� ^ �� j i (36)

d
�E necess�ario enfatizar que a express~ao acima n~ao

�e uma equa�c~ao, mas meramente uma correspondência

entre os três formalismos. Esta correspondência per-

mite fazer uma conex~ao entre o produto exterior de

Grassmann e o princ��pio de exclus~ao de Pauli como �e

mostrado a seguir.
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Assume-se aqui o espa�co vetorial E, mencionado na

se�c~ao 1, equivalente ao espa�co de Hilbert H. Assim,

uma aplica�c~ao N -linear alternada no espa�co H, ser�a:

� : H�H� : : :�H ! G (37)

sendo G um espa�co vetorial e denominado por espa�co

de Hilbert-Grassmann.

Para introduzir o conceito de vetores de estado

neste formalismo, toma-se um conjunto de orbitais de

spin mono-eletrônico representados por �1; �2; :::; �r 2
H � E onde alguns deles est~ao ocupados e os outros

vacantes.

i) Estado de v�acuo :

O estado de v�acuo �e um estado abstrato e vazio, isto

�e n~ao cont�em el�etrons. Ele �e meramente uma entidade

matem�atica abstrata e importante no desenvolvimento

desta formula�c~ao. No caso geral, quando todos os or-

bitais est~ao vacantes, o estado de v�acuo �e representado

aqui por j i

j i = 0 = 01 ^ 02 ^ : : :^ 0r (38)

0� �e o elemento nulo pertencente a H ou a um orbi-

tal de spin com zero el�etron. O estado de v�acuo obedece

as seguintes propriedades,

a)- �e normalizado �a unidade, i.e. h j i = 1

b)- �e ortogonal �a qualquer outro estado.

ii) Estado mono-eletrônico :

�E o estado no qual apenas um orbital de spin j � i
est�a ocupado e todos os outros est~ao vacantes

j � i = ��(1) (39)

iii) Estado bi-eletrônico:

�E o estado no qual dois orbitais de spin ��,�� têm

um el�etron cada e os outros est~ao vacantes

j �� i = �� ^ �� = ��� ^ �� = � j � �i: (40)

Estes casos s~ao su�cientes para se ter uma vis~ao ge-

ral do espectro da de�ni�c~ao de orbital de spin e estados

eletrônicos no espa�co de Hilbert Grassmann. Isto per-

mite extender facilmente o conceito de vetor de estado

para um sistema de N -el�etrons pela rela�c~ao

j 1; 2; :::; N i=̂�1 ^ �2 ^ ::^ �N (41)

Das propriedades de uma aplica�c~ao multilinear al-

ternada (veja se�c~ao 1), pode-se mostrar facilmente que

o vetor de estado acima de�nido satisfaz o princ��pio de

Pauli, isto �e:

j 1 : : : � : : : � : : :N i = �1 ^ :::^ �� ^ :::^ �� ^ :::^ �N

= ��1 ^ :::^ �� ^ :::^ �� ^ :::�N

= � j 1 : : :� : : : � : : :N i (42)

e

j 1 : : :� : : :� : : :N i = �1 ^ :::^ �� ^ :::^ �� ^ :::�N = 0

(43)

sempre que �� = �� para qualquer � 6= � e �� ^ �� �e

um produto tensorial.

Como foi mostrado, as aplica�c~oes multilineares al-

ternadas podem ser interpretadas como generaliza�c~oes

de determinantes (veja se�c~ao 1). Assim, usando uma

base conveniente 
1; 
2; :::; 
N , obt�em-se facilmente que

a aplica�c~aoN -linear alternada sobre o espa�co de Hilbert

H, pode ser expressa por uma soma de determinantes

na nova base f
g, isto �e,

j 1 : : :N i = � det(�J ) j Ji; (44)

onde as �J s~ao sub-matrizes N � N da matriz (��� )

de�nidas pelas componentes dos vetores no espa�co de

Hilbert e j Ji = 
1 ^ 
2 ^ :::^ 
N , e � 2 <.

III.3 Exemplos Ilustrativos

Como exemplos ilustrativos discuti-se a seguir duas

aplica�c~oes da formula�c~ao proposta acima:

a) Aplica�c~ao 1
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Sejam H o espa�co de Hilbert, r o n�umero de

part��culas (el�etrons) do sistema e m a dimens~ao de H

usada para de�nir o sistema molecular.

No sentido elucidativo, assume-se um subespa�co de

Hilbert de dimens~ao m = 3, para descrever um sistema

de duas part��culas (r = 2). Neste caso a aplica�c~ao

� : H�H ! �2H fornece três vetores j J i diferentes,
pois

�
m

r

�
=

3!

2!(3� 2)!
= 3 (45)

onde a matriz � = (��� ), de dimens~ao 2� 3, �e dada por

� = (��� ) =

�
�11 �21 �31
�12 �22 �32

�
(46)

Neste caso tem-se que,

i)- a base unit�aria tem m = 3 elementos (
1; 
2; 
3)

e existem dois geradores

(�1; �2), isto �e, r = 2

ii)- as sub-matrizes �J s~ao iguais a:

c

(�1) =

�
�11 �21
�12 �22

�
; (�2) =

�
�11 �31
�12 �32

�
e (�3) =

�
�21 �31
�22 �32

�
(47)

iii)- os vetores j J i 2 G s~ao dados por

j J1i = 
1 ^ 
2; j J2i = 
1 ^ 
3; j J3i = 
2 ^ 
3

J ! f1; 2g; J ! f1; 3g; J ! f2; 3g (48)

assim, a fun�c~ao de estado j 1; 2i �e igual �a soma de produtos entre os determinantes det(�J ) e os vetores j J i, como

na equa�c~ao (44)

j 1; 2i = �1 j J1i+ �2 j J2i+ �3 j J3i (49)

= �1
1 ^ 
2 + �2
1 ^ 
3 + �3
2 ^ 
3

=

���� �
1
1 �21

�12 �22

���� (
1 ^ 
2) +
���� �

1
1 �31
�12 �32

���� (
1 ^ 
3) +
���� �

2
1 �31
�22 �32

���� (
2 ^ 
3)
O que seria equivalente �a descri�c~ao em termos de uma intera�c~ao de con�gura�c~oes (CI), neste formalismo.

b) Aplica�c~ao 2

Como segundo exemplo (caso particular do anterior), calcula-se o vetor de estado para um sistema de dois

el�etrons descrito num espa�co de dimens~ao 2.

j 1; 2i = 1p
2
�1 ^ �2 (50)

onde

�j =
X
�

 �j 
� (51)

ent~ao,

j 1; 2i = 1p
2

X
�

 �1
� ^
X
�

 
�
2 
� (52)
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j 1; 2i = 1p
2
( 1

1
1 +  2
1
2) ^ ( 1

2
1 +  2
2
2)

j 1; 2i = 1p
2
( 11 

1
2
1 ^ 
1 +  1

1 
2
2
1 ^ 
2 +  2

1 
1
2
2 ^ 
1 +  2

1 
2
2
2 ^ 
2)

sendo 
� ^ 
� = 0 , temos que o primeiro e o �ultimos termo s~ao nulos, j�a o segundo e o terceiro est~ao relacionados

pela regra de anticomuta�c~ao 
� ^ 
� = �
� ^ 
� , no caso � 6= �. Ent~ao,

j 1; 2i = 1p
2
( 1

1 
2
2 �  21 1

2)
1 ^ 
2 ; (53)

onde o termo entre parênteses corresponde ao determinante de Slater no caso onde as  s~ao fun�c~oes mono-eletrônicas.

III.4 Elementos de Cria�c~ao e Aniquila�c~ao

Nesta se�c~ao, de�ni-se os elementos de aniquila�c~ao e cria�c~ao �� e �� num espa�co de vari�aveis anticomutantes e

em seguida demonstra-se que esses elementos satisfazem as mesmas propriedades dos operadores de aniquila�c~ao e

cria�c~ao convencionais a� e ay�:

III.4.1 Elemento de Aniquila�c~ao ��

Aqui (como no caso convencional) um elemento aniquilador remove ou aniquila um el�etron no ���esimo orbital,
desde que orbital � contenha inicialmente um el�etron. Assim, em analogia �a formula�c~ao de segunda quantiza�c~ao

a� ��� =̂ �� (54)

tem-se

�� j ��� i = �� ^ �� ^ �� ^ �� (55)

com a seguinte correspondência (equivalência) entre os geradores nos dois formalismos,

a�
equiv: ! �� e ay�

equiv: ! �� (56)

O elemento aniquilador est�a de�nido no espa�co conjugado Gy: �E importante ressaltar que a ordem de a�c~ao dos

operadores �e muito importante devido as regras de anticomuta�c~ao imposta pela a �agebra. Como consequência da

pr�opria de�ni�c~ao dos geradores de um espa�co multilinear alternado, tem-se

�� j ��� i = �� ^ �� ^ �� ^ ��

= ��� ^ �� ^ �� ^ ��

= ��� ^ ��

= � j �� i (57)

De�ni-se como zero a aniquila�c~ao de uma vacância

�� j �!� i =j i : (58)
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Da��tem-se

�� j i = �� ^ �� j �!� i = 0: (59)

Isto �e facilmente generalizado para duas ou mais opera�c~oes e aniquila�c~ao sucessivas. Ent~ao,

�� ^ �� j ��� i = �� ^ �� ^ �� ^ �� ^ �� = �� =j � i (60)

�� ^ �� j ��� i = � j � i: (61)

Como era de se esperar, os elementos aniquiladores �� satisfazem as mesmas propriedades de anticomuta�c~ao que

os operadores a�. Das equa�c~oes (60) e (61), segue-se que

�� ^ �� + �� ^ �� = f��; ��g = 0 (62)

Uma consequência imediata �e que o produto entre dois elementos idênticos deve ser igual a zero,

�� ^ �� = (��)2 = 0 (63)

o que signi�ca que um el�etron, no k-�esimo orbital, s�o poder�a ser aniquilado uma vez, pois o segundo elemento

aniquilador �� encontrar�a uma vacância; isto �e meramente o Princ��pio de Pauli.

III.4.2 Elemento de Cria�c~ao ��

Tendo de�nido um elemento aniquilador introduz-se o elemento criador �� , o qual cria uma part��cula no

� � �esimo orbital de spin que cont�em inicialmente uma vacância.O elemento de cria�c~ao �� ser�a o adjunto do

elemento de aniquila�c~ao �� da equa�c~ao (58), i.e.,

�� j v!� i =j �v!� i ; (64)

com as propriedades

�� j i = �� =j �i ; (65)

�� j � i = �� ^ �� =j �vi : (66)

Contudo, devido ao princ��pio de Pauli, assim como �as propriedades de um produto exterior, a cria�c~ao de uma

part��cula com as mesmas caracter��sticas de uma outra j�a existente seria imposs��vel, tornando assim o produto nulo,

i.e.,

�� j �� i = �� ^ �� ^ �� = 0: (67)

Pode-se de�nir tamb�em um produto misto de �� por ��. Por exemplo,

�� ^ �� j � i =j �i (68)

�� ^ �� j � i = �� ^ �� ^ �� = ��� ^ �� ^ �� = � j �i: (69)

as opera�c~oes acima levam �a seguinte regra de anticomuta�c~ao:
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�� ^ �� + �� ^ �� = f�� ; ��g = 0 se � 6= �: (70)

No caso em que � = �, seria equivalente a criar uma part��cula o estado � e em seguida destru��-la,

�� ^ �� j i = 0;

�� ^ �� j i = �� j � i =j i (71)

e

�� ^ �� j � i = 0;

�� ^ �� j � i =j � i; (72)

de onde tira-se esta outra rela�c~ao de anticomuta�c~ao

�� ^ �� + �� ^ �� = f��; ��g = ��� : (73)

que �e equivalente a equa�c~ao (70) para � 6= �:

O adjunto da equa�c~ao (64) �e de�nido por

h�!� j �� = h ��!� j : (74)

No caso fermiônico, o operador n�umero N pelo produto de �� por �� pode ser introduzido por

N� = �� ^ ��; (75)

o qual satisfaz a seguinte rela�c~ao de idempotência:

N2
� = �� ^ �� ^ �� ^ �� = �� ^ (1� �� ^ ��) ^ �� = �� ^ �� (76)

ou

N2
� = N� (77)

A equa�c~ao acima estabelece que N� �e um projetor (idepotente) . Pode-se mostrar facilmente que N� satisfaz �a

seguinte regra de comuta�c~ao

fN�;N�g = 0 (78)

e tem os autovalores 0 ou 1, obedecendo assim ao princ��pio de exclus~ao de Pauli.

Em resumo, nota-se que a representa�c~ao de fun�c~oes de onda antissim�etricas, constru��das a partir de determinantes

de Slater, corresponde a uma realiza�c~ao espec���ca da �algebra de Grassmann. Neste sentido a formula�c~ao baseada

na �algebra de Grassmann corresponde a uma estrutura matem�atica mais geral.

Fazendo uso desta estrutura alg�ebrica ser�a mostrado que propriedades gerais da qu��mica quântica podem ser

descritas de forma sint�etica e elegante.

Nas se�c~oes subsequentes ser~ao apresentadas algumas aplica�c~oes desta formula�c~ao em mecânica quântica.
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IV. Algumas Aplica�c~oes

IV.1 Energia Eletrônica de Hartree-Fock no Estado Fundamental

Como aplica�c~ao, calcula-se a energia Hartree-Fock (no estado fundamental) para um sistema com N el�etrons

j 1:::N i = �1 ^ �2:::^ �N : (79)

De�ni-se a contribui�c~ao mono-eletrônica para energia em fun�c~ao dos elementos criadores e aniquiladores por

h =
X

h���� ^ �� (80)

h =

Z
 �� (�1

2
r2 �

X
s

Zs

rs
) � dV; (81)

onde (12r2) �e o operador energia cin�etica, Zs �e o n�umero atômico do n�ucleo s, r �e a distância do el�etron ao n�ucleo

e s est�a somado sobre os n�ucleos dos �atomos na mol�ecula. Assim tem-se

h 1:::N j h j 1:::N i =
X
v;�

h��h 1:::N j �� ^ �� j 1:::N i

=
X
v;�

h��h 1:::N j ��� � �� ^ �� j 1:::N i; (82)

onde a equa�c~ao (73) foi usada para mover �� para o lado direito do produto exterior.

h 1:::N j h j 1:::N i =
X
v;�

h�� (���h 1:::N j 1:::N i � h 1:::N j �� ^ �� j 1:::N i) (83)

Pode-se observar que h 1:::N j 1:::N i = 1 e o segundo termo �e igual a zero, pois

�� j 1:::N i = �� ^ �1 ^ :::^ �� ^ :::^ �N = 0; (84)

ent~ao

h 1:::N j h j 1:::N i =
X
v;�

h����� =
X
v
h� (85)

onde h� �e o valor esperado para o hamiltonianodo "core" (caro�co) na equa�c~ao (63). Para o termo devido �a correla�c~ao

entre pares de el�etrons tem-se que

g =
1

2

X
�;�;!;�

g��!� �� ^ �� ^ �� ^ �! (86)

g��!� =

Z
 �� 

�
� (

1

r12
) ! �dr1dr2: (87)

Assim, a contribui�c~ao para a energia do sistema devido a repuls~ao Coulombiana entre el�etrons vem dada por

h 1:::N j g j 1:::N i =
X

�;�;!;�

g��!� h 1:::N j �� ^ �� ^ �� ^ �! j 1:::N i : (88)

Usando os mesmos argumentos que para o caso de um el�etron tem-se

h 1:::N j �� ^ �� ^ �� ^ �! j 1:::N i = ���h 1:::N j �� ^ �� j 1:::N i
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�h 1:::N j �� ^ �� ^ �� ^ �! j 1:::N i

��� ��!h 1:::N j 1:::N i � ��!h 1:::N j �� ^ �� j 1:::N i

= ��� ��! � ��!��� : (89)

No primeiro termo � = � , � = ! e no segundo � = !, � = � , assim

h 1:::N j g j 1:::N i = 1

2

X
�;�

(g�� � g��) : (90)

Para camadas fechadas, integrando sobre todas vari�aveis de spin em h� , g�� e g�� obtem-se os termos H�; J��;K��

h 1:::N j h j 1:::N i = 2
X
�

H� (91)

e

h 1:::N j g j 1:::N i =
X
�;�

(2J�� �K��) (92)

onde J�� e K�� s~ao as integrais de Coulomb e os termos de troca respectivamente. A energia eletrônica total para

camada fechada �e dada por

h 1:::N j h+ g j 1:::N i = 2
X
�

H� +
X
�;�

(2J�� �K��) (93)

que �e a bem conhecida express~ao para a energia total de Hartree-Fock na aproxima�c~ao de camada fechada para o

estado fundamental.

IV.2 Matriz Densidade de Ordem-N

Introduz-se nesta se�c~ao o funcional da densidade de ordem N [18] a partir do produto interno entre os elementos

�� 2 H e �� 2 Hy. Mostra-se, como caso particular desta formula�c~ao para N = 2, que pode-se obter uma rela�c~ao

entre o ��ndice de liga�c~ao (ou de Wiberg) Iab para os �atomos a e b e uma correla�c~ao entre as 
utua�c~oes das cargas

de a e b [19].

Do requerimento de antissimetria de um sistema de part��culas resultaram simpli�ca�c~oes do formalismo da matriz

densidade, como ve-se a seguir. De�nindo o orbital de spin � a partir os geradores de um espa�co multilinear alternado

e usando suas propriedades antissim�etricas, procura-se reinterpretar o conceito de funcional da densidade de ordem

N . Assume-se para isso o espa�co vetorial de Hilbert H, munido de um produto interno e considera-se a forma

2N -linear 
 : H�H � : : :�H ! < de�nida, na aproxima�c~ao de Hartree-Fock, por

�(�1; :::; �N; �
1; :::; �N) = (�1; :::; �N) � (�1; :::; �N)

= det(�� � ��) = det(�N ) = d12:::N12:::N : (94)

Para orbitais de spin �� mono eletrônicos, a matriz �N �e representada por,

�N =

0
BBB@

�1 � �1 �1 � �2 � � � �1 � �N
�2 � �1 �2 � �2 � � � �2 � �N

...
...

...
...

�N � �1 �N � �2 � � � �N � �N

1
CCCA (95)
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sendo �� � �� um produto interno (veja se�c~ao 1). Assim, de�ni-se a matriz densidade de primeira ordem �(� j �), a
qual cont�em a contribui�c~ao da parte de spin pela express~ao

�(� j �) = h j �� ^ �� j i = �� � �� = �(� j �)����� = ��� (96)

onde �� a contribui�c~ao spinorial referente ao orbital � e �(� j �) �e

�(� j �) =
X
i

�i��
i� ; (97)

�i� e �i� s~ao respectivamente os coe�cientes covariantes e contravariantes da expans~ao LCAO. Como foi mostrado

no cap��tulo , �(�1; :::; �N; �1; :::; �N) �e uma forma multilinear alternada nas linhas e nas colunas da matriz �N . Isto

quer dizer que � �e alternada nos �� e �� separadamente, como mostra a rela�c~ao abaixo

d
12:::�:::�:::N
12:::�:::�:::N = �d12:::�:::�:::N12:::�:::�:::N = �d12:::�:::�:::N12:::�:::�:::N (98)

Em particular observa-se que, para N = 2, a positividade do determinante na equa�c~ao (95), para os geradores

�� e �� 2H se exprime pela seguinte inequa�c~ao:

(�� � ��)2 � (�� � ��)(�� � ��) (99)

ou

�(� j �)2 � 2�(� j �)�(� j �) ; (100)

sendo a igualdade v�alida somente se os geradores �� s~ao linearmente dependentes. Esta equa�c~ao �e conhecida como

desigualdade e Cauchy-Schwarz. O n�umero de desigualdades diferentes para N part��culas �e dado por N !
2!(N�2)! :

Para um sistema de 2 part��culas o determinante da matriz �N (95) pode ser escrito em fun�c~ao da matriz �(� j �),
da seguinte forma:

det(�2) =

���� �� � �
� �� � ��

�� � �� �� � ��
����

= (�� � ��)(�� � ��)� (�� � ��)(�� � ��)

= �(� j �)�(� j �)� �(� j �)�(� j �)����� : (101)

Somando sobre todos os orbitais � 2 a , � 2 b e todos os spins �� e �� , tem-se

X
�2a
�2b

0
@X

��;��

det(�2)

1
A =

X
�2a
�2b

X
[�(� j �)�(� j �)� 2�(� j �)�(� j �)]

=< qa >< qa > �1
2
Iab =< qaqb > (102)

ou

1

2
Iab =< qa >< qb > � < qa qb >

=< (qa� < qa >)(qb� < qb >) > ; (103)

onde < qa > �e a carga do �atomo a [20] e Iab �e o ��ndice de liga�c~ao[21] entre os �atomos a e b,
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< qa >= 2
X
�2a

�� � �� = 2
X
�2a

��� = 2
X
�2a

�(� j �) (104)

e

Iab = 4
X
�2a
�2b

����
�
� (105)

O lado direito da equa�c~ao (103) expressa a correla�c~ao entre as 
utua�c~oes das cargas dos �atomos a e b [19]. Para

bases ortogonais, Iab se reduz ao ��ndice de Wiberg [22]. Um caso bastante interessante �e quando o espa�co vetorial

em considera�c~ao for decompon��vel, i.e. �rH � �sH �! F e cada um dos elementos de uma base �1; :::; �r 2 �rH

for ortogonal a cada um dos elementos da base 
1; :::; 
s 2 �sH; assim,

det(�1 ^ :::^ �r ^ 
1 ^ :::^ 
s) = det(�1 ^ :::^ �r): det(
1 ^ :::^ 
s)

=

���� det(�1 ^ :::^ �r) 0
0 det(
1 ^ :::^ 
s)

���� (106)

No caso de sistemas moleculares, cuja base no espa�co vetorial obedece a condi�c~ao acima, tem-se uma simpli�ca�c~ao

nos c�alculos, j�a que os termos de intera�c~ao entre os elementos � e 
 s~ao nulos por constru�c~ao. Este fato �e devido a

ortogonalidade entre os dois subespa�cos.

IV.3 Aproxima�c~ao de H�uckel

Nesta se�c~ao ser�a discutido a aproxima�c~ao de H�uckel, com o objetivo de mostrar que a formula�c~ao de Grassmann

permite descreve-la numa forma mais geral, sint�etica e elegante do que a formula�c~ao convencional de fun�c~ao de

onda mono-determinantal.

Na primeira parte desta se�c~ao ser�a feito o c�alculo do valor esperado de uma Hamiltoniana H mono-eletrônica

usando uma fun�c~ao de onda mono-determinantal. Na segunda parte apresenta-se o mesmo c�alculo usando a �algebra

de Grassmann.

Nos dois casos o valor esperado de H �e calculado usando orbitais de spins tal que diagonalize H o que leva a

seguinte rela�c~ao de correspondência entre os formalismos;

^

H=
X
n

^

hn
equiv: !

X
��

h���� ^ �� =
X
i

�i�i ^ �i (107)

onde h�� �e a matriz hamiltoniana na base dos orbitais atômicos enquanto �i s~ao os seus autovalores ou as energias

orbitais.

IV.3.1 Formula�c~ao Via Fun�c~ao de Onda Mono-determinantal

Na formula�c~ao usando a fun�c~ao de onda mono-determinantal o valor esperado da energia �e dado por;

E = h	 j H j 	 i (108)

onde 	 �e uma fun�c~ao de N-el�etrons construida a partir dos orbiais de spins �i . A fun�c~ao determinantal na forma

expandida �e igual a;

E =
1

N !

X
r;s

(�1)r+sh^Or �1(1):::�N(N ) j
X
n

^

hnj
^

Os �1(1):::�N(N ) i : (109)
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Levando em conta que a soma sobre os n el�etrons pode ser colocada fora do "bracket " e que os "brackets " d~ao

resultados idênticos para todos n, tem-se

E =
N

N !

X
r;s

(�1)r+sh^Or �1(1):::�N(N ) j^h1j
^

Os �1(1):::�N(N ) i : (110)

A integra�c~ao sobre as coordenadas dos N el�etrons �e igual a zero exceto para aqueles el�etrons que est~ao no mesmo

orbital da permuta�c~ao
^

Or e
^

Os. Dai obtem-se que

E =
N

N !

X
r

h ^Or �1(1):::�N(N ) j^h1j
^

Or �1(1):::�N(N ) i : (111)

Fazendo todas as permuta�c~oes poss��veis no operador
^

Or e aplicando as regras obedecidas por estes operador a

express~ao para a energia pode ser escrita por

E =
1

(N � 1)!

X
k

(N � 1)!h�k(1) j
^

h1j �k(1) i =
X
k

h�k(1) j
^

h1j �k(1) i =
X
k

�k : (112)

IV.3.2 Formula�c~ao Usando �Algebra de Grassmann

Este mesmo resultado pode ser obtido, usando as propriedades da �algebra de Grassmann (veja se�c~oes anteriores),

numa forma mais sint�etica e elegante como a seguir;

E = h j �1 ^ :::^ �N ^ (
X
k

�k�k ^ �k) ^ �1 ^ :::^ �N j i

=
X
k

�kh j �1 ^ :::^ �N ^ �k ^ �k ^ �1 ^ :::^ �N j i

=
NX
k=1

�knk =

ocupadosX
k=1

�k (113)

sendo nk = 0 ou 1 , isto �e os k percorrem todos os estados ocupados.

IV.4 Orbitais N~ao-ortogonais

A seguir faz-se breves considera�c~oes sobre a descri�c~ao dos estados n~ao ortogonais usando a �algebra de Grassmann.

Neste caso denota-se por �� um orbital de spin ortogonal, do tipo de L�owdin, obecendo as regras de anticomuta�c~ao.

Em outras palavras, pode-se dizer que os �� e �
i s~ao os operadores de cria�c~ao e aniquila�c~ao na base de L�owdin.

De�ni-se ent~ao uma base n~ao ortogonal usando os �� por;


j =
X
i

S
1=2
ij �i e 
j =

X
i

S
1=2
ji �i (114)

onde S
1=2
ij �e a raiz quadrada da matriz de superposi�c~ao entre os estados i; j (em inglês \overlap matrix ").

As regras de comuta�c~ao sobre os geradores n~ao ortogonais podem ser obtidas de forma semelhante �a aquela

discutida na se�c~ao anterior. Isto �e;

f
m; 
ng =
X
ij

S
1=2
im S

1=2
nj f�i; �jg = 0 : (115)

Similarmente,
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f
m; 
ng =
X
ij

S
1=2
im S

1=2
nj f�i; �jg = 0 : (116)

Enquanto

f
m; 
ng =
X
ij

S
1=2
im S

1=2
nj f�i; �jg =

X
ij

S
1=2
im S

1=2
nj �ij = Smn ; (117)

lembrando que Smn 6= �mn .

Deve-se ressaltar que o operador 
m n~ao pode ser considerado, verdadeiramente, como um operador de cria�c~ao

com rela�c~ao a 
m devido as regras de n~ao ortogonalidade entre eles. Mas, pode-se notar pelas equa�c~oes (115-117) que

eles obedecem as mesmas regras de anticomuta�c~ao, portanto continuam com as mesmas propriedades dos geradores

de uma �algebra de Grassmann como de�nida anteriormente. Isto implica que o determinante 
= 
1 ^ 
2 ^ :::^ 
N
n~ao �e normalizado, como mostra a rela�c~ao seguinte


 � 
 = h j (
1 ^ 
2 ^ :::^ 
N ) ^ (
1 ^ 
2 ^ :::
N ) j i 6= 1 : (118)

No sentido did�atico segue abaixo um exemplo ilustrativo (caso bidimensional) dos resultados acima;


 � 
 = h j 
1 ^ 
2 ^ 
1 ^ 
2 j i

= S22h j 
1 ^ 
1 j i � h j 
1 ^ 
2 ^ 
2 ^ 
1 j i

= S22S11 � h j (S12 � 
2 ^ 
1)(S21 � 
1 ^ 
2) j i

= S22S11 � S12S21 6= 1 (119)

d

Esta equa�c~ao foi obtida usando as regras de

anti-comuta�c~ao (115-117) obedecidas pelos gerado-

res 
m e 
n:

IV.5 Generaliza�c~ao do Conceito de Valência

Nesta se�c~ao discuti-se sobre a generaliza�c~ao do con-

ceito de valência. A valência foi um dos primeiros con-

ceitos qu��micos [23] usados na tentativa de descrever

liga�c~oes e/ou a�nidades qu��micas. �E interessante notar

que o primeiro termo usado pelos qu��micos no sentido

do estudo quantitativo das a�nidades de �atomos e ra-

dicais foi a basicidade. A basicidade foi apresentada

primeiramente por Williamson, em 1852 [24], para ca-

racterizar radicais monob�asicos, dib�asicos etc. Em 1857

Kekul�e [25, 26] introduziu um outro termo denominado

atomicidade (radicais monoatômicos, diatômicos) para

o mesmo �m. Por outro lado, Couper (1858) [27], in-

troduziu o termo "grau de a�nidade" para escrever a

habilidade de �atomos formarem compostos. Mas ne-

nhum destes conceitos foi bem aceito pelos qu��micos.

Em um livro de texto publicado em 1865, Ho�mann

[28] sugeriu que o termo atomicidade fosse trocado pelo

termo \quantivalente", em inglês \quantivalence", e

que os elementos fossem descritos como mono-valentes,

bivalentes, trivalentes e tetravalentes. O termo quan-

tivalência foi adotado nos livros e revistas editados em

inglês. Ele foi tamb�em usado por Roscoe (1871), Cooke

(1874), Stalo (1882) [23], e no Journal of Chemical Soci-

ety - London a partir de 1882. Mas j�a no �m da d�ecada

1860 o termo \valência" em ingles \valency", tornou-se

de uso comum na literatura em qu��mica. Primeiro ele

apareceu na Alemanha em 1867 assim como nos artigos

de Kekul�e [29]. Russel sugeriu (em conversa privada

com amigos) que Kekul�e teria usado o termo \valency"
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no lugar de \quantivalence" antes de 1867, isto �e, antes

de ser usado na literatura. Mais tarde este termo foi

usado por Wichelhaus [30], disc��pulo de Kekul�e, em um

artigo publicado em mar�co de 1868 e em um segundo

artigo publicado em julho do mesmo ano. Wichelhaus

interpretou este termo da seguinte forma: valency (va-

lenz) is a shorter word for quantivalence introduced with

he same meaning by Ho�mann.

Russel [31],ap�os uma an�alise etimol�ogica da pala-

vra valência (valency), mostrou que esta �e derivada do

latim e que seu radical apresenta v�arios signi�cados:

valens : for�ca, poder, energia, habilidade;

valere : primeiro no sentido de ser forte e segundo

no sentido de ser importante;

valentia : signi�cando valor em latim medieval.

Pode-se notar que o termo valência foi introduzido

na qu��mica por diferentes caminhos. Na literatura russa

(cient���ca e pedag�ogica) os termos atomicidade e equi-

valência continuaram sendo usados at�e o in��cio do s�eculo

20. Todas as publica�c~oes de Mendeleev, em russo,

contêm os termos atomicidade e equivalência. Somente

as tradu�c~oes de W. Ostwald contêm o termo valência

(em inglês \valency") [32]

A compreens~ao desse conceito e a sua correla�c~ao

com outros conceitos importantes em qu��mica, tais

como a�nidade liga�c~oes qu��micas e energia de liga�c~ao,

foram melhor compreendidos ap�os o surgimento da

mecânica quântica [33, 34]. Procura-se nesta se�c~ao dar

uma pequena contribui�c~ao no sentido de generalizar

este conceito [35].

A generaliza�c~ao ser�a apresentada usando uma

formula�c~ao alternativa baseada nas propriedades da

�algebra de Grassmann [17]. Mais especi�camente,

extende-se o conceito de valência �a valência de um

grupo atômico. Uma discuss~ao mais detalhada com

aplica�c~oes deste tema em sistemas moleculares podem

ser visto em [35].

IV.5.1 Valência de um Grupo Atômico

O produto interno de n-vetores num espa�co multi-

linear alternado G �e introduzido, objetivando a genera-
liza�c~ao mencionada anteriormente. Um produto interno

num espa�co vetorial E , como mostrado na se�c~ao 1, �e

uma forma bilinear. Assim, o produto entre um par

de vetores �� 2 E e �� 2 Ey indicado por �� � �� �e

sim�etrico e positivo, isto �e:

�� � �� = �� � �� (120)

�� � �� � 0 �� 2 E e �� 6= 0 : (121)

Seja ent~ao E �H, onde H �e o espa�co vetorial de

Hilbert, o qual sabe-se �e munido de um produto in-

terno. Pode-se mostrar (veja se�c~ao 2) que �e poss��vel

introduzir um produto interno em cada espa�co �nH :

H � H � : : :�H. Para isso, �xa-se o inteiro n > 0 e

considera-se uma forma 2n-linear �. Tem-se tamb�em

que a cada produto �� � �� em H corresponde uma

transforma�c~ao linear W : H �! Hy. Explicitamente,

para cada �� 2H , W (��) 2 Hy �e um funcional linear

tal que W (��) � �� = �� � �� = ��� = �(� j �)����� .
Assim,

�(�1; :::; �n; �
1; :::; �n) = det(�(� j �)����� ) (122)

�e uma forma multilinear alternada nas linhas ou colu-

nas da matriz �, isto quer dizer que ��� �e alternada nos

�� e nos �� separadamente.

A partir dos elementos discutidos acima, apresenta-

se o conceito de valência generalizada de um grupo

atômico G. Para isto de�ni-se a valência de um grupo

atômico pela rela�c~ao:

VG = 2
X
a2G
b2G

X
�2a
�2b

X
�;�0

(��� � ��
�0

)(���; � ��
�

) : (123)

Ent~ao VG �e a soma das intera�c~oes entre os �atomos

pertencentes ao grupo G e todos os outros �atomos fora

deste grupo. Neste sentido, a equa�c~ao acima fornece

um signi�cado quantitativo para a no�c~ao intuitiva de

valência de um grupo atômico. �E facilmente veri�c�avel

que a valência do grupo G pode ser expressa em fun�c~ao

dos ��ndices de liga�c~ao Iab entre os �atomos a e b por

VG = 2
X
a2G
b2G

X
�2a
�2b

X
�;�0

�(� j �)�(� j �)���0 : (124)

A valência de grupo pode tamb�em ser de�nida em

termos tensoriais [35], usando as express~oes 96 e 97.
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Uma das consequência desta generaliza�c~ao �e a de

que valência de grupo pode assumir valores n~ao intei-

ros. Isto adv�em das contribui�c~oes das liga�c~oes indiretas,

entre os �atomos pertencentes e os n~ao pertencentes ao

grupo G. A express~ao 123 tem como caso particular a

de�ni�c~ao de valência de um �atomo na mol�ecula i.e.

Va = 2
X
b6=a

X
�2a
�2b

X
�;�0

(��� � ��
�0

)(���0
� ���) =

X
b6=a

Iab

(125)

o que signi�ca que a valência do �atomo a na mol�ecula

�e a soma nos ��ndices de liga�c~ao (Iab) entre o �atomo a e

todos os outros �atomos da mol�ecula.

IV.6 Energia de Grupo Atômico e a �Algebra de

Grassmann

Uma especi�ca�c~ao completa da geometria molecu-

lar requer n~ao somente a descri�c~ao dos comprimentos e

ângulos de liga�c~ao internos, mas tamb�em das poss��veis

conforma�c~oes do sistema. Quando ocorre uma rota�c~ao

livre em um composto, no qual dois �atomos est~ao li-

gados por uma liga�c~ao simples, nota-se que os outros

substituintes do sistema podem assumir um n�umero in-

�nito de posi�c~oes relativas. Isto �e de�nido normalmente

em termos de um ou mais ângulos diedros que especi-

�cam a orienta�c~ao relativa de cada grupo atômico na

liga�c~ao. As conforma�c~oes moleculares correspondem a

um m��nimo na curva de energia potencial. Na apro-

xima�c~ao LCAO-MO-SCF �e necess�ario que se fa�ca um

conjunto de c�alculos para geometrias diferentes, at�e que

os poss��veis m��nimos e m�aximos sejam localizados na

superf��cie de energia potencial.

A an�alise conformacional tem sido uma ferramenta

poderosa para obter resultados de interesse na qu��mica,

f��sica, bioqu��mica e farmacologia. Devido ao sucesso da

an�alise conformacional, v�arios m�etodos têm sido pro-

postos, divididos em três grandes grupos [38];

I - Qu��micos [39]-[42] - usando medidas calo-

rim�etricas, determina�c~ao de entalpia e entropia de uma

substância.

II - F��sicos [43]-[52]- usando m�etodos de difra�c~ao,

relaxa�c~ao e spectroscopia.

III - Te�oricos [53]-[87] - usando m�etodos de qu��mica

quântica para a an�alise da estrutura eletrônica dos sis-

temas moleculares.

Por sua vez, o grupo III pode ser divido em dois

tipos de c�alculos, o ab-initio e os semi-emp��ricos.

Esta se�c~ao refere-se ao terceiro grupo; vamos pro-

por uma prescri�c~ao muito simples para estudar con-

forma�c~oes moleculares, baseada numa aproxima�c~ao

semi-emp��rica [85] e nas propriedades de um produto

interno entre os gereadores da �algebra de Grassmann.

Discuti-se brevemente a seguir as di�culdades mais

usuais.

M�etodo ab-initio :

Quando se comparam com dados experientais, os

resultados para barreiras de rota�c~ao dependem da ge-

ometria e do conjunto de base utilizados. A geo-

metria prov�em geralmente de resultados experimen-

tais correspondentes �a conforma�c~ao de energia mais

baixa. Um c�alculo ab-initio completo requer que todos

os parâmetros geom�etricos sejam otimizados para cada

conforma�c~ao; na pr�atica, torna o problema intrat�avel

exceto para mol�eculas muito simples. Outro problema

conhecido surge no c�alculo do n�umero grande de inte-

grais de um e dois centros, sendo o �ultimo proporcional

�a quarta potência do n�umero de fun�c~oes que formam o

conjunto base nos c�alculos SCF. Em geral os c�alculos

ab-initio para barreiras de rota�c~ao têm sido feitos den-

tro da aproxima�c~ao de um rotor r��gido: ângulos e com-

primentos de liga�c~oes s~ao assumidos como constantes,

mas o ângulo diedral muda a cada conforma�c~ao.

Tem-se usado, com muita freq�uência, m�etodos MO-

SCF acurados na tentativa de reproduzir explicar as

barreiras de rota�c~ao[53]-[65]. Contudo, at�e o mo-

mento, limita�c~oes computacionais, tanto pr�aticas como

econômicas, frustram a aplica�c~ao destes m�etodos em

sistemas moleculares grandes. Os progressos neste sen-

tido dependem n~ao somente e programasmais e�cientes

como tamb�em do desenvolvimento de m�etodos ab-initio

mais econômicos.

M�etodos semi-emp��ricos :

Em alguns casos têm levado a resultados aceit�aveis

e em outros a resultados que est~ao total ente em de-

sacordo com os dados experimentais [79]. Fernandez-

Alonso [38, 72], usando a aproxima�c~ao CNDO/2 em um

estudo de an�alise conformacional em sistemas que têm
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somente liga�c~oes localizadas, concluiu que este tipo de

c�alculo prevê, em geral resultados que est~ao em bom

acordo com a experiência. Mostrou tamb�em que exis-

tem duas limita�c~oes no uso da aproxima�c~ao CNDO.

Primeira est�a associada �a escolha dos parâmetros apro-

priados para �atomos do segundo per��odo [73]. A se-

gunda �e que o CNDO, assim como o INDO, s~ao em

alguns casos pouco apropriados para �alculos de barrei-

ras de rota�c~ao em sistemas com liga�c~oes hetero�atomo-

hetero�atomo [74].

Em resumo, todos os m�etodos te�oricos apresentam

problemas a determina�c~ao completa das conforma�c~oes

moleculares. Apresenta-se aqui um modo extrema-

mente simples de abordar conforma�c~oes moleculares ba-

seado numa aproxima�c~ao semi-emp��rica a formula�c~ao

de Grassmann. Para mais detalhes sobre o m�etodo e

aplica�c~oes veja a referência [85].

Ressalta-se que esta t�ecnica pode ser aplicada a

qualquer aproxima�c~ao semi-emp��rica quântica. Como

exemplo ilustrativo usamos aproxima�c~ao do CNDO.

IV.6.1 Parti�c~ao na Energia : Energia de Grupo

A decomposi�c~ao da energia SCF (semi-emp��rica

e ab-initio) para um ou mais centros têm recebido

aten�c~ao consider�avel [65]. Resultados CNDO obtidos

para geometrias moleculares otimizadas, energia total,

barreiras de invers~ao e rota�c~ao, s~ao aceit�aveis. Esta

aproxima�c~ao, somente as integrais de um e dois centros

~ao consideradas no c�alculo da energia total E . Isto nos

permite escrever E em fun�c~ao de �� � �� ou �(� j �)
como

E =
X
a

Ea +
X
a<b

Eab (126)

onde

c

Ea =
X
�

(�� � ��)U�� + 1

2

X
�;�

�
(�� � ��)(�� � ��)� 1

2
(�� � ��)2

�

aa (127)

e

Eab =
X
�;�

�
2(�� � ��)��� � 1

2
(�� � ��)2
ab

�

+ ZaZbR
�1
ab � [�(a j a)Zb + �(b j b)Za � �(a j a)�(b j b)] 
ab (128)

d


ab �e a integral de dois centros entre um el�etron no

�atomo a e outro no �atomo b. Za �e carga do n�ucleo A,

Rab �e a distância internuclear. U�� �e a contribui�c~ao

do termo mono-eletrônico para a energia. ��� s~ao as

integrais de ressonância.

Para estudar conforma�c~oes moleculares, muitos au-

tores têm usado crit�erios diferentes na parti�c~ao da ener-

gia total semi-emp��rica, sendo alguns desses casos lem-

brados a seguir:

- Fischer e Kollmar [75] apresentaram um estudo de-

talhado sobre c�alculos contendo uma parti�c~ao de E em
termos de um e dois centros; Allen [76] dividiu a ener-

gia total em dois termos, uma contribui�c~ao repulsiva e

outra atrativa no estudo do per�oxido de hidrogênio;

- Leibovicci e calaboradores [77]-[82], usando uma

parti�c~ao na energia CNDO e INDO, determinaram as

conforma�c~oes poss��veis para muitos sistemas molecula-

res (nestes artigos os autores compararam os termosPEab (a; b ligados�) +
P Ea e

P Eab (a; b n~ao ligados�)

com a curva de energia potencial para rota�c~oes inter

as);

- Koehler, usando m�etodos semi-emp��ricos diferen-

tes, escreveu a energia total como uma soma em termos

das contribui�c~oes e troca, resson~ancia e coulombianas

no estudo da hidrazina [83] e do �acido f�ormico [84];

- Gordon [86] fez um estudo das arreiras de rota�c~ao

internas para uma s�erie de mol�eculas, distinguindo os

termos de intera�c~ao eletrost�atica e de troca e a contri-
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bui�c~ao devido �as liga�c~oes principais.

No caso dos m�etodos ab-initio menciona-se as con-

tribui�c~oes e Clementi e colaboradores [87, 88] e de

Musso e Magnasco [89] usando bases Gaussianas ex-

tendidas. Nestes trabalhos, a energia total �e dividida

segundo a contribui�c~ao de intera�c~oes entre v�arios cen-

tros.

Apresenta-se aqui uma forma diferente para a

parti�c~ao da energia total de um sistema molecular

dentro de uma aproxima�c~ao semi-emp��rica [85]. Para

tanto, separa-se o sistema molecular em dois grupos de

�atomos, G1 e G2 . Em analogia com a de�ni�c~ao de VG,

introduz-se a energia de liga�c~ao de grupo como sendo a

soma das energias de liga�c~ao entre todos os �atomos a,

pertencentes a G1 , e os �atomos b, pertencentes a G2

. Para isso reescreve-se o lado direito da equa�c~ao 126

sob forma matricial e toma-se o elemento da diagonal

Eaa = Ea;

E = 1

2

X
a;b

(1 + �ab)Eab

=
1

2

2X
k=1

X
a;b2Gk

(1 + �ab)Eab + EG (129)

onde

EG =
X
a2G1

b2G2

Eab (130)

EG descreve a caracter��stica de cada grupo dentro da

mol�ecula e representa, em analogia com a energia de

liga�c~ao entre pares de �atomos Eab, a contribui�c~ao para

a energia de liga�c~ao entre os grupos G1 e G2. A curva

representando a energia de grupo �e obtida tomando o

grupo G1 �xo, e girando o grupo G2 como um rotor

r��gido, em torno do eixo-z de liga�c~ao entre G1 e G2.

Assumi-se aqui todos os ângulos e comprimentos de

liga�c~ao �xos durante a rota�c~ao, os quais s~ao obtidos

a partir de resultados experimentais ou otimizados via

algum m�etodo ab-inito ou semi-emp��rico.

Conclus~ao

Com base nos resultados apresentados acima con-

cluimos que a �algebra de Grassmann �e uma ferramenta

matem�atica de grande utilidade no estudo de siste-

mas quânticos, segundo o m�etodo dos orbitais mole-

culares. A generaliza�c~ao e a geometriza�c~ao de alguns

conceitos em qu��mica quântica surgem de forma clara

e sint�etica e, em princ��pio, n~ao h�a limita�c~oes quanto

�a aplicabilidade das propriedades da �algebra nesta for-

mula�c~ao alternativa. Existe um grande n�umero de pro-

blemas em aberto nesta linha de pesquisa. O estudo

da N -representabilidade da matriz densidade, tratada

a partir das propriedades de um espa�co multilinear

alternado, a descri�c~ao de sistemas macromoleculares

(usando orbitais de grupo no lugar de orbitais atômicos)

e a interpreta�c~ao do ��ndice de liga�c~ao entre pares de

grupos, s~ao alguns exemplos.

Detalhes sobre algumas aplica�c~oes desta formula�c~ao

em qu��mica quântica podem ser vistas nas referências

[90] �a [95].

Deve-se ressaltar tamb�em que a �algebra de Grass-

man pode ser aplicada no estudo das formas diferenci-

ais, na termodinâmica, no eletromagnetismo, na teoria

do campos e das part��culas elementares, na qu��mica

quântica e nas teorias de para-quantiza�c~ao ou para-

Grassmann. Estes temas ser~ao objetos de um trabalho

de revis~ao a ser apresentado brevemente pelos autores

desta nota.
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