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Propagacao e Alargamento de Pacotes de Onda
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Trabalho recebido em 31 de marco de 1996

Neste trabalho introduzimos uma fungao geratriz para analisar a propagacao e o alargamento
de pacotes de onda. Usando a representacao de Schrodinger obtemos esta fun¢ao para alguns
sistemas fisicos simples.

Abstract

In this work we introduce a generatrix function to analyse the propagation and spread
of wave packets. In the Schrodinger representation we calculate this function for simple
physical systems.

I. Introducao fisicas e de seus desvios n-ésimos.

Uma  caracteristica marcante da  Mecanica Para ressaltarmos a relevancia dos valores médios

Quantica[3, 4, 7] é as suas diferencas em relacdo a e desvios, observemos primeiramente que a trajetéria
Mecanica Classica, em particular, no tocante as medi- do centro do pacote de onda descreve a trajetéria

das da posi¢ao e do momento linear de uma particula. de uma particula cldssica somente se < VV (&) >=

Para o entendimento destas medidas em um tempo
arbitrario, torna-se importante conhecermos a pro-
pagacao e o alargamento de pacotes de ondas. Por sua
vez, esta informacao é obtida diretamente da evolucao

temporal dos valores médios de poténcias das grandezas

VV(#)|p=<s>, conforme descrito pelo teorema de
Erhenfest[2]. No caso geral, podemos determinar a dife-
rencga entre a trajetéria classica e a trajetéria do centro
do pacote de onda expressando o valor médio da forca

em termos de (&)™,

OV (,t) OV (x,1) 82V (x,1) -
< Ox x:;&> B N ot |, . (& — (2)))
1 3V(x,t . e
20|y <($_<x>) > o (1)

Fica claro, portanto, que o estudo do alargamento de
pacotes de onda é importante para informar o quanto
as solucoes da equacoes de Newton da mecanica classica
desviam dos respectivos resultados quanticos. Além
disso, este estudo sao necessarios para uma descricao
completa da dinamica quantica.

Recentemente, este tema foi abordado[6] usando a

representacao de Heisenberg. O autor apresenta as

solucoes das equacgoes de Heisenberg para os operado-
res posicao e momento para alguns sistemas simples. A
seguir, valores médios destes operadores sao calculados
de modo a obter as expressoes gerais para seus desvios
quadraticos, independendo da forma do estado inicial.
Quando este procedimento é aplicado para o calculo
dos valores médios e dos desvios n-ésimos, usando uma

funcao de onda especifica, necessitamos calcular varias
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integrais. Apresentaremos, neste trabalho, um outro
método para obter os referidos valores médios e des-
vios, que envolvem apenas uma integragao, a solucao de
uma equacao diferencial e posteriores derivacoes. Dada
a equivaléncia entre as representacoes de Heisenberg
e Schrodinger, optamos pela iltima, por ela ser mais
comumente empregada nos varios livros textos. Res-
saltamos que a quantidade de operacoes matematicas
envolvidas em ambas as representacoes é basicamente
equivalente. Gostariamos de frisar que o objetivo deste
trabalho nao é discutir resultados ja encontrados na li-
teratura, mas o de apresentar uma maneira sistematica
para calcular de forma completa os aspectos relaciona-
dos a propagacao e o alargamento de pacotes de onda.

Na primeira secao, expomos alguns conceitos ele-
mentares de mecanica quantica, que servem essenci-
almente para fixar a notacao utilizada. A seguir, in-
troduziremos a fun¢ao geratriz Z(«, 3,1), que é o ob-
jeto fundamental para o calculo dos n-ésimos valores
médios. Na segunda secao, aplicamos a funcao ge-
ratriz para determinarmos alguns valores médios de
poténcias e desvios n-ésimos da coordenada e do mo-
mento linear em alguns sistemas fisicos simples. De-
vido a grande aplicacao da algebra de operadores no
contexto da mecanica quantica, optamos por emprega-
la sistematicamente no decorrer deste trabalho. In-
cluimos, também, um apéndice sobre operadores, onde

sao apresentadas algumas relacoes utilizadas no texto.

II. Funcao Geratriz

O estado de um sistema quantico, num instante %,
é representado matematicamente por uma funcao de
onda ¢y (). Sendo que ¥} determina a distribuigao
de probabilidade para os diversos valores das coordena-

das. Usaremos, portanto, a condicao de normalizacao,

Juivian=1. (2)

De uma maneira geral, o valor médio de uma grandeza
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fisica A, <A>¢ , num estado ; é dado por

(4), = [vid vz, (3)

onde A é o operador correspondente a grandeza fisica.
Empregaremos, também, AZtA para simbolizar o des-

vio n-ésimo de A no estado i, isto €,

nA= <(A— <A >w’)n>wt : (4)

A evolucao temporal da funcao de onda v; é deter-

minada pela equacao de Schrodinger,
i, = (5)
at T — 1

onde o operador H é a Hamiltoniana do sistema. Em
particular, quando consideramos o movimento unidi-
mensional de uma particula nao relativistica de massa

m e sujeita a uma energia potencial V(xz,t), temos

A2

2 P N
H=—+V(z,t 6
P v, ©)
com p = —ih% e ¥ = x sendo os operadores momento

linear e posicao, respectivamente. A partir de (5) pode-
mos obter a equacao que dita a evolucao temporal dos

valores médios[3, 4, 7],

i, =), +(5) o

onde o comutador de A com H ¢ definido como
A 1] = An— 1A,

Neste trabalho, estamos interessados, basicamente
<ﬁn>¢t’ Ath
Por outro lado, seria muito trabalhoso se

no calculo dos valores médios de <i‘”>wt,
e Aztp.
para cada <i‘”>wt ou <ﬁ”>wt que fossemos determinar
tivessemos que calcular uma integral do tipo (A)y, =
f1/);‘121 ¥y dz. Contornaremos este problema introdu-
zindo uma fungao geratriz para os valores médios <i‘”>wt

e <]5”>wt . De fato, a funcao
Z(a,B,t) = { ¥ &P >¢t (8)

serve para tal propdsito, pois
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Desta forma, usando a expansao binomial, podemos encontrar expressoes para os valores médios dos desvios n-ésimos

de = e p a partir da funcao geratriz,

b= e (1), e,

;;zg)s’ (10)

zzg)s~ (11)

Vemos, entao, que o calculo dos valores médios e desvios n-ésimos, contrariamente a possibilidade anterior, é

L= (1) gzt

s=0

reduzido a uma integragao e posteriores derivagoes.
III. Aplicacoes

Na aplicacao das férmulas (9), (10) e (11) para um sistema fisico concreto, necessitamos determinar Z(«, 3,1).

A seguir, obteremos esta funcao para alguns casos especificos.

A. Particula Livre

Primeiramente, vamos obter a equacao que a funcao geratriz satisfaz para o caso de uma particula livre, H =

p?/(2m). Para tal, usemos a equagao (7),

) 1 s e D
- ad Bp L
g (@80 zh<[e ‘ ’2m]>wt

1 X ﬁ p? L
— <e°w o e 4 g0 21 eﬁp> . (12)
m v

ih 2m

Para obtermos a dltima igualdade empregamos a relagio (37) e a expressao [exp(a), p] = iha exp(ai), que é obtida

de (40) e (44). Usando a equacdo (9) em (12) podemos escrever a equagao diferencial para a evoluc¢ao temporal de

Z(aaﬁat)a . a
tha «

Uma maneira interessante de obter a solucao da equacao anterior é notarmos que

exp (T%) Z(a, 3,1)
T
= exp [T(—i—l—%% ] Z(a, 3,0)

Notemos que na primeira e na ultima igualdades usamos a relagdo (46). Na segunda igualdade empregamos a

0
aZ(O{,B,t) = (-

Z(a, B, 7)

t=20

,0) - (14)

relagdo operatorial contida em (13).
A segunda igualdade de (14) nos diz claramente que Z(«, 5,t) pode ser obtido de Z(«, 4,0). Isto faz com que
<]3”>wt, Aztp, etc possam ser expressos em termos de seus valores em ¢ = (0. Observemos que estas consideracoes

permanecem validas para um sistema fisico qualquer.
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Passemos a aplicar a férmula (14) para obtermos (2" )y,, (p”)y,, etc. Substituindo (14) em (9), temos

"), = 55 2080, =, (15)

op» =0
" /n\ on aT o° —iha?T
;(S)—aan_sZ(a,ﬁ—l—E,O) a=0 5o eXp (72771 )

- SOECT) @ e G o

s=0 r= 2

o =0

Nesta tltima expressio, empregamos > para denotar a somatéria em s par. Partindo de (11) e (15) constatamos

que

v =

Sy (Z) 36;”_‘: 2(0, 8,0) ‘,3:0 (%Z(o,ﬁ, 0) L:D)s

s=0
= Zop : (17)

Os resultados (15) e (17) dizem, simplesmente, que <]5”>¢t e Aj,p nao dependem do tempo. Uma expressao geral
para Aztx é relativamente extensa, por isso limitaremos a apresentar somente o desvio quadratico. Sendo assim,

de (10) e (16) temos

(2)g, = (@), + Py, (18)
AZ =A%z + (2 (zp),, — ih—2(z),, <p>w0) % + Azop;—z . (19)

Observemos, agora, que as expressoes para (Z)y, e
(p)y, sdo idénticas ao caso cldssico. Isto sempre ocorre
quando a Hamiltoniana é, no maximo, quadratica em &
e p. Entretanto, estas observacoes nao sao verdadeiras
para (27)y, e (")y, com n > 1. Outra informacao im-
portante estd contida em Aitx, pois Ax = , /Aitx in-
forma essencialmente a largura do pacote de onda, que
é proporcional a 7 para um intervalo de tempo sufici-
entemente grande. I interassante ressaltar que, neste
limite o alargamento do pacote de onda coincide com

a dispersao de um grupo de particulas classicas com a

0
az(aaﬁat) = <_ Im

iha?

velocidade de dispersao Ap/m. Além disso, o segundo
termo do lado direito de (19) é nulo quando g é um

estado Gaussiano.
B. Particula num Campo Uniforme

Vamos, agora, analisar o caso de uma particula num
campo uniforme, H = p?/2m— Fz. A equagao diferen-

cial para Z(«, f,1) pode ser obtida de maneira anéloga

ao caso da particula livre,

0

o
+E%+6F) Z(o, B,t) . (20)

Observemos que a contribui¢ao extra, SF, surgiu ao levarmos em conta o termo —F'z. Realmente, ao empregarmos
a igualdade [#, exp(3p)] = (A exp(Bp), obtida de (40) e (44), constatamos que

1

ar p - F
L (fenser?, —pa)

wt:£<

0 [&,e7]),, = BFZ(a,B,1) . (21)

Vamos obter a evolu¢ao temporal para Z(«, 5,t) procedendo analogamente ao caso da equagao (14),

Z(a, B, 7) = exp (T%)Z(a,ﬁ,t) .

T
= exp [7- <_12:1 + %%+Fﬁ)] Z(a, 3,0)




Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 19, n? 2, junho, 1997 205

.
= exp (—Zh;;nT) exp (%i + Fﬁr) Z(a, 3,0)

op
= exp( Zh;T—I—ﬁF + 2}:7:2)6)( (araﬁﬁ) Z(a, 3,0)
ih aFr?
= eXp( Z;T‘FB T+ 27771- )Z(O"ﬁ'i‘%ao) (22)

Na passagem da terceira para a quarta igualdade empregamos a relagao (41) e (44) com A=FpreB=

Quando usamos (22) em (9) podemos verificar que

an

D" = BFT
<p >'¢1t - 66” [ Z(O 6 0)] seo
_ - n on—s 8Fr s
= ;(5)6671—56 ﬂzoaﬁsZ(O,ﬁ,o)‘ﬂ:D

n

= X (M), (23)

s=0

Jda™ 2m 2m

- Z()aﬁ Z(a5+2Z,0)

1) s 2 2
<§:”>wt = 3_ [exp( tha T+aFT )Z(a,ﬁ—l— %,0)]

—iha? 7' aFr?
a=0 24
( 2m ) B=0 ( )
— n T\ [n—s n—s—r,r iht d Hs(l‘)
B s ety (e
Na tdltima passagem, usamos a relacdo entre os polinémios de Hermite, H (), e sua fungio geratriz[1],
—¢? T = Hs(l‘) s
em AN = Z Tf ) (25)

s=0

com £ = (gi—mT)l/z aex= (%) Usando (23) em (11) verificamos que

o= Zn:(—l)s (Z) [nz_:s (n . 5) (Fr)t =" W%] ((13%0 + Fr)s : (26)

s=0 r=0

Novamente, vamos explicitar algumas relagoes importantes sobre o alargamento e propagacao para um pacote de

onda genérico,

. R R T Fr?
@)y, = By + By + 5 @0
By, = By, +F1. (28)
2 _ 2 5 ; 7 5 T ) T
A = Al (20),, —ih—2(a), B, ) =+ Al (29)

Alp = ALy (30)

o

Notemos que as expressoes para estes desvios quadraticos coincidem com aquelas da particula livre. Também
podemos verificar que, assim como no caso da particula livre, Aztp independe do tempo. Estes fatos nos conduzem
a uma conclusao importante: uma forca constante atuando sobre uma particula nao interfere em suas dispersoes,

quando comparadas com as de uma particula livre.
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C. Outros Sistemas
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Um outro exemplo ¢ o oscilador harmonico, H = p?/2m + mw?#?/2. A correspondente funcao geratriz, como

podemos verificar, satisfaz a equacao

0
g2l pn) = (22 - 0

cuja solucao é

Z(a, B,t) =

. [ 2
X7 (acoswt — mwfsinwt, fcoswt + — sin wt, 0) .
mw

a  ihmw?p?

Oa 2 (31)

) Zta.5.0).

2

ih
exp {% [(mwﬁz — %) sin wtcoswt + 2af sin’ wt] } X

(32)

Se usarmos as equacdes (9), (10) e (11) com a fung¢do acima é possivel obtermos os diversos valores médios e seus

respectivos devios. Em particular, nao é dificil constatar que

(), = (&)y,coswt + %sinwt , (33)
(Pyy, = (P)y,coswt — mw(X)y, sinwt (34)
9 9 9 9 sin? wt
Ay, = Aj zcos"wt+ Ay p ——
m2w
- th ) . sin 2wt
+ (b, — 5 — @t ) 2t (35)
Aitp = Aiopcoszwt + Aiox m’w? sin” wt
- h . .
~ (80— 5 — @lide, ) msinzr (36)

Como podemos ver, estas expressoes sao periddicas
no tempo. Além disso, constatamos que Aitx Aitp
é finito, mostrando que o produto das incertezas da
posicao e do momento nao pode ser arbitrariamente
grande, contrariamente aos casos anteriores.

Para sistemas mais complexos nao é possivel, em
geral, resolver a equacdo para Z(«,(,1) exatamente,
assim como, nao é conhecida a solucdo exata para a
equacao de Schrodinger para tais sistemas. Por outro
lado, é de se esperar que seja possivel aplicar o método

discutido para o caso de sistemas nao tao complexos,

Apéndice - Algebra de Operadores

como por exemplo, o atomo de hidrogénio. Numa si-
tuacao geral, onde nao existam solugoes exatas, seria
natural fazermos aproximacoes, por exemplo, aplicar-
mos técnica de teoria de perturbagdes. Uma outra
possivel extensao do método seria empregarmos dife-
rentes fungoes geratrizes para calcularmos os desvios de
outras grandezas fisicas, por exemplo, o momento an-
gular. Deste modo, outras aplica¢oes e generalizacoes
do método exposto estao ainda em aberto, podendo ser

um problema interessante para o leitor.

Neste apeéndice, apresentaremos alguns resultados importantes sobre operadores que sao empregados no texto e

que podem ser facilmente encontrados na literatura[2, 3, 4, 5]. Primeiramente, usando a defini¢do de comutadores,
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[121, B] = AB — BA, podemos verificar diretamente as relacdes

[21 B] - [B,A] , (37)
(A, B+C]=[A4,8] +[4] . (38)
[AB,C] - [A,é] Bm[:é] (39)

Passemos a obter alguns resultados menos imediatos para o caso de dois operadores que satisfazem Hfl, B] , 121] =

Oe HA B] ] =0. Se F(B ) Yon anB”, podemos verificar, usando as propriedades anteriores, que

(4B = Yan [4,5] = [AB] Y na, 5!

= [A f}] F'(B), (40)
onde F'(w) = dzng). Outra rela¢do importante é
eAeB — (A+B 3[AB] (41)

Para verificd-la, definamos a fun¢io F(z) = e??eP%  que satisfaz a equacio diferencial

dF(z)
dz

A(BAZ(BBZ —|—6AZB(BBZ — [121‘1‘ eAzBe—Az F(Z)

(A+B+z[/1 BD F(z) . (42)

Na tltima igualdade usamos a relacao [exp(flz), B] =z [121, B] exp(flz), que é uma consequéncia imediata de (40).

A solugao da equacao (42) com a condigao F/(0) =1 é
~ ~ ~ A 2;2
F(z) =exp [(A—i—B)z—l— [A,B] ] . (43)

A identidade (41) é obtida ao tomarmos z = 1.
Finalmente, vamos obter duas relagoes que envolvemn uma forma explicita para os operadores. Verifiquemos

inicialmente a relacao

0
— | =-1 44
sg| =1 (1)
que pode ser obtida ao aplicarmos o comutador numa funcao diferencidvel f(s),
0 0 0
o] 190 = 5590 = - 655D = =15 (15)
Notemos ainda que a expansao de Taylor de f(s + a) pode ser expressa em termos da exponencial do operador %,
d 1, d?
= 1 —at—
f(s+a) (—I—ad—l— d2+ )f()

exp (a%) £(s) . (46)
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