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Neste trabalho visamos a formula�c~ao variacional da �Optica, dando enfoque a analogias
geom�etricas e mecânicas. Apresentamos uma demonstra�c~ao do Princ��pio de Fermat, se-
guindo com sua interpreta�c~ao atrav�es de exemplos e com o estudo de aplica�c~oes. Obtemos
deste Princ��pio a Equa�c~ao da Eikonal e �nalizamos com o estabelecimento da conex~ao na-
tural entre a �Optica Geom�etrica e a Mecânica.

Abstract

Here we review the variational formulation of Optics, giving emphasys to geometrical and
mechanical analogies. We present a demonstration of Fermat's Principle, following with its
interpretation through examples and applications. From this Principle we obtain the Eikonal
Equation. Then we �nalize by stablishing the natural connection between Geometrical
Optics and Mechanics.

I. Introdu�c~ao

Foi na �optica que os princ��pios minimais apareceram

pela primeira vez ([14]). No s�eculo XVII Fermat (1601-

1665) postulou que um raio de luz se propaga entre

dois pontos sempre de forma a minimizar o tempo ne-

cess�ario para isto(1). Esta formula�c~ao, no entanto, n~ao

est�a completamente certa, pois como veremos o tempo

�e na verdade estacion�ario(2), podendo portanto ser

m��nimo, m�aximo, ou at�e mesmo uma inex~ao (an�aloga

a da fun�c~ao f(x) = x3 em x = 0). Com o advento

do C�alculo Variacional (�nal do s�eculo XVII, in��cio do

XVIII ([11])) princ��pios como este puderam ser esta-

belecidos sob uma forma extremamente elegante. Por

motivos hist�oricos, no entanto, muitos autores conti-

nuam a denominar o Princ��pio de Fermat de Princ��pio

do Tempo M��nimo(3).

Nos s�eculos XVII e XVIII havia grande inuência

religiosa na ciência. Isto �e evidenciado no epis�odio em

que o ilustre matem�atico P. Maupertuis (sec. XVIII)

tenta provar a existência de Deus usando o Princ��pio da

a�c~ao estacion�aria, ou atrav�es da frase do seu amigo, con-

siderado o maiormatem�atico do s�eculo XVIII, L. Euler:

\Uma vez que a f�abrica do mundo �e a mais perfeita e foi

estabelecida pelo s�abio maior - o criador - nada acontece

neste mundo sem que de alguma forma um m�aximo ou

m��nimo se realize". Os cientistas eram, ent~ao, levados

a pensar que devido a perfei�c~ao do \mundo criado por

Deus" a natureza deveria ser regida por princ��pios ex-

tremais: atrav�es de m�aximos e m��nimos. Isto deve ter

inuenciado Fermat a estabelecer de forma imprecisa o

princ��pio que leva seu nome.

(1)Heron de Alexandria (sec. I d.C.) j�a havia a�rmado que na reex~ao por um espelho a luz percorre a menor distância ([14]).
(2)�E equivalente fazer a mesma a�rma�c~ao em rela�c~ao ao caminho �optico.
(3)O mesmo ocorre na mecânica com o Princ��pio da A�c~ao Estacion�aria, por muitos chamado Princ��pio da M��nima A�c~ao.
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Estes e outros aspectos hist�oricos relativos ao esta-

belecimento dos princ��pios variacionais da F��sica podem

ser encontrados na referência [11]. Em [1] Bassalo apre-

senta detalhadamente a evolu�c~ao hist�orica dos conceitos

da F��sica, em particular da �optica, pelo que recomen-

damos fortemente a sua consulta.

II. Princ��pio de Fermat

Da mesma forma que o Princ��pio da A�c~ao Es-

tacion�aria pode ser deduzido das Leis de Newton

(mecânica, [12]), o Princ��pio de Fermat pode ser obtido

a partir das Equa�c~oes de Maxwell (eletromagnetismo,

[2]).

A�m de abreviar nossa dedu�c~ao do Princ��pio de

Fermat utilizaremos alguns resultados decorrentes das

Equa�c~oes de Maxwell em vez das pr�oprias. Assim,

considerando os campos eletromagn�eticos num meio

isotr�opico (igual em todas as dire�c~oes) n~ao condu-

tor (��ndice de refra�c~ao real), assumiremos que a de-

pendência espacial destes pode ser escrita na forma ge-

ral:

~E0(~r) = eik0L(~r) bE(~r)
~H0(~r) = eik0L(~r) bH(~r)

)
(1)

onde bE(~r) e bH(~r) s~ao versores (em geral complexos),

k0 = 2�=�0 (�0: comprimento de onda no v�acuo) e

L(~r) �e a Eikonal (fun�c~ao da posi�c~ao a valores reais, a

qual depende do ��ndice de refra�c~ao).

Uma forma de intuir os campos dados por (1) num

meio em que o ��ndice de refra�c~ao varia suavemente com

a posi�c~ao �e que, quando o��ndice de refra�c~ao �e constante

e a dire�c~ao de propaga�c~ao �e z ([5]),

~E0(~r) = eik0nz bE(~r)
~H0(~r) = eik0nz bH(~r)

)
(10)

ou seja, a solu�c~ao da equa�c~ao de onda �e uma onda plana.

Considerando uma varia�c~ao de n = n(~r) com a posi�c~ao

deve-se esperar o aparecimento de curvaturas nas fren-

tes de onda. Por�em, sendo esta varia�c~ao suave a solu�c~ao

da equa�c~ao de onda n~ao deve diferir muito de (1') o

que nos leva a escrever (1). Tendo em vista (1'), onde

L(~r) = nz, a Eikonal �e tamb�em denominada fun�c~ao

caminho �optico(5). Vale ressaltar que as equa�c~oes (1)

podem ser estabelecidas de forma absolutamente formal

a partir das equa�c~oes de Maxwell, mas n~ao faremos isso

aqui porque foge aos objetivos deste trabalho.

�E importante lembrar que (1) �e solu�c~ao da equa�c~ao

de onda desde que os comprimentos de onda sejam su-

�cientemente pequenos para que a varia�c~ao do ��ndice

de refra�c~ao (bem como dos versores bE e bH) seja des-

prez��vel ao longo de um comprimento de onda ([2]).

Desprez��vel aqui signi�ca que a varia�c~ao da grandeza

ao longo de um comprimento de onda �e muito menor

do que o valor da grandeza (em m�odulo). Por�em, tendo

em vista que estamos no escopo da �optica geom�etrica

temos tamb�em um limite inferior para os comprimen-

tos de onda, pois neste limite a energia dos f�otons se

torna su�cientemente grande para que eles possam ser

identi�cados individualmente. Na se�c~ao 5 obteremos

a equa�c~ao a ser satisfeita por L(~r) para que (1) seja

solu�c~ao da equa�c~ao de onda.

As frentes de onda, j�a acima mencionadas, s~ao as

superf��cies de�nidas por L(~r) = cte, ou seja s~ao as

superf��cies de n��vel da fun�c~ao Eikonal. Considerando,

ent~ao, que os raios de luz s~ao as trajet�orias normais �as

frentes de onda podemos parametrizar o vetor posi�c~ao

~r de um ponto sobre um raio de luz com o comprimento

(5)Se considerarmos um meio com absor�c~ao devemos introduzir uma exponencial descrecente multiplicando (1). Por�em, como pode
ser visto em [5], este termo n~ao altera, em essência, os resultados aqui estabelecidos, pois estamos tratando basicamente de �optica
geom�etrica. Acima haviamos mencionado que L(~r) era real em meios de ��ndice de refra�c~ao, n(~r), real. Agora vemos que isto ocorre
tamb�em quando n(~r) �e complexo (absor�c~ao), pois a parte imagin�aria determina uma exponencial decrescente.
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de raio s, medido a partir de um ponto �xo de referência

(Fig. 1). Com isto obtemos ([2]):

n
d~r

ds
= ~rL (2)

onde n = n(~r) �e o ��ndice de refra�c~ao, e

n~s � n
d~r

ds
(3)

�e o vetor raio (tangente ao raio de luz).

Tomando o rotacional de (2), tendo em vista (3):

~r� (n~s) = 0 (4)

pois:

~r� ~r = 0

Deve ser enfatizado que como as opera�c~oes que �-

zemos para obter (4) envolvem deriva�c~oes, n deve va-

riar suavemente com a posi�c~ao. Caso isto n~ao ocorra,

como por exemplo numa superf��cie de separa�c~ao entre

dois meios, o Teorema de Stokes nos permite escrever

a vers~ao integral da equa�c~ao diferencial (4):

I
n(~r)~s(~r):d~r = 0 (5)

que �e conhecida como Integral Invariante de Lagrange.

Agora apresentaremos o enunciado do Princ��pio de

Fermat na sua formula�c~ao atual, para ent~ao demonstra-

lo usando a equa�c~ao (5).

Princ��pio de Fermat: O caminho �optico

S =

Z p2

p1

nds (�)

de�nido por um raio de luz entre os pontos p1 e p2 �e me-

nor que o caminho �optico de qualquer outra curva que

una estes dois pontos contida numa certa vizinhan�ca

regular do mesmo ([2]).

A vizinhan�ca regular aqui mencionada quer dizer

que numa vizinhan�ca do raio temos um e apenas um

raio de luz passando em cada ponto. Os textos de

C�alculo Variacional a chamam de campo regular (por

exemplo [3] e [6]).

Para a demonstra�c~ao tomaremos um feixe de raios

formando um campo regular numa certa vizinhan�ca em

torno do raio ec que passa por p1 e por p2. A id�eia �e

ent~ao comparar o caminho �optico do raio ec com o de

uma curva c arbitr�aria que liga os dois pontos e que

pertence inteiramente �a vizinhan�ca regular de ec.

Tomemos duas frentes de onda in�nitesimalmente

pr�oximas, F1 e F2 como na Fig. 2, onde eQ1 e eQ2 s~ao

interse�c~oes do raio ec com F1 e F2; Q1 e Q2 s~ao inter-

sec�c~oes da curva c com F1 e F2, e Q0

2 �e a intersec�c~ao do

raio ec0 (que passa por Q1) com F2. Aplicando (5) no

circuito de�nido por eQ1; eQ2; Q
0

2 e Q1:

(n~s:d~r)eQ1 eQ2

+ (n~s:d~r)Q0

2
Q1

= 0 (6)

onde usamos que os raios, e portanto ~s devido �a (3),

s~ao normais �as frentes de onda. Trabalhando, agora,

no circuito Q2Q1Q
0

2, que no limite �e um triângulo:

(n~s:d~r)Q2Q1
+ (n~s:d~r)Q1Q

0

2

= 0 (7)

Sendo (n~s:d~r)eQ1 eQ2

= (nds)eQ1 eQ2

e (n~s:d~r)Q2Q1
�

�(nds)Q1Q2
,

de (6) e (7) resulta:

(nds)eQ1 eQ2

� (nds)Q1Q2

Como isto �e v�alido para duas frentes de onda quais-

quer in�nitesimalmente pr�oximas, quando integramos

de p1 a p2 atrav�es das respectivas curvas obtemos:Z
ec nds �

Z
c

nds (8)
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onde a igualdade s�o se mant�em se c for um raio de luz.

Por�em, como o �unico raio a passar por p1 e p2 �e ec,
ent~ao o sinal de igual pode ser abandonado por toda

curva c 6= ec. Isto encerra a demonstra�c~ao.

Na pr�oxima se�c~ao interpretaremos o Princ��pio de

Fermat e estudaremos casos em que n~ao ocorrem

m��nimos.

III. Interpreta�c~ao do Princ��pio de Fermat

Da forma como estabelecemos o Princ��pio pode �car

a impress~ao de que o caminho �optico �e necessariamente

m��nimo, contrariando o que j�a hav��amos levantado na

introdu�c~ao. O que mostramos foi que o raio passando

por dois pontos tem caminho �optico m��nimo quando

comparado �a curvas pertencentes a uma certa vizi-

nhan�ca regular do mesmo. Quando por�em n~ao nos res-

tringimos �a vizinhan�ca regular podemos, sem viola�c~ao

do Princ��pio de Fermat, encontrar uma curva de cami-

nho �optico menor. Na forma em que apresentamos o

Princ��pio sua validade restringe-se �as vizinhan�cas regu-

lares. Existe, no entanto, uma formula�c~ao mais fraca e

de aplica�c~ao mais geral a�rmando que o caminho �optico

(equa�c~ao (�)) �e na verdade estacion�ario. Tendo em vista

que (�) �e uma fun�c~ao do caminho tomado pelo raio para

se propagar de um ponto a outro, S �e um funcional, e

do ponto de vista de C�alculo Variacional a a�rma�c~ao

de que S �e estacion�ario pode ser escrita como:

�S = �

Z p2

p1

nds = 0 (9)

onde o s��mbolo � indica a primeira varia�c~ao do funcio-

nal.

�E importante entender que da mesma forma que a

primeira derivada de uma fun�c~ao ser zero num ponto

n~ao necessariamente implica em este ser ponto de

m��nimo, pois pode ainda ser ponto de m�aximo ou de in-

ex~ao, a primeira varia�c~ao do funcional acima ser zero

para um caminho �e condi�c~ao necess�aria mas n~ao su�-

ciente para este caminho ser um \ponto" de m��nimo,

donde ele pode ainda representar um m�aximo ou uma

inex~ao. Embora, de fato, isto n~ao seja relevante na

aplica�c~ao do Princ��pio de Fermat, pois este trabalha

apenas com condi�c~oes necess�arias de m��nimo, isto �e con-

ceitualmente importante.

N~ao nos ateremos a demostrar (9), ao inv�es disto

estudaremos situa�c~oes em que o caminho �optico n~ao

�e m��nimo. Exemplos interessantes que ilustram esta

caracter��stica estacion�aria do Princ��pio de Fermat,

quando a condi�c~ao de regularidade n~ao �e satisfeita,

vem de reex~oes em superf��cies espelhadas.

(Espelho Plano) Consideremos dois pontos p1 e p1, e

um espelho plano, como abaixo.

Supondo que o espelho esteja imerso num meio de

��ndice de refra�c~ao constante, �e imediato que o cami-

nho �optico m��nimo corresponde ao segmento de retaec1 unindo os dois pontos. Por�em, al�em deste caminho

existe uma outra possibilidade da luz se propagar de

p1 at�e p2 criado pela presen�ca do espelho. Trata-se do

caminho ec2, cujo caminho �optico �e obviamente maior

do que aquele correspondente a ec1. Deve-se observar

no entanto que ec2 �e o menor caminho �optico dentre

os raios vinculados a incidir no espelho. Isto pode

ser visto geometricamente com a coloca�c~ao do ponto

imagem (de p1) p01 e com o uso do fato de que num

triângulo um lado �e sempre menor que a soma dos ou-

tros dois. Ou alternativamente, pensando num an�alogo

mecânico em que o caminho que passa pelo espelho �e na

verdade um �o com um ponto de contato no espelho o

qual tensionamos para que tenha comprimento m��nimo

entre p1 e p2: no equil��brio (comprimento m��nimo) n~ao

podem haver for�cas tangenciais no ponto de contato,
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e portanto os ângulos de incidência e reex~ao devem

necessariamente ser iguais.

(Espelho El��ptico) Suponhamos a fonte p1 num dos

focos e o observador p2 noutro de um espelho el��ptico,

onde o ��ndice de refra�c~ao �e constante.

�E uma propriedade da elipse (que a de�ne) que a

soma das distâncias aos focos �e a mesma para qualquer

de seus pontos. Da�� surge que o caminho �optico de to-

dos os raios emergentes de p1 que reetem na superf��cie

e chegam a p2 �e o mesmo. De (9) obtemos que todos

estes raios satisfazem a condi�c~ao de estacionaridade, e

portanto s~ao trajet�orias de fato tomadas pela luz, em-

bora n~ao correspondam ao caminho �optico m��nimo. O

caminho �optico �e m��nimo para o raio de�nido pelo seg-

mento de reta (pontilhado na Fig. 4) que liga os dois

pontos, o qual portanto �e um poss��vel caminho tomado

pela luz para se propagar de p1 a p2 (sem o v��nculo de

incidir no espelho).

Fica f�acil a partir deste exemplo e sob a \luz"

do Princip��o de Fermat entender por que em espelhos

esf�ericos a focagem n~ao �e perfeita aparecendo a assim

chamada \Aberra�c~ao Esf�erica". Pelo desenho abaixo

vemos que isto �e consequência do fato do caminho

�optico n~ao ser exatamente o mesmo para os raios ec1
e ec2, por exemplo. Isto signi�ca que, devido �a (9) os

raios ec1 e ec2 n~ao devem se cruzar em p2, e sim nou-

tro ponto fora da diagonal pontilhada (Fig. 5) o que

provoca a aberra�c~ao.

Embora o comprimento �optico total n~ao seja ne-

cessariamente m��nimo ele o �e quando considerado den-

tro de intervalos su�cientemente pequenos da trajet�oria

(que n~ao incluam pontos de reex~ao). Esta situa�c~ao

encontra an�alogos geom�etricos e pode ser melhor com-

preendida por meio deles. Consideremos a esfera e o ci-

lindro circular reto das �guras 6a e 6b respectivamente.

No caso da esfera, a curva de menor comprimento

entre os pontos A e B �e aquela representada pela li-

nha cheia. Por�em, ao resolver as equa�c~oes de Euler-

Lagrange obtemos tamb�em como solu�c~ao a linha ponti-

lhada, a qual embora n~ao seja a curva de menor compri-

mento o �e por peda�cos. O mesmo serve para o cil��ndro.

Tomemos agora o cil��ndro para observar uma ou-

tra analogia. A curva pontilhada, embora n~ao seja a

curva de menor comprimento entre A e B, o �e dentre

todas as que d~ao pelo menos uma volta completa no

cil��ndro. Portanto a solu�c~ao pontilhada pode ser vista

como a curva de menor comprimento com a condi�c~ao

de dar uma volta no cil��ndro, da mesma forma que ec2
(da Fig. 3) tem caminho �optico m��nimo entre os raios

que satisfazem a condi�c~ao de incidir no espelho. Esta

caracter��stica �e geral, e pode ser vista ainda na Fig. 4

e na Fig. 6a.
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A referência [10] traz uma revis~ao do Princ��pio de

Fermat, na qual este �e usado para estudar reex~oes em

superf��cies esf�ericas e forma�c~ao de imagens.

IV. Aplica�c~oes do Princ��pio de Fermat

Uma maneira, talvez a melhor, de compreender o

signi�cado e as implica�c~oes do Princ��pio de Fermat �e

atrav�es da an�alise de algumas situa�c~oes f��sicas em que o

Princ��pio se manifesta de forma relativamente simples.

Por isto faremos o estudo de algumas destas situa�c~oes

atentos �as suas consequências e aplica�c~oes ([4] e [13]).

(Princ��pio da Reciprocidade) Emmeios em que a velo-

cidade da luz n~ao depende da dire�c~ao e sentido, a curva

de caminho �optico estacion�ario para luz que se propaga

de p1 a p2 �e a mesma que para a luz que se propaga da

p2 a p1, pois:

�

Z p2

p1

nds = 0 , �

Z p1

p2

nds = 0

Isto implica na trajet�oria descrita por um raio de luz

entre dois pontos p1 e p2 ser independente do sentido

de propaga�c~ao. Este resultado �e conhecido como o

Princ��pio da Reciprocidade.

Segue do Princ��pio da Reciprocidade que num meio

de ��ndice de refra�c~ao constante, o raio emergente de

uma placa homogênea de faces paralelas �e paralelo ao

raio incidente, e que a condi�c~ao de ângulo de desvio

m��nimo de um prisma se satisfaz quando o raio segue

um caminho sim�etrico (Fig. 7).

Outra conseq�uência interessante do Princ��pio da Re-

ciprocidade �e a invers~ao da fase na reex~ao entre dois

meios homogêneos de ��ndices n1 e n2,

r = �r0;

e a rela�c~ao entre os coe�cientes de reex~ao e trans-

miss~ao:

r2 = 1� t0t:

O esquema abaixo mostra como obtemos estas

rela�c~oes atrav�es de uma superposi�c~ao de raios reais e

virtuais.

(Propaga�c~ao da luz na atmosfera ) Quando o sol

se aproxima do horizonte a sua imagem aparente cor-

responde a cerca de 0; 5� acima da posi�c~ao verda-

deira. Este fenômeno pode ser compreendido a partir

do Princ��pio de Fermat: uma vez que a atmosfera �e gra-

dualmente mais rarefeita a medida que nos afastamos
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da superf��cie, o caminho �optico m��nimo, portanto esta-

cion�ario, n~ao corresponde �a uma reta por�em sim a uma

curva como esquematizada na Fig. 9.

Tudo acontece como se a luz buscasse se propagar

pelas partes mais altas da atmosfera onde o ��ndice de

refra�c~ao �e menor, minimizando assim o caminho �optico.

(Miragem ) �E comum a ilus~ao de se ver �agua sobre o

asfalto num dia muito quente. Este efeito �e produzido

devido a diminui�c~ao do��ndice de refra�c~ao do ar pr�oximo

ao asfalto em rela�c~ao as camadas superiores causado

pelo aquecimento (quando quente o ar se torna mais

rarefeito). A imagem vista �e na verdade do c�eu: a tra-

jet�oria pela qual o caminho �optico �e m��nimo passa pela

regi~ao de menor ��ndice de refra�c~ao, como esquemati-

zado na Fig. 10a. Efeito semelhante costuma acontecer

nos desertos.

Miragens tamb�em podem surgir nos mares. De-

vido a baixa temperatura da �agua o ��ndice de refra�c~ao

pr�oximo a superf��cie �e maior do nas camadas superiores.

Com isto se pode ter a ilus~ao de ver uma embarca�c~ao

navegando no c�eu (como esquematizado na Fig. 10b).

(Lentes) Suponha que temos uma fonte pontual em

p1 e desejamos que os raios ao passar por um sistema

�optico sejam focados num ponto p2.

Pelo Princ��pio de Fermat isto �e poss��vel se variar-

mos adequadamente o ��ndice de refra�c~ao na dire�c~ao z

tal que o caminho �optico de todos os raios sejam iguais

(Fig. 11a). Baseando-se nisto podemos desenhar uma

superf��cie adequada para que uma lente de vidro con-

virja em p2 os raios emergentes de p1 (Fig. 11b).

Uma das aplica�c~oes das lentes convergentes �e na

concentra�c~ao de luz solar para aquecimento, ou seja, na

confec�c~ao de fog~oes solares por transmiss~ao. �E poss��vel

construir tamb�em um fog~ao solar por reex~ao, utili-
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zando um espelho parab�olico (Fig. 12).

Os raios incidentes paralelos (o sol est�a su�ciente-

mente longe para que os raios dele provenientes possam

ser considerados paralelos) s~ao reetidos de modo a

todos convergirem para um mesmo ponto. �E proprie-

dade da par�abola que todos estes raios tenham mesmo

comprimento, portanto o mesmo caminho �optico, e por

isto satisfazem a condi�c~ao de estacionaridade exigida

pelo Princ��pio de Fermat.

(Propaga�c~ao em Meios Tipo Lente) Apresentaremos

agora um exemplo, que talvez seja o mais importante

do ponto de vista tecnol�ogico devido suas aplica�c~oes em

guias de onda e �bras �opticas. Consideremos, ent~ao, um

meio cujo ��ndice de refra�c~ao tem varia�c~ao quadr�atica,

dada por:

n(x; y) = n0[1�
k2
2k

(x2 + y2)] (10)

onde k2 e n0 s~ao constantes e k = 2�=�. Para um raio

de luz se propagando neste meio designamos por r(z)

sua distância normal ao eixo z.

O Princ��pio de Fermat neste caso toma a forma:

�

Z l

0

nds = �

Z l

0

n(x(z); y(z))
q
1 + x02(z) + y02(z)dz = 0

onde x0(z) =
dx

dz
(z); y0(z) =

dy

dz
(z). As equa�c~oes de Euler-Lagrange associadas a este funcional s~ao ([9]):

@

@x
(n
p
1 + x

02 + y
02)�

d

dz
[
@

@x0
(n
p
1 + x

02 + y
02)] = 0

@

@y
(n
p
1 + x

02 + y
02)�

d

dz
[
@

@y0
(n
p
1 + x

02 + y
02)] = 0

Usando (10) obtemos que estas equa�c~oes podem ser es-

critas como:
d2~r

dz2
+

�
k2
k

�
~r = 0

Cuja solu�c~ao para 0 � z � l, �e:

r(z) = cos

 r
k2
k
z

!
r(0) +

r
k

k2
sen

 r
k2
k
z

!
r0(0)

onde r(0) e r0(0) s~ao respectivamente a posi�c~ao e a in-

clina�c~ao de entrada do feixe (em z = 0).

Com isto podemos ver que cada se�c~ao �z deste meio

de ��ndice quadr�atico funciona como uma lente, conver-

gente para k2 > 0 e divergente para k2 < 0 (neste caso

p
k2=k = i

p
jk2j=k e temos fun�c~oes hiperb�olicas no lu-

gar das trigonom�etricas na solu�c~ao acima). Isto era

esperado uma vez que estas lentes tamb�em apresentam

varia�c~ao quadr�atica do ��ndice de refra�c~ao.

A Fig. 13 mostra o caso convergente (quando o

��ndice diminui com r). Dos resultados acima obtemos

que raios incidentes paralelos em z = 0 (a valores de

r(0) diferentes) s~ao focados a distância

h =
1

n0

r
k

k2
cotg

 r
k2
k
l

!

de z = l.
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No caso divergente r(z) aumenta com z, e portanto,

os raios tendem a se afastar do eixo z.

H�a v�arias situa�c~oes f��sicas em que se pode obter

meios com este tipo de varia�c~ao de ��ndice de refra�c~ao.

Um caso interessante ocorre em meios com absor�c~ao,

nos quais a temperatura torna-se maior onde a intensi-

dade for maior. Assim temos o caso convergente quando
dn

dT
> 0 e o caso divergente quando

dn

dT
< 0 (6). A Fig

14a mostra a distribui�c~ao espacial t��pica de um feixe

laser, o qual proporciona maior temperatura na regi~ao

mais central do feixe. Consequentemente ao incidir um

feixe laser num meio com
dn

dT
> 0 o ��ndice de refra�c~ao

ter�a o aspecto da Fig 14b e temos ent~ao um meio co-

vergente semelhante ao da Fig. 13. Meios com
dn

dT
< 0

podem ser compreendidos de forma an�aloga.

As aplica�c~oes mais importantes �cam por conta das

�bras �opticas de��ndice gradual onde o��ndice de refra�c~ao

�e maior no centro do que nas camadas externas, como

na Fig. 13. Estas �bras oferecem a grande vantagem

de propagar multimodos com dispers~ao relativamente

baixa. O motivo pelo qual isto acontece �e esquemati-

zado na Fig. 15, onde comparamos a �bra de ��ndice

gradual (Fig. 15b) com a �bra de ��ndice estrati�cado

(meios de ��ndice de refra�c~ao constante dispostos em ca-

madas a partir do n�ucleo, Fig. 15a). No caso estra-

ti�cado, raios entrando na �bra sob diferentes ângulos

percorrem diferentes caminhos �opticos (portanto dife-

rentes tempos) entre dois pontos �xos p1 e p2. A �bra

de ��ndice gradual, por sua vez, exibe a propriedade de

que, mesmo entrando na �bra sob ângulos diferentes,

dois raios de�nem caminhos �opticos iguais entre dois

pontos �xos p1 e p2. Isto acontece gra�cas ao fato de

que os raios que entram sob menor ângulo embora per-

corram menores distâncias o fazem em meios de maior

��ndice de refra�c~ao (centro da �bra).

V. Equa�c~ao da Eikonal

Nesta se�c~ao empregaremos a equa�c~ao de Hamilton-

Jacobi para obter a Equa�c~ao da Eikonal. Esta Equa�c~ao

corresponde a uma equa�c~ao diferencial a ser satisfeita

pela Fun�c~ao Eikonal a �m de que (1) seja solu�c~ao da

equa�c~ao de onda.

Uma vez que

ds2 = dx2 + dy2 + dz2;

(�) pode ser escrita como:

S =

Z p2

p1

n(x; y; z)
ds2

ds
=

Z p2

p1

n(x; y; z)

�
dx2 + dy2 + dz2

ds

�
=

Z p2

p1

n(x; y; z)

�
dx

ds
dx+

dy

ds
dy +

dz

ds
dz

�
=

Z p2

p1

n(x; y; z)(sxdx+ sydy + szdz) (11)

onde nsx; nsy e nsz s~ao as componentes do vetor raio.

Por outro lado, tomando z como parâmetro:

S =

Z z2

z1

n(x; y; z)
p
x02 + y02 + 1 dz; onde x0 =

dx

dz
; y0 =

dy

dz

(6)Nestes casos a dependência de n n~ao necessariamente ser�a quadr�atica, por�em em boa aproxima�c~ao pode ser considerado como
dependente apenas de r e n~ao de z. Assim, qualitativamente podemos entender, pelo resultado acima, o comportamento dos raios
mesmo quando a varia�c~ao n~ao �e estritamente quadr�atica.
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De�nindo:

F (x0; y0; x; y; z) � n(x; y; z)
p
x02 + y02 + 1

obtemos:

Fx0 = nsx � U
Fy0 = nsy � V
F � Fx0x0 � Fy0y0 = nsz �W

9=; (12)

Tendo em vista (11) e (12) podemos aplicar a equa�c~ao de Hamilton-Jacobi sob a forma ([14]):

j~rSj2 = U2 + V 2 +W 2 (13)

onde

dS = n(x; y; z)
p
dx2 + dy2 + dz2

Assim:

j~rSj2 = n2

8<:
 

dxp
dx2 + dy2 + dz2

!2

+

 
dyp

dx2 + dy2 + dz2

!2

+

 
dzp

dx2 + dy2 + dz2

!2
9=;

= n2 (14)

Substituindo (12) e (14) em (13):

(nsx)
2 + (nsy)

2 + (nsz)
2 = n2

Usando (2) e (3):

j~rLj2 = n2 (15)

que �e a Equa�c~ao da Eikonal, a qual desej�avamos ob-

ter. Nesta equa�c~ao era esperada a presen�ca do ��ndice

de refra�c~ao, uma vez que L depende do mesmo.

O caso mais simples ocorre quando o meio pos-

sui ��ndice de refra�c~ao constante. Orientando adequa-

damente nosso sistema de coordenadas podemos, sem

perda de generalidade, assumir que em certo ponto a

propaga�c~ao se d�a na dire�c~ao positiva do eixo z. Se-

gue ent~ao que a solu�c~ao de (15) para n constante neste

sistema de coordenadas �e L(~r) = nz, como esperado.

Com isto fechamos o ciclo que se iniciou com a in-

trodu�c~ao das equa�c~oes (1). Hav��amos intuido a de-

pendência espacial dos campos eletromagn�eticos a par-

tir de argumentos de plausibilidade e haviamos assu-

mido a existência da Fun�c~ao Eikonal. A partir des-

tes campos derivamos o Princ��pio de Fermat, e deste

Princ��pio uma condi�c~ao (equa�c~ao (15)) necess�aria e su-

�ciente para que a hip�otese inicial, de que os campos

s~ao de fato regidos pela equa�c~ao (1), fosse v�alida. �E

importante lembrar, no entanto, que para os meios que

estamos tratando (aqueles cujo n varia suavemente com

a posi�c~ao, a menos de interfaces) e para comprimentos

de onda pequenos a Teoria de Equa�c~oes Diferenciais

nos garante que (15) sempre admite solu�c~ao. Isto en-

cerra um teste de autoconsistência para o tratamento

que adotamos.

VI. Conex~ao entre �Optica e Mecânica

Na dedu�c~ao da equa�c~ao (15) estabelecemos, ainda

que de forma impl��cita, uma rela�c~ao entre �optica e

mecânica quando empregamos a equa�c~ao de Hamilton-

Jacobi. A �m de tornar mais evidente a rela�c~ao exis-
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tente tomaremos um caso particular para estudar.

Consideremos ummeio estrati�cado, como na �gura

abaixo, onde para cada meio temos ��ndice de refra�c~ao

constante.

A lei de refra�c~ao, a qual pode ser obtida de forma

elementar a partir do Princ��pio de Fermat, fornece para

a i-�esima interface [8]:

cos�i
vi

=
cos�1

v1
= constante

Fazendo o limite para o cont��nuo de forma que o

��ndice de refra�c~ao varie suavemente com a coordenada

y, obtemos (Fig. 17):

cos�

v
= cte (16)

�E interessante que para este tipo de meio a ex-

press~ao (16) nos permite obter a velocidade da luz num

ponto apenas com base em sua trajet�oria e velocidade

de incidência.

O an�alogo mecânico consiste em considerar uma

part��cula sob a�c~ao de um potencial que varia como o

��ndice de refra�c~ao da Fig. 16. Em cada interface nossa

hipot�etica part��cula sofreria uma varia�c~ao descont��nua

na componente normal da velocidade devido a descon-

tinuidade do potencial (a componente tangencial n~ao

apresentaria nenhuma modi�ca�c~ao uma vez que n~ao

h�a for�cas tangenciais). Empregando ainda a mesma

nota�c~ao da Fig. 16, onde denotamos por u a velocidade

da part��cula:

ui cos�i = u1 cos�1 = constante

Embora este potencial pare�ca arti�cial, recuperamos

uma situa�c~ao realista quando fazemos o limite para o

cont��nuo, obtendo:

u cos� = cte (17)

As express~oes (16) e (17) nos mostram uma forte

rela�c~ao que existe entre o caso �optico e o caso mecânico:

a trajet�oria descrita pela luz num meio em que sua ve-

locidade �e v(y) �e igual �aquela que seria de�nida por

uma part��cula cuja velocidade, u(y), �e proporcional �a

1=v(y).

Obviamente a conex~ao entre �optica e mecânica vai

muito al�em do que discutimos aqui, mas isto foge ao

intento deste trabalho. Para tanto sugerimos consultar

as referências [5] e [7] .

Agradecimentos

Agradecimento especial aos Profs. H. L. Fragnito,

M. A. F. Rosa e M. J. Menon pelas sugest~oes e cr��ticas

construtivas a este trabalho, ao Prof. F. J. Paix~ao Filho

pelo incentivo, e a FAPESP pelo suporte �nanceiro.

Referências

[1] J.M.F. Bassalo, \Nascimentos da F��sica", Rev.

Bras. Ens. F��s., 17, 1 (1995).

[2] M. Born e E. Wolf, \Principles of Optics", Perga-

mon Press (1970).

[3] L. Elsgoltz, \Ecuaciones Diferenciales y Calculo

Variacional", Editora Mir (1969).

[4] R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, \The

Feynman Lectures on Physics", Vol. I, Addison-

Wesley Publishing Company (1977).



200 A. Enio Motter

[5] H. Goldstein, \Classical Mechanics", 2o� ed.,

Addison-Wesley Publishing Company (1980).

[6] M. L. Krasnov, G. I. Makarenko, A. I. Kiseliov,

\Calculo Variacional", Editora Mir (1984).

[7] L. Landau e E. Lifchitz, \Mecânica", Hemus.

[8] L.A. Liust�ernik, \L��neas M�as Cortas: Problemas

de variaciones", Editorial Mir (1979).

[9] A. E. Motter e M. J. Menon, \Condi�c~oes de Extre-

mos de Funcionais", SBPC (1994).

[10] J. Sham, \Fermat's Principle and Geometrical

Optics", Am. J. Phys, 33, 40 (1965).

[11] D. J. Struik, \Hist�oria Concisa das Matem�aticas",

Gradiva (1987).

[12] K. Symon, \Mecânica", Editora Campus (1982).

[13] A. Yariv, \Optical Electronics", Harcourt Brace

Jovanovich College Publishers, 4o� ed. (1991).

[14] W. Yorgrau e S. Mandelstam, \Variational Prin-

ciples in Dynamics and Quantum Theory", Dover

(1979).


