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Pretende-se indicar como um conceito surgido no contexto de Teoria de Campos (Supersi-
metria) pode ser usado em Mecânica Quântica e apontar algumas vantagens no tratamento
matem�atico de sistemas quânticos, particularmente na solu�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger.

I. Introdu�c~ao

Muitos livros textos de Mecânica Quântica[1] mos-

tram como alguns problemas podem ser elegante-

mente resolvidos atrav�es de operadores cria�c~ao e des-

trui�c~ao. Particularmente, para o oscilador harmônico

este m�etodo �e bastante explorado. A introdu�c~ao da Su-

persimetria para estudar sistemas quânticos pode ser

entendida como uma generaliza�c~ao do m�etodo de fato-

riza�c~ao usual.

Supersimetria surgiu no contexto de F��sica de

Part��culas e Campos e permite relacionar bosôn e

fermiôns, ie, part��culas que obedecem a estat��stica de

Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac[2]. Em 1981, Witten[3]

visando esclarecer as propriedades essenciais desta si-

metria introduziu a supersimetria em uma Teoria de

Campos em (1+0) dimens~oes, ou seja, a Mecânica

Quântica Supersim�etrica; onde o tempo t �e a coorde-

nada e a posi�c~ao x(t) �e o pr�oprio campo.

Desde que surgiu a Mecânica Quântica Super-

sim�etrica tem sido bastante utilizado em v�arios con-

textos, (veja por exemplo as referências [4-10]). Por

sua abrangência e simplicidade, de Lange e Welter[11]

refor�cam a tese de que supersimetria "poderia ser pro-

veitosamente incluida em futuros livros textos e cursos

de Mecânica Quântica". Uma aplica�c~ao bastante inte-

ressante deste formalismo �e seu uso para obter solu�c~oes

da equa�c~ao de Schr�odinger.

Neste artigo o oscilador harmônico �e usado como

base para se introduzir a Mecânica Quântica Super-

sim�etrica, atrav�es deste formalismo introduz-se a cha-

mada hierarquia de Hamiltonianos, �nalmente, obt�em-

se as autofun�c~oes e autovalores para a equa�c~ao de

Schr�odinger usando os preceitos da Supersimetria em

Mecânica Quântica para o sistema simples de uma

part��cula em uma caixa.

II. O Oscilador harmônico supersim�etrico

O operador Hamiltonianopara o problema ordin�ario

do oscilador harmônico bosônico unidimensional �e es-

crito como[1]
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As rela�c~oes de comuta�c~ao relevantes neste caso s~ao:

[a; a+] = aa+ � a+a = 1 (5)

e trivialmente

[a; a] = 0 ; [a+; a+] = 0 (6)

Pode-se tamb�em veri�car que

[a;HB] = a~wB ; [a+;HB] = �a+~wB (7)
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Os operadores a+ e a possuem a propriedade de ge-

rar novos estados partindo de um estado incial. Assim

se  n �e uma autofun�c~ao de HB com autovalor de En,

ent~ao a n e a+ n geram autofun�c~oes cujos autovalores

s~ao, respectivamente, En � ~w e En + ~w: A veraci-

dade desta propriedade �e facilmente veri�cada usando

a express~ao para HB (2) e a rela�c~ao de comuta�c~ao (5).

O Hamiltoniano original (1) ainda pode ser escrito

na forma

HB =
~wB
2
fa+:ag (8)

onde o anticomutador �e de�nido por fa+; ag = a+a +

aa+:

Os autovalores de energia neste caso correspondem

a

EB = wB~

�
nB +

1

2

�
(9)

onde nB = 1; 2; 3::: s~ao autovalores do operador n�umero

a+a. Este �e um resultado bem conhecido para o osci-

lador harmônico ordin�ario.

O oscilador harmônico fermiônico pode ser escrito

lembrando que fermions satisfazem o princ��pio de ex-

clus~ao de Pauli e �e obtido da quantiza�c~ao com anti-

comutadores ao inv�es de comutadores. Assim de�ne-

se operadores fermiônicos de cria�c~ao b+ e destrui�c~ao

b; com rela�c~oes de anticomuta�c~ao similares as obtidas

para o caso bosônico (5) e (6).

fb; b+g = 1 (10)

e tamb�em

fb; bg = 0 ; fb+; b+g = 0 (11)

Percebe-se que, necessariamente, bb = 0 o que implica

em que dois fermions n~ao podem existir no mesmo es-

tado quântico.

O Hamiltoniano para o caso fermiônico tamb�em

pode ser construido por analogia com o caso bosônico

(8) trocando o anticomutador por um comutador:

HF =
~wE
2

[b+; b] (12)

Neste caso os autovalores de energia valem, usando a

rela�c~ao (10):

EF = ~wF

�
nF � 1

2

�
(13)

onde nF = 0; 1 s~ao os autovalores do operador n�umero

fermiônico b+b:

Considerando uma combina�c~ao dos dois sistemas,

fermiônicos e bosônicos, o novo sistema teria seus auto-

valores de energia como sendo a soma das energias de

cada sistema individual (9) e (13). Impondo tamb�em,

devido a alta simetria do problema, que as frequências

s~ao iguais, wB = wF = w obt�em-se

E = w~(nB + nF ) (14)

�E importante notar que todos os estados s~ao dupla-

mente degenerados exceto no caso fundamental em que

nB = nF = 0 e por isto tem autovalor de energia igual

a zero. Como em outros sistemas quânticos degene-

recência indica a existência de simetria no Hamiltoni-

ano. Neste caso, a simetria extra que aparece da com-

bina�c~ao dos osciladores bosônicos e fermiônicos �e cha-

mada supersimetria.

Uma vez que a degenerância aparece quando simul-

taneamente �e destruido um fermion (nF ! nF � 1) e

criado um boson (nB ! nB + 1) ou vice-versa, �e de se

esperar que os geradores da super-simetria sejam uma

combina�c~ao dos operadores em quest~ao na forma ab+

ou a+b: De fato de�nindo-se

Q =
p
2~wa+b e Q+ =

p
2~wab+ (15)

observa-se que ambos comutam com o Hamiltoniano

Hss = w~(a+a+ b+b) (16)

ou seja

[Q;H] = [Q+;H] = 0 (17)

Tamb�em veri�ca-se que o Hamiltoniano (16) �e obtido

pela seguinte rela�c~ao de anticomuta�c~ao

fQ; �Q+g = 2H (18)

que �e uma rela�c~ao fundamental em todas as teorias su-

persim�etricas. Falta ainda uma representa�c~ao para os

operadores fermiônicos b+ e b que satisfa�cam as rela�c~oes

de anticomuta�c~ao (10) e (11). Esta representa�c~ao pode

ser feita atrav�es das matrizes de Pauli:

b = �
�

=

�
0 0
1 0

�
(19)

b+ = �+ =

�
0 1
0 0

�
(20)

Lembrando que os operadores bosônicos a+ e a est~ao

escritos em (3) e (4) o Hamiltoniano (16) pode agora

ser escrito como
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onde H+ e H
�

s~ao conhecidos como Hamiltonianos companheiros supersim�etricos e seus autovalores e autofun�c~oes

podem ser relacionados pelos geradores da supersimetria (15).

A supersimetria embora tenha sido introduzida aqui, por simplicidade, apenas para o caso particular do oscilador

harmônico pode ser estendida para qualquer sistema quântico desde que o Hamiltonianooriginal possa ser fatorizado,

i.e. possa-se de�nir operadores bosônicos a e a+. Uma abordagem mais geral a respeito deste formalismo pode ser

encontrado na ref. [4].

Chamando  (�) as autofun�c~oes de H
�

e  
(+)
n as autofun�c~oes de H+ e os respectivos autovalores de energia de

E
(�)
n e E

(+)
n pode-se mostrar a rela�c~ao existente entre os espectros e autofun�c~oes neste caso. Conv�em ressaltar que

o ��ndice n passa a representar o ��ndice bosônico (n = 0; 1; 2:::): Observa-se que:

H+(a 
(�)
n ) = aa+(a (�)

n ) = aH
�

 (�)
n = E(�)

n (a (�)
n ) (22)

e

H
�

(a +
n ) = a+a(a+ +

n ) = a+H+ 
+
n = E+

n (a
+ +

n ) (23)

Figura 1: (a) representa�c~ao dos companheiros supersim�etricos e das rela�c~oes entre os autoestados A e A+ s~ao os operadores
bosônicos da superismetria; (b) representa�c~ao dos operadores escada (a e a+) atuando nos auto estados de um espectro.

Destas rela�c~oes percebe-se claramente que (a 
(�)
n ) �e au-

tofun�c~ao de H+ e (a+ 
(+)
n ) �e autofun�c~ao de H

�

. Assim

pode-se estabelecer uma rela�c~ao entre os autoestados

dos companheiros supersim�etricos:

E(+)
n = E

(�)
n+1 (24)

 (+)
n = [E

(�)
n+1]

�1=2a 
(�)
n+1 (25)

 
(�)
n+1 = [E(+)

n ]�1=2a+ (+)
n (26)

A Fig. 1 mostra uma representa�c~ao pictorica en-

tre os Hamiltonianos companheiros supersim�etricos e

a rela�c~ao entre auto estados de um Hamiltoniano onde

s~ao aplicados os operadores escada. No caso do oscila-

dor harmônico, como se viu, os operadores de cria�c~ao

e destrui�c~ao a+ e a coincidem com os operadores

bosônicos da supersimetria. Entretanto, no caso geral

eles s~ao diferentes (veja por exemplo ref. [13]).

No caso geral em uma dimens~ao os operadores
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bosônicos s~ao geradores que fatorizam o Hamiltoniano,

(eq. (21)) e s~ao escritos na forma:

a+ = � ~
2

2m

d2

dx2
+W (x) (27)

a = � ~
2

2m

d2

dx2
+W (x) (28)

a fun�c~ao W (x) �e chamada de superpotencial.

III. Hierarquia de hamiltonianos

Da sec�c~ao anterior observa-se que a partir do mo-

mento em que os operadores bosônicos s~ao de�nidos

os Hamiltonianos companheiros supersim�etricos s~ao de-

terminados pela ordem de aplica�c~ao destes operadores;

H+ = a+a e H
�

= aa+:

Esta propriedade pode ser explorada levando a de-

�ni�c~ao de uma cadeia de Hamiltonianos relacionados

entre si pela supersimetria. Outra propriedade impor-

tante que foi observada �e o fato de que o estado fun-

damental de um dos Hamiltonianos companheiros ter

auto valor zero. Assim �e claro que se o estado funda-

mental de um HamiltonianoH1 �e E
(1)
o com autofun�c~ao

 
(1)
o , lembrado da de�ni�c~ao (21), pode-se escrever H1

na forma

H1 = a+1 a1 +E
(1)
0 = � d2

dx2
+ V1(x) (29)

onde

a+1 =
d

dx
+W1(x) (30)

e

a1 =
d

dx
+W1(x) (31)

o fator constante E
(1)
o �e adicionado de forma a asse-

gurar que o Hamiltoniano original tenha estado funda-

mental com auto valor zero. Por quest~ao de simplici-

dade, de agora em diante admite-se ~ = 2m = 1: Este

subterf�ugio n~ao atrapalha em nada a apresenta�c~ao dos

conceitos, embora evite sobrecarga a nota�c~ao.

O companheiro supersim�etrico de H1, seguindo a

de�ni�c~ao (21), �e ent~ao dado por

H2 = a1a
+
1 + E

(1)
0 = � d2

dx2
+ V2(x) (32)

onde V2(x) em geral �e diferente de V1(x). As rela�c~oes

(24), (25) e (26) continuam sendo v�alidas aqui, uma vez

que se est�a obedecendo a estrutura da supersim�etrica.

Partindo agora de H2 cujo estado fundamental tem

autovalor de energia E
(2)
o = E

(1)
1 (vide rela�c~ao (24))

pode-se gerar de maneira an�aloga um terceiro Hamil-

toniano H3 como companheiro supersim�etrico de H2,

desde que se possa escrever H2 na forma:

H2 � a1a
+
1 + E

(1)
0 = a+2 a2 +E

(2)
0 (33)

onde

a+2 = � d

dx
+W2(x) (34)

a2 = � d

dx
+W2(x) (35)

Invertendo os novos operadores obt�em-se o novo

companheiro supersim�etrico:

H3 = a2a
+
2 + E

(1)
1 = � d2

dx2
+ V3(x) (36)

onde V3(x) por sua vez n~ao �e, em geral, igual a V2(x)

nem V1(x). Seguindo as rela�c~oes (24) e (25) �e f�acil ob-

servar que:

E(3)
n = E

(2)
n+1 = E

(1)
n+2 (37)

 (2)
n = (E(2)

n � E
(2)
0 )�1=2a2 

(2)
n+1 = (E

(1)
n+2 �E

(2)
0 )�1=2(E

(1)
n+2 �E

(1)
0 )�1=2a2a1 

(1)
n+2 (38)

Este processo pode ser repetido m vezes, desde que

os Hamiltonianos sucessivos possam ser fatorizados,

o que gera toda uma fam��lia de Hamiltonianos cujos

membros est~ao relacionados pela supersimetria. Neste

caso tem-se

Hm = a+mam + E
(m)
0 = � d2

dx2
+ V0(x) (39)

onde

a+m = � d

dx
+Wm(x) (40)

am =
d

dx
+Wm(x) (41)

A rela�c~ao entre as autofun�c~oes e autovalores vem da

aplica�c~ao das rela�c~oes (24) e (25) sucessivas vezes[5] :
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E(m)
n = E

(m�1)
n+1 = � � � = E

(1)
n+m�1 (42)

 (m)
n = (E

(1)
n+m�1 �E

(m�1)
0 )�1=2 � � � (E(1)

n+m�1 �E
(1)
0 )�1=2am�1 � � �a1 (1)

n+m�1 (43)

Portanto, uma vez que autovalores e autofun�c~oes s~ao

conhecidos para um dos membros da Hierarquia de

Hamiltonianos (o Hamiltoniano original, por exemplo)

�e poss��vel determin�a-los para todos os Hamiltonianos

atrav�es da superalgebra. A Fig. 2 ilustra este resul-

tado.

Figura 2: Representa�c~ao da hierarquia de Hamiltonianos e da rela�c~ao entre os autoestados e autovalores de energia obtidos
atrav�es de supersimetria.

IV. Resolvendo a equa�c~ao de Schr�odinger

atrav�es da supersimetria

Como foi observado anteriormente (Sec. III) o es-

tado fundamental na constru�c~ao supersim�etrica n~ao �e

degenerado e seu autovalor �e zero. Esta propriedades

permite determinar uma rela�c~ao entre o superpotencial

W (x) e a fun�c~ao de onda deste estado, observando que

a 0 �
�
d

dx
+W (x)

�
 0 = 0 (44)

o que implica em

 0 / exp

�
�
Z x

+W (�x)d�x

�
(45)

Assim, sendo poss��vel determinar o superpotencial (ou

em outras palavras, fatorizar o Hamiltoniano) pode-se

encontrar a autofun�c~ao para o estado fundamental. Por

outro lado, a constante aditiva que aparece em tal fa-

toriza�c~ao representa o autovalor da energia para este

estado. Isto signi�ca que uma vez supersimetrizado

um Hamiltoniano obt�em-se com sub produto imedia-

tamente o autovalor e a autofun�c~ao para o seu estado

fundamental. Indo mais al�em, se o Hamiltoniano em

quest~ao permitir construir uma Hierarquia como indi-

cado na sec�c~ao anterior, ent~ao teremos para cada mem-

bro desta Hierarquia o estado fundamental resolvido

com a determina�c~ao do auto valor de energia e auto

fun�c~ao. Aplicando, por �m, as rela�c~oes (42) e (43) para

relacionar os estados fundamentais de cada membro da

Hierarquia ao Hamiltoniano de partida �e f�acil ver que

resolvemos a equa�c~ao de Schr�odinger original.

O procedimento descrito acima constitue em si em

um m�etodo para resolver a equa�c~ao de Schr�odinger,

para ilustr�a-lo tomemos o sistema quântico bastante

simples de uma part��cula em uma caixa unidimensio-

nal. Neste caso o Hamiltoniano constitui-se apenas da

parte cin�etica:
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H = � d2

dx2
� L � x � L (46)

por simplicidade vamos adotar L = �=2: Construindo

a Hierarquia de Hamiltoniano como indicado na sec�c~ao

anterior obtemos

Hn = � d2

dx2
� (n � 1)

cos2x
+ n2 (47)

onde n = 1; 2; 3:::: Os operadores bosônicos s~ao

a+n = � d

dx
� n tg x (48)

an =
d

dx
� n tg x (49)

Observa-se que, neste caso, os operadores bosônicos n~ao

representam os operadores cria�c~ao e destrui�c~ao como �e

o caso do oscilador harmônico.

Usando as propriedades de supersimetria na Hierar-

quia de Hamiltonianos descrita por (47) obtemos em

primeiro lugar que o estado fundamental do n-�esimo

Hamiltoniano vale (usando (45), a normaliza�c~ao n~ao

est�a incluida nos c�alculos)

 (n)� exp[�
Z x

Wn(�x)d�x] = exp[

Z x

n tg �xd�x] = cosnx

(50)

Por outro lado, lembrando que como se est�a interes-

sado apenas nos estados fundamentais, da equa�c~ao (39)

percebe-se que

E
(n)
0 = n2 (51)

Finalmente, lembrando que os autovalores e as au-

tofun�c~oes est~ao relacionadas entre si na Hierarquia de

Hamiltonianos (�gura 2), pode-se obter as autofun�c~oes

e autovalores para o Hamiltoniano original:

E(1)
n = E

(n)
1 = n2 (52)

@ 
(1)
n+1�a

+
n : : :a

+
1  

(n)
1 (53)

onde E
(1)
n e  

(1)
n s~ao, respectivamente, autovalores e

autofun�c~oes para o sistema da part��cula em uma caixa.

V. Conclus~ao

Neste trabalho procurou-se introduzir o conceito de

supersimetria em Mecânica Quântica e indicar como

este conceito pode ser �util para resolver a equa�c~ao de

Schr�odinger. Este tipo de abordagem tem sido bas-

tante usada para tratar sistemas Hamiltonianos que

possuem solu�c~oes anal��ticas e exatas (como o oscilador

harmônico e �atomo de Hidrogênio entre outros[8;12]).

Al�em destes sistemas, este formalismo tem sido bas-

tante �util no estudo de uma classe de potenciais cha-

mados de parcialmente sol�uveis, onde apenas parte do

espectro pode ser determinado analiticamente[14].

In�umeras aplica�c~oes tais como aproxima�c~ao WKB,

m�etodo variacional, f��sica atômica, e quebra de super-

simetria em Mecânica Quântica, entre outros, est~ao

sendo desenvolvidas com o formalismo apresentado

aqui, o leitor interessado pode consultar os artigos de

revis~ao e did�aticos sobre o assunto (ref. [5-10] e ref.

[15]) para ter uma id�eia mais abrangente.
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