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The Galilei group is presented as a group of transformations in a 5-dimensional space (G)
derived as a homomorphic immersion of the Euclidean space into a (4, 1) - Minkowski space.
Three out of the five dimensions of G are related with R3, whilst the other two are associated
with time and mass. Therefore, the Takahashi’s covariant approach for the Galilei group is
derived. Unitary representations are studied; and in this context, similarities between the
quantum theory and the quantum field theory are emphasised.

Abstract

O grupo de Galilei é apresentado como um grupo de transformacoes num espago penta-
dimensional (G) obtido por uma imersao homomérfica do espaco Euclidiano num espaco de
Minkowski do tipo (4,1). Trés das cinco dimensoes de G estdo relacionadas ao R>, e as
outras duas a massa e ao tempo. Desse modo, a formulacao covariante do grupo de Galilei,
como introduzida por Takahashi, é deduzida. Representacoes unitarias sao estudadas; e
neste contexto, similaridades entre a mecanica quantica e a teoria quantica de campo sao
destacadas.
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Sobre Covariancia Galileana e o Campo de Schrodinger

Quantica.

I. Introducao

E com o trabalho de Wigner de 1939 [1] que se ini-
cla o estudo sistematico das representacoes unitarias
do grupo de Poincaré, resultando num desenvolvimento
inédito para a fisica, e em particular, para a mecanica
quantica relativistica. Neste contexto, sao as simetrias
do espacgo-tempo que essencialmente definem a estru-
tura e a dinamica do sistema mecanico, sendo que,
a cada particula elementar esta associada uma repre-
sentacao irredutivel do grupo de Poincaré.

Dessa maneira, os ingredientes axiomaticos da teo-
ria quantica de campo relativistica sao estabelecidos de
modo transparente e geral; destarte a elegancia [2, 3, 4].
Assim, por exemplo, o conceito de particula elemen-
tar fica completamente caracterizado dentro do forma-
lismo. Por outro lado, se prescinde de um principio
de correspondéncia para a formulacao de uma teoria

quantica. Ou seja, neste contexto, nao é necessario um

analogo classico, a partir do qual o sistema quantico
é inferido por um isomorfismo entre os constituintes
algébricos que descrevem cada sistema. Se um tal
analogo classico existe, tanto melhor. Mas em ge-
ral, a andlise da estrutura de simetria permite a in-
troducao da mecanica quantica relativista, com inter-
pretacao fisica consistente, sem necessidade de um cor-
respondente classico.

A despeito do avanco que se sucede ao traba-
lho de Wigner no entendimento do grupo de Poin-
caré, é somente na década de 50 que se inicia um es-
tudo similar para a mecanica quantica nao relativista.
Neste caso, a estrutura de simetria fica estabelecica
pela invariancia da equacao de Schrodinger por trans-
formacoes no espago e no tempo, que resulta no grupo
de Galilei.

As representacgoes unitarias de um grupo de simetria
sao deduzidas através da associacao de cada elemento

do grupo a um operador unitario satisfazendo as regras
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de composi¢ao do grupo [5]. Mais especificamente, con-
sidere G um grupo de simetria com elementos a, b, ¢, ...
. Para cada a € G esta associado um operador unitario

U(a) definido num espago de Hilbert, tal que
U(a)U(b) = e *D U (a,b). (1)

O fator de fase ¢(a,b) é uma fun¢do de a e b, real e
continua. Se ¢ = 0, a representagao é dita fiel. Caso
contrario, a representacao é dita projetiva. Nesta si-
tuacao, um vetor no espaco de Hilbert fica definido a
menos do fator de fase.

Inonii e Wigner[6], estudando as representagoes
unitarias do grupo de Galilei, concluiram que com as
representacoes fiéis, nao seria possivel a construcao de
func¢oes de onda — estados — que fossem localizadas, e
que tivessem velocidades definidas. Ou seja, tais re-
presentacoes devem ser descartadas enquanto possiveis
candidatas para descrever uma particula quantica nao
relativistica. Bargman[7] mostrou, por outro lado, que
para o grupo de Rotacao, Lorentz e Poincaré, as re-
presentacoes projetivas poderiam ser reduzidas a uma
representacao fiel. Entretanto, isto nao se da com o
grupo de Galilei, onde representacoes projetivas, em
geral, nao sao redutiveis a uma representacao fiel[8].
Em uma sintese dos trabalhos de Inonu, Wigner e
Bargman, Hamermesh[9], estudando a algebra de Lie
do grupo de Galilei, estabeleceu que operadores de
posicao e momento poderiam ser definidos somente para
o caso de representagoes projetivas, que passaram a
ser também denominadas de representagoes fisicas[10].
Desde entao, o interesse nas representacoes unitarias
descrevendo simetrias Galileanas tem-se concentrado,
principalmente, e como acontece com o grupo de Poin-
caré, no estudo de estruturas de simetrias conformes
e internas (nesta situagdo, as varidveis de spin apa-
recem por consisténcia na fisica nao relativista, e nao
como uma propriedade exclusiva da invariancia Loren-
tziana) [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. Siste-
mas nao lineares também tém sido analisados no mesm
o contexto [21, 22]; e através de representacbes da
algebra de Lie associadas & teoria de campo térmica,
em particular ao formalismo conhecido como thermofi-
eld Dynamics [23], a conexao do grupo de Galilei com
a funcao Wigner e equacoes de Liouville tem sido esta-
belecida [24, 25, 26, 27, 28].

Todavia, a despeito da reconhecida importancia do
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grupo de Galilei para a mecanica quantica, somente al-
guns aspectos dessas simetrias, como bem constatam
Fushchich e Nikitin [29], tém sido tratados a contento.
Tal constatacao pode ser melhor entendida com alguns
exemplos de situacoes especificas.

Consideremos, entao, o caso de excitacoes elemen-
tares em superfluidos. Tais excitacoes, introduzidas e
chamadas de fonons e rétons por Landau [30], s&o in-
terpretadas como manifestacoes coletivas do campo de
Schrodinger. Ou seja, o campo original (e ressalte-se,
invariante pelas transformacdes do grupo de Galilei) se
rearranja, devido as interagoes, gerando tais excitacoes.
O resultado final é uma quebra de simetria Galileana.
De fato, no caso da componente do campo de fonons
caracterizada por uma velocidade de fase ¢;, a Lagran-
geana é invariante sob uma transformacgao de Lorentz,
onde a velocidade da luz é substituida por cs. Assim,
surgem as famosas relacoes de dispersao para os fonons
e rotons, similares as relagOes energia-momentum no
caso relativista. Fssa invariancia Lorentziana das ex-
citacoes, porém, so possui um significado matematico,
no sentido de que a interpretacao fisica do espaco-tempo
onde a teoria esta formulada nao se reduz aquela cor-
respondente ao espaco de Minkowski, para o qual a ve-
locidade da luz tem um caracter universal.

Tal quebra de simetria, do campo original Galile-
ano para o resultado final Lorentziano, é ainda acom-
panhada de outros fatos em conexao com as trans-
formacoes de Galilei: bem conhecido é, na teoria de
Landau, a importancia do movimento de translacao do
fluido, descrito por uma transformacgao pura de Galilei,
e suas interacoes com impurezas e paredes do recipiente.

Assim como nos superfluidos, ocorre também que-
bra da simetria Galilena em outros sistemas da fisica
nao relativista, como aqueles descritos pela mecanica
estatistica. Nesse caso, o rearranjo de simetria pode
se dar, por exemplo, por processos espontaneos satisfa-
zendo a segunda lei da termodinamica, e que induzem
ao surgimento de processos irreversiveis e de transicoes
de fase.

Estas propriedades de simetria, de fato, nao tem
sido exploradas completamente de um ponto de vista
tedrico, nem tampouco suas aplicagoes tém sido consi-
deradas em toda sua potencialidade pratica. Isto in-
dica a necessidade de se implementar os estudos sobre

o grupo de Galilei, o que pode ser feito tendo como
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guia propriedades constitutivas do grupo de Poincaré
e as quebras de simetria nos sistemas conhecidos. E
neste sentido que Takahashi [31, 32, 33] introduziu uma
versao covariante para o grupo de Galilel baseada em
tensores penta-dimensionais. Tal método tem sido utili-
zado, em particular, na deducao de equagoes de campo
nao lineares, a partir das quais o rearranjo de sime-
trias em superfluidos tem sido analisado em conexao
com bodsons de Goldstone. Qutro aspecto de interesse é
o estudo de representacoes descrevendo particulas nao
relativistica com spin arbitrario.

Um dos objetivos aqui é apresentar a estrutura co-
variante do grupo de Galilei, enfatizando a natureza do
espaco vetorial métrico onde as transformacoes estao
definidas [34]. Assim, primeiro, é estabelecido que o
grupo de Galilel pode ser tratado como um grupo de
transformacoes lineares sobre uma variedade, a ser de-
nominada por G, na qual a métrica é conservada. Sob
este ponto de vista de grupo de transformacgao, fica a
apresentacao do grupo de Galilel unificada com as de
outros grupos importantes na fisica, como o grupo de
Rotagdes, onde a variedade (da representagao bdasica)
é o espaco Euclidiano (£); ou ainda, os grupos de Lo-
rentz e Poincaré, onde a variedade é o espaco de Min-
kowski. Segundo, é alcancado transparéncia na apre-
sentacao, pois o conteudo fisico das cinco dimensoes do
espaco G fica definido desde inicio. De fato, 3 das b
dimensoes estarao relacionadas ao espacgo &£, enquanto
que as outras estarao vinculadas & massa e ao tempo.
Além disso, G pode ser definido por um processo de
imersao homomérfica de €& num espago de Minkowski
(4,1) do tipo de Sitter. Esta relacdo entre tais espagos
métricos possul importancia na definicao apropriada da
algebra de Clifford, quando do estudo de representacoes
de spin nao nulos. Outrossim, tal imersao pode trazer
algum esclarecimento sobre o mecanismo de quebra de
simetria em sistemas nao relativisticos, como no caso
de superfluidos.

Uma abordagem pedagégica, como um outro obje-
tivo, sera perseguida ao longo deste texto. Assim, além
do caracter de revisao, énfase especial serd dada a apre-
sentacao de fundamentos da mecanica quantica via a te-
oria de grupo. Disto resulta que a teoria quantica nao
relativistica pode ser formulada de um modo natural
e também similar a teoria quantica de campo relati-

vista; isto é, sem principio de correspondéncia e sem

perder as caracteristicas basicas de uma mecanica no
sentido de Dirac. Desse modo, equacoes generalizadas
de Schrodinger, como equagoes nao lineares ou spinori-
ais, podem ser introduzidas consistemente do ponto de
vista fisico, sem necessidade de andlogo classico. Para
alcancar tais resultados, argumentos fisicos intuitivos
prevalecerao ao rigor matematico.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. Na
secao 2 algumas generalidades sobre o grupo de Galilei
sao apresentadas, e a equacao de Schrodinger é dedu-
zida seguindo de perto o método proposto por Hamer-
mesh [5]. Na secao 3 é introduzido o espago métrico G
onde transformacoOes especificas caracterizam o grupo
de Galilei. Na secao 4 a algebra de Lie é deduzida
a partir dos geradores de transformacoes lineares em
G. Representagoes unitarias covariantes sao estuda-
das na secao 5. Por fim, na secao 6 sao apresentadas
as conclusoes finais, bem como alguma discussao so-
bre possiveis desenvolvimentos de outras representacoes

unitarias Galileanas.

II. Generalidades Sobre o Grupo de Galilei

O grupo de Galilei (G) consiste das transla¢des no
espaco e no tempo, das rotacoes espaciais e das cha-
madas transformacgoes puras de Galilei (alguns auto-
res usam também a denominacao de aceleragoes para
tais transformagdes). Um elemento geral de G serd
denotado por G = (b,a,v, R), onde b representa a
translacao temporal, a a translacao no espaco, R a
rotacao e v a transformacao pura de Galilei. Os ele-
mentos do grupo descrevem as transformagoes de cor-
denadas (x,t), de um evento no espaco-tempo, para
outras coordenadas (x,?) da seguinte maneira: (x,t) =

G(x,1) = (b,a,v, R)(x,1), de tal modo que

X = Rx+vt+a, (2)
t+0. (3)

bl
Il

A transformacao identidade é, entao, caracterizada
por G = F =(0,0,0, R=1). Uma transformacao ¢ dita
elementar quando envolve somente um tipo de trans-
formacao (ou subgrupo). Por exemplo, (4,0,0,1), ou
(0,a,0,1). Assim, as rela¢des entre as transformacoes

elementares ficam dadas por
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onde a notagao empregada é tal que as transformacoes elementares sao denotadas por simples parénteses, como

por exemplo (5,0,0,0) = (b), ou (0,a,0,1) = (a). Vé-se entdo, como ilustragio, que as transformacdes puras de

Galilei nao comutam com as translacoes no tempo, e as translacoes no espago e no tempo comutam entre si. Usando

essas propriedades, a lei de composicao do grupo pode ser estabelecida. Isto é, dado dois elementos de G, G; =

(bi,a1,v1, Ry) e Gy = (ba, a2, va, R2), 0 elemento G = (b,a,v, R), definido pela agdo de G5 seguindo a de Gy, é

dado por

G = GGy

= (b:b1—|—b2,a:al—|—b2,VIV1—|—R1V2,RIRle). (4)

O elemento inverso de G, denotado por G~1, é de-

finido por GG~ = G7'G = F, tal que

G™' = (ba,v,R)"!
= (=b,R7*bv—a),—-R™'v,R™). (5)

Considerando os elementos infinitesimais dos sub-
grupos a um parametro e usando a lei de composicao,
FEq.(4), as relacdes de comutagio entre os geradores po-
dem ser calculadas. Tais relagoes estabelecem a dlgebra
de Lie do Grupo de Galilei na representacao do espago-
tempo. Em termos de representacoes unitarias, es-
ses geradores sao considerados operadores Hermitianos.
Denotando, entao, por J o gerador das rotacoes, A o
gerador de deslocamentos espaciais, G o gerador de
transformacoes puras de Galilei, e H o gerador de de-
slocamentos no tempo, as relacoes de comutacao nao

nulas ficam dadas por

i, ;] = deijudr, (6)
i, 4] = ieijpds, (7)
[Ji,Gj] = ieijrGh, (8)
G, H] = —iF (9)
[4i,G;] = —imé;1, (10)

onde ;51 ¢ o tensor de Levi-Cevita e m ¢ uma constante

real.

Na representacao do espago-tempo, os geradores in-
finitesimais que estabelecem as transformacoes dadas
pelas eqs.(2) e (3) satisfazem as eqs.(6)-(10), comm = 0
na eq.(10). Neste caso, um tal conjunto de rela¢des de
comutagao constitui uma representacao fiel da algebra
de Lie de G [9]. Contudo, aqui, tais equacdes com m em
principio nao nulo estao representando, de maneira ge-
ral, as rela¢oes de comutacao para representacoes proje-
tivas do grupo de Galilei. Observe, assim, que somente
quando m = 0 existe uma reducao da representacao
projetiva a representacdo fiel do grupo. Se m # 0 a
algebra de Lie passa, entao, a ser uma eztensio cen-
tral da algebra de Lie original, ao se considerar m um
operador miltiplo da identidade.

Para a deducao de uma representacao que descreva
algum sistema fisico, a existéncia de um operador, P,
representando o momentum de uma particula é, entao,
postulada. Este operador devera estar associado a
possivels combinacoes de operadores da algebra de Lie
do grupo de Galilei, satisfazendo as seguintes condi¢oes
fisicas: (i) o valor esperado de P deve ser inalterado por
uma transla¢do no estado. (ii) P se transforma como
um vetor quando o estado for rodado. (iii) O valor
esperado de P mudara de um fator de pv, quando o es-
tado for transformado de um sistema de referéncia para
um outro com velocidade relativa v; ou seja, quando o
estado for submetido a uma transformacao pura de Ga-
lilei, sendo g uma constante identificada com a massa

da particula. Da mesma maneira, um operador posi¢ao
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Q é postulado satisfazendo as condigdes (i) e (ii), sendo
que na terceira condi¢ao é acrescido tv a Q. Denotando

por U(v) o operador unitirio que produz as trans-

(alU(v)T QU (v)Ib)
(alU() P U(v)[B)

Considerando transformagdes infinitesimais, U(v)
pode ser escrito em primeira ordem como U(v) =~
1 —ipbv - G’, o que resulta em

bl

[ Pi, G}] = —ipb;. (13)

Assim, uma representacao fisicamente consistente é ob-
tida com a seguinte identificacao dos geradores de G
(egqs. (6)—(10)): P =A, m=p ¢ G =G’ Além

disso, o operador posi¢ao pode ser definido como

G 1
P.

Q=_-— (14)

Desse modo, as eqs.(13) e (14) fornecem as relagdes de
incerteza de Heisenberg: [ P;, Q;] = —ié;; (o sistema
de unidades em que /i = 1 estd sendo usado).

A evolucao de um operador arbitrario & é estabele-
cida pelo gerador de translacao temporal do grupo, o
operador H. Isto é, £(t) é dado por

§(t) = exp(it H)& exp(—1 H), (15)

que resulta na equacgao

(16)

Para escrever explicitamente a eq.(16), notemos que os
invariantes da dlgebra de Lie, eqs.(6)-(10), chamados

também de invariantes de Casimir, sao dados por

P2
L= o—-1, (17)
L, = (J-QxP). (18)

Tais invariantes possuem um valor constante numa
representacao irredutivel; o que significa que sao
miltiplos do operador identidade (isto é o resultado dos
chamados lemas de Schur [5]). Substituindo, entao, H

dado pela eq.(17) na eq.(16), resulta
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formacgoes puras de Galilei, tais condigoes sobre P e

Q sao dadas por

{alQ[o) + tv(alb),
(a|P|b) + pv{alb).

Zf(t) = [f(t),—], (19)

2m

que é a equagao de Heisenberg descrevendo uma
particula quantica livre. Note que o valor do invari-
ante de Casimir /; nao desempenha aqui um papel es-
pecial. Assim, a situagao em que H = P2/2m pode ser
escolhida. Ou seja, o gerador de evolu¢ao temporal do
grupo passa a ser identificado com a energia do sistema,
que fica definida a menos de uma constante arbitraria.
A partir da eq.(16), que define a descrigdo de Heisen-
berg, a descrigcao de Schrodinger pode ser introduzida
de modo usual, resultando na equacao de Schrodinger,

i) = oy, (20)

Desde que os operadores H, P e o invariante I,
o spin, comutam entre si, uma representacao tal que

sejam diagonais pode ser escolhida. Isto €,

Plp,E,s) =
Hlp,E,;s) =

plp, £, s),
E|paEa5>a

sendo s o valor do invariante I, que sera tido como
zero. Assim, podemos escrever ¢(p, E) = (p, F|¢(1)),

o que resulta, a partir da eq.(20), em

H(p)o(p) = E¢(p); (L, 1) = Boe™ 7', (21)

with ¢ = ¢®.

Na situagdo em que m = 0 na eq.(10), ndo existe
combinacao de operadores da algebra de Lie do grupo
de Galilei que possa ser identificada com P e Q (para
a demostracdo vide o trabalho de Hamermesh [9]). Ou
seja, nao se encontra uma representacao unitaria nao

relativistica para particulas de massa nula.
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As representacoes unitarias do grupo de Galilei
apresentadas na secao anterior, embora consistentes,
nao esgotam todas as possibilidades de representagoes
unitarias. De fato, a unica representacao fisica irre-
dutivel obtida resulta numa equagao de Shrodinger li-
near descrevendo uma particula livre. Entretanto, isto
nao é suficiente para cobrir toda a diversidade de pro-
cessos na fisica nao relativistica, como na fisica da
matéria condensada onde ocorrem processos nao linea-
res e de quebras de simetria. Tal fato, por si sé, jus-
tifica o estudo das representagdes do grupo de Galilei
sob perspectivas mais gerais. E i1sto pode ser obtido se,
a priori, for estabelecido a variedade em que as trans-
formacoes do grupo de Galilei estao definidas. FEste é
o objetivo principal nesta secao. Para isto, é possivel
proceder como segue [34].

O Espago Euclidiano (€) é o espago vetorial métrico
no R3, tal que a distancia entre dois pontos perma-
nece invariante por transformacoes lineares. Em ter-
mos vetorias, isto significa que dado dois vetores x =

(zt, 22 23) ey = (y1, ¥%, ¥%) em &, tem-se que

D=x’4+y?—2x-y (22)

é invariante por rotacoes e translacoes. Nos proces-
sos fisicos descritos por uma mecanica Galileana, os
fenomenos se dao como transformagdes em &, que
sdo ainda translagbes e rotacdes (os aspectos de di-
lata¢do nao serdo discutidos aqui). Todavia, uma das
translacoes, a transformacgao pura de Galilei, é definida
via um parametro extra, o tempo. Mas a particulari-
dade basica nas transformagoes Galileanas é ainda a de
manter D? invariante. Podemos, entdo, usar a eq.(22)
para introduzir um espaco métrico de dimensao maior
que trés, a fim de incluir o parametro tempo como uma
coordenada. De fato, isto pode ser assim, se a eq.(22)

for reescrita como

1 XZ y2
2 2
—_p?= X Y iy 9
s 9 o g TXY (23)

Esta expressao, entretanto, nada mais é do que o pro-
duto escalar de dois vetores particulares de um espaco
métrico penta-dimensional, a ser chamado de G, esta-

belecido a seguir.
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Dado dois vetores arbitrarios z = (21, 22, 23 2% 2%) =

(x,zt,2%) ey = (v, v*, v°, v",v°) = (v, v*,¥°) em G, 0

produto escalar é definido por

(zly) = nua'y”

n=3
— leyl _ x4y5 _ $5y4. (24)
i=1

Ou seja, o tensor métrico 7, é dado por

100 0 0
010 0 0
mw)=10 01 0 o0 |]. (25)
000 0 -1

000 -1 0

(Os indices latinos aqui estardo indicando as compo-
nentes de vetores em &, como na eq.(24)). Note que
o produto escalar em G se reduz a expressio de s2,

eq.(23), quando x e y em (x]y) forem tais que

2 2

y 4 4
== = =t. 2
o ) (26)

and x

As operagoes de subir e descer indices tensorias po-

dem ser introduzidas pelas relacoes

zy =nuwe’ e zf=n""x,, (27)

onde (nu,)~' = n*”. Desse modo, a eq.(24) pode ser

escrita como

(zly) = zuy" = 2y,

coma; =a', (i=1,2,3); at=—x5 e 2°= -z,
Podemos definir uma classe de transformacoes line-

ares por

ot = LH a; (28)

tal que, as componentes conectadas a identidade sa-
tisfacam & condicdo |L| = 1. Assumindo que n,, é

invariante sob tais transformagdes, segue da eq.(24) que

Lyl =n; (29)

onde LT significa a matriz transposta de L. Os vetores
contravariantes sao, entao, tensores contravariantes de

primeira ordem que se transformam como

VE=LE VY, LF = oz

v Jav

(30)
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De modo outro, os vetores covariantes se transformam

como

V=LV, (31)
com

v

L) =mnuL%n”"

Um tipo de vetor covariante é aquele descrito pelos ope-

radores diferenciais 9, = 9/0x", pois atente para que

0y =10,

sendo 0,0% um invariante.

Um exemplo de tais transformagoes é dado por

= Ri]»xj — vt (32)
o= 2 (33)
P = 2= o' (R )+ —vizt; (34)

que resulta em

RY R, RY —v 0

R% R, R% —v? 0

(L¥,) = R R? R% —v* 0
0 0 0 1 0

—o; R~y R, —vy Rl %vz 1

Com Ri]» = 6@» nas Eqs.(32)-(34), os operadores

diferenciais se transformam como

o = 0 +vi0s,
ds = Oa+t Ui@i + %Vzﬁs,
55 = 85.

Outro b-vetor de interesse é dado por

pu = (p, E/m,m),

onde E = p?/2m. As componentes de P, se transfor-

maln como

P, = R/Pj+wvPs, (35)
L 1

Py = P4—|—UZ(RZ»]P]')—|—§V2P5, (36)

P5 — P5~ (37)

Observe que as eqs.(32) e (33) sio as transformagdes

de Galilei definidas pelas eqs.(2) e (3) com a e b nulos e

xt =t. A eq.(34) aparece como uma condi¢ao de com-
patibilidade devido ao uso do espago G. Esta condigao é
expressa pelas Eqs.(23) e (26) e representa uma imersao
G [34]. De fato,
todo vetor do espaco Euclidiano, (A) = (Al A% A3)

é 1merso em G através da seguinte aplicacao,

do espaco Euclidiano no espago

J:A — A=(A1,A%/2); A€gG.

Assim, os vetores de & estao numa correspondéncia 1-1

com vetores de G do tipo nulo; isto é, vetores tais que

IA] = (A)? + A3A* + A5A°

(A)? —24%A° = 0,

sendo |A| = (A|4) a norma de A.

Similar ao que ocorre no espac¢o de Minkowski, dois
outros tipos de vetores estao definidos em G, que sao os
vetores com |A| > 0 e |4 < 0. Em particular, de
acordo com as egs.(23) e (26), os vetores associados a
invariancia Galileana sao também vetores do tipo nulo.

O espago G, por outro lado, esta em correspondéncia
com um espaco de Minkowski (4, 1), a ser denominado
por M, através da seguinte transformacao de coorde-

nadas em G,

Rz z'

et +2°)/V2

2
H»-b
1T 1

(
(

R’ et — ®) V2,
que resulta em (z|y) = guoz”z”, com diag (gu,) =
(+,+,+,+,—). Portanto, £ tem sido imerso em M

através da seguinte composi¢ao de aplica¢des [34]:

RS : & — M

IV. Algebra de Lie do grupo de Galilei

Consideremos, primeiro, as transformacoes ho-
mogéneas dadas pelas eqs.(32)-(34) na forma infinite-

simal; isto é, a matriz (L*,)) é dada por
L¥ = 8" + €.

Usando a eq.(29), a condigdo de invariancia da métrica,

obtem-se
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€ Nup + Mvac’y = 0.

Definindo

que ainda pode ser escrita como

onde

J1

Ja

G

A. E. Santana

A partir da andlise da eq.(38), amatriz (¢*,) pode entao

As relacgoes de comutagao nao nulas entre esses geradores sao dadas por

i, 5] = cijrde; [Ji, Gj] = €ijeGre.

Tal conjunto de relagoes é uma representacao da

algebra de Lie do grupo Euclidiano, definido como o

produto semidireto entre o grupo de rotagao e o grupo

abeliano de translagao. Assim, os geradores (G; podem

descrever translagoes infinitesimais no espaco Euclidi-

ano. De fato, podemos mostrar que as matrizes (G;) sdo

os geradores de transformacoes puras de Galilei. Para

(38) ser dada como [34]
0 ety ety el el
—ely 0 N T
)= €y —% 0 &
ey et S ey 0
ety e, &, 0 =Yy
ety =w?, ey =w? = wl
614 = —?1, 624 = —U3y, 634 = —v3,
0 w? w? —v; 0
—w? 0 wl —vy 0
=1 -w —w 0 -—vz 0];
0 0 0 0 0
—U1 —V3 —v3 0 0
n=3 n=3
(ENV) = Z wiJZ' — Z UiGi,
i=1 i=1
0 0 0 00 0 01
0 0 1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0);Jo=]-1 0 0
0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 00 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 O 0 0 0
0 00 0 0];Gi=|0 00
0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 00 10 0
00 0 00 00 00
00 0 1 0 00 00
00 00 O0f; Ga=]0 0 01
00 0 00 00 00
01 0 0 0 0010

OO OO =

oo o oo

oo o oo

(40)

O o oo o

(43)

tanto, considere o caso em que Ri]» = 6@» nas eqs.(32)-

(34); ou seja,

que corresponde,

b — vt (44)

w, (45)
|

25— vt 4 §v2x4, (46)

por definicao, a uma transformacao
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pula de Galilei em G. Segue, entao, que

Usando o fato que

(G1)* = (G2)* = (Gs)* =

e G;G; =0

eq.(47), pode ser escrito como

para i#£j, tem-se que (L*), dado pela

(ea:p(—viGi)) NV

. 1 ..
(5“1/ — (vZGi + §UZU]GZ'G]')

1

v

Ou seja, as eqs.(44)—(46), que definem uma trans-
formacao pura de Galilei, sao obtidas a partir das ma-

trizes G; por
h = ea:p(—viGi)“Vx”.

Consideremos, agora, transformacdes nao ho-

mogeéneas do tipo z* = L* ¥ 4 a* |, de modo que

= Ri]» v —viat 4 a, (49)

= 2t at, (50)
|

P = xE’—vZ(RZ]»x])—I— §v2x4—|—a5. (51)

Com o intuito de estudar a algebra de Lie associada
a estas transformacoes, é conveniente utilizar, na de-
fini¢ao das transformacoes infinitesimais, os geradores

na forma de operadores diferenciais. Assim, conside-

rando
LNI/ = 6NV + ENI/
3 3
= (SMV + ZU}ZJZ' — ZUZGZ — a“AM,
i=1 i=1

e procedendo de maneira usual, encontramos que os ge-

radores sao dados por

OO = O
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0 —U1 0
0 —V9 0
1 —v3 0 (47)
0 1 0
—v3 %vz 1
0O 0 0 0 0
0O 0 0 0 0
00000 (48)
0O 0 0 0 0
0O 01 0 0
1, 5,0 53 0
=~ L L 2
ho= lgE ) (52
1,0 40
foo= Sl gE — ) (53)
1,0 g 0
Js = 5(1‘ i @), (54)
0 .0
_ 4 i
Gy, = =z 8xi+ 525 (55)
0
A = oo (56)

As relacoes de comutacao ficam, entao, especificadas

por

i, ;] = deijudr, (57)
i, 4] = ieijpds, (58)
[7i,G;] = icijpGr, (59)
(Gi, As] = —iAy, (60)
[4i,G;] = —iAsé;;. (61)

Esta é a algebra de Lie para as transformagoes de Galilei
nao homogéneas que serd denotada por g. As eqs.(52)-
(56) passam a ser, entdo, uma representacao de g.
O fator imaginario 7 tem sido introduzido, tendo em
vista o estudo de representacoes unitarias, na proxima
secao. Em tal situacao, por exemplo, o gerador J cor-
responderd ao momento angular total, que numa repre-
sentacao escalar sera o momento angular orbital. Na
situagao mais geral que a escalar, J incluird o momento

angular intrinseco.
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V. Equag¢ao de Schrodinger

Nesta secao vamos estudar representacoes unitarias
que descrevam particulas quanticas livres, partindo da
analise dos invariantes da algebra g. Como primeiro
resultado é, entao, deduzida a equagao de Schrodinger
na forma de um campo escalar classico. A quantizacao,
que é apresentada em certo detalhe apenas por comple-
teza & natureza pedagdgica do trabalho, segue também
no contexto da covariancia Galileana.

Os invariantes de g sao

L = A AR (62)
L, = (J—QxP)* (63)
Is = As, (64)

onde Q = G/As. Considere a representagdo na qual

I, =0, e com I; e I3 especificados por

Lile,m,z) = cle,m,z),

Asle,myz) = mle,m, z).

Podemos, entdao, escolher A, como sendo o 5-

momentum, definido pelas eqs.(35)—(37), de modo que

A, = P, =10,. Dessa maneira,

Ai = Pz’ = i@i,
P4 = E/2m2234223t,
P5 = 265

Ps5 descreve a massa da particula. Podemos, assim, es-

crever W(z;e,m) = W(x,2* = t;¢;m) = (x;¢, m|¥),
que resulta nas equagoes
—0,0"0U(z;¢,m) = e¥(z;c,m), (65)
e
(105 — m)¥(x;¢c,m) = 0. (66)

[(x;t), ¥T(x;1)] =
[(x;t), ¥(xst)] =

A. E. Santana

Como se trata de duas equacoes independentes, segue

que a fun¢ao de onda ¥ pode ser fatorada como
U(x;e,m) = g=ime® P(x;t;¢).

Assim, temos

(20504 — v* +¢) e ime? P(x;t;¢) = 0. (67)

Esta equacao corresponde a equagao de Schrodinger

descrevendo uma particula livre; isto é

ihY(x;t) = —%vzd)(x;t)

= Hoy(x;t). (68)

¢ tem sido escolhido como zero ao se escrever a eq.(68),
uma vez que se trata de um termo constante adicio-
nado a energia cinética da particula. As funcoes de
onda (x;t) estdo definidas num espaco de Hilbert a
ser denotado por H.

A versao quantizada pode ser induzida a partir dos
invariantes da algebra de Lie, ao se postular uma re-
presentacao em termos de operadores de campo satis-

fazendo as seguintes equagoes,

0, 0" (x;m) =0, (69)

(105 — m)¥(x; m) = 0; (70)

onde ¥ est4 definido num espaco de Fock (F) tal que

F=®nHO™, m=0,1,2....

Nessa situacao, também temos

U(x;m) = e—ime® 1/3()(;15);

tal que os operadores 1/;(1‘) and 1/;T(x) satisfazem as se-

guintes relagdes de comutacao (a tempos iguais)

§(x —x'),
[oF (x5 ), 1 (x5 )] = 0.

Assim, a partir da eq.(69), a equacdo de Schrodinger segundo quantizada fica dada por

i0h(x) =

1 .
o V2 U(x).
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No espago F esta definido o estado |0), o vacuo, tal que (x;t)[0) =0, (0]0) =1, e ¥T(x,;%)[0) = |xn). Um

vetor geral em F é definido por

IX(1)) = ¥ (1)

onde d"x = dxidxy - - - dx,,

xn) = ¥7 (x1) T (x2) -

Xp;t) sdo fungdes simétricas definidas no espago de Hilbert H, tais que

€ 1/)(X1,X2, o

1/)(X1aX2a"'Xn;t) =

al-

Além disso

<Xn|X

- 1
0) + —/ X1,X2, X )| xn)d"x,
0|> ;m 1/)( 1,A&2 )|X>

1 (x4)]0)

n
H Xi |X

() = 50 3 [ 4 e s i) s s,
i=1

A expressao dos geradores compativel com a eq.(69)

e com as relagoes de comutacao da algebra de Lie g é:

K= / B (%) K (x) d(x)dx; (71)

onde K(x) estd representando um dos geradores da
algebra de Lie g. Ou seja tais geradores satisfazem as

relagoes de comutacao

>

= 1&gk Jk,

—
N

>

ﬁ
=
S~

= 1&g P,

m§>

= sza
= —iPs6y;,

(G
7

onde Ps ¢ constante e dado por Ps = NPs. N, o ope-

]
]
1 = ienGh,
1]
G

rador nimero, é definido, de modo compativel com da

eq.(70), por

N:/N@@:/ﬁ@ﬁ@@. (72)
Observe que a eq.(69) pode ser escrita como
que corresponde a equacao de evolucao temporal do

operador de campo 1/;()() na descricao de Heisenberg.

A generalizacao para férmions é imediata.
VI. Conclusoes e Observacgoes finais

As simetrias de Galilei tem sido apresentadas aqui

a partir da analise da estrutura de variedade em que as

transformacgoes Galileanas estao definidas. O ingredi-
ente basico corresponde a uma imersao do espaco Eu-
clidiano no espaco penta dimensional G. A relacao de G
com o espaco de Minkowski (4, 1) (M) também tem sido
analisada. Desse modo, a estrutura geométrica associ-
ada a invariancia Galileana fica estabelecida. Isso per-
mite, além de uma formulacao axiomatica consistente,
explorar no contexto dos sistemas nao relativisticos, ele-
mentos vantajosos desenvolvidos na fisica Lorentziana.
Em termos formais, isto significa, em particular, que
as representacoes fisicas da algebra de Lie do grupo de
Galilei podem ser tratadas como representacoes veto-
rias (n&o projetivas).

Com este formalismo geométrico, as representacoes
spinoriais podem ser estudadas seguindo em paralelo ao
caso relativistico [33]. De fato, podemos introduzir um
divisor de tal modo que a partir da represencao basica,

dada pelas eqs.(65) e (66), obtem-se

Y0, ¥ (x) =0, (74)
(105 — m)¥(x) = 0, (75)
onde
()
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As matrizes v# formam uma algebra de Clifford [35]de
cinco dimensdes que pode ser inferida da imersdao o<y :

& — M. Ou seja

i_ [ Oq 0 . 4 _
=5 5

onde o; sao as matrizes de Pauli e V2 indica uma ma-
triz 2 x 2. Esta representacao spinorial, bem como a
invariancia de calibre, e representacoes para sistemas
classicos serao tratadas em outro lugar.
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