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Trabalho recebido em 20 de outubro de 1996

Utilizando um tema muito comum na Mecânica Quântica, chegamos a um resultado muito
interessante que n~ao �e usualmente abordado na literatura tradicional. Trata-se do c�alculo
dos autovalores da energia do el�etron em po�cos de potenciais quadrados �nitos assim�etricos.
Mostraremos que os autovalores da energia do el�etron em po�cos de potenciais �nitos as-
sim�etricos podem ser obtidos a partir das solu�c~oes de primeira e segunda classes dos po�cos
de potenciais quadrados �nitos sim�etricos, que s~ao encontradas nos livros de Mecânica
Quântica.

Abstract

Using a common theme in Quantum Mechanics, we reached an interesting result which is
not usually developed in the traditional literature. This theme is the calculation of the
electron energy eigenvalue in assymmetric �nite square potential wells. We will show that
the electron energy eigenvalue in assymmetric �nite square potential wells may be obtained
from �rst and second classes solutions of symmetric �nite square potential wells, which are
found in Quantum Mechanics books.

I. Introdu�c~ao

Nos anos recentes com o desenvolvimento de so�s-

ticadas t�ecnicas de crescimento de cristais, tais como a

Epitaxia por Feixe Molecular (MBE), tornou-se poss��vel

a fabrica�c~ao de estruturas semicondutoras, nas quais

el�etrons �cam con�nados em po�cos quânticos quadra-

dos, geralmente constitu��dos de GaAs. Ent~ao o que

antes era um simples problema acadêmico de encontrar

a solu�c~ao da equa�c~ao de Schr�odinger para o el�etron con-

�nado em um po�co quântico, passou a ter um interesse

pr�atico[1].

Frequentemente os pesquisadores que trabalham

nessa �area se defrontam com a quest~ao de se considerar

o po�co como sim�etrico ou assim�etrico. Dependendo do
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problema que se est�a estudando, a escolha correta pode

trazer grande simpli�ca�c~ao nos c�alculos.

Tradicionalmente os livros de Mecânica Quântica

apresentam a solu�c~ao do problema cl�assico, que �e o

c�alculo dos autovalores da energia de um el�etron em um

po�co de potencial quadrado �nito, considerando o po�co

sim�etrico e de largura L(�L=2 < y < L=2): Normal-

mente calcula-se as autofun�c~oes do el�etron e, atrav�es

de m�etodos gr�a�cos, calcula-se quantos e quais s~ao os

autovalores deste problema [2;3]. No entanto, quando

se trata de um po�co de potencial quadrado �nito as-

sim�etrico de mesma largura L(0 < y < L) n~ao se vê o

mesmo tratamento. Neste trabalho vamos calcular os

autovalores da energia do el�etron para os dois tipos de

po�cos sim�etrico e assim�etrico e mostrar que as solu�c~oes

s~ao equivalentes.

II. Po�co de potencial quadrado �nito sim�etrico

Seja um el�etron em um po�co quântico de largura

L(�L=2 < y < L=2); con�nado pelo potencial V (y),

dado por:

V (y) =

�
V0 p=jyj > L

2

0 p=jyj < L
2

(1)

conforme mostrado na �gura 1.

Consideremos o caso em que a energia do el�etron �e

menor que a altura da barreira, isto �e, E < V0 e seja m

a massa efetiva do el�etron. Na regi~ao �L=2 < y < L=2

devemos resolver a equa�c~ao de Schr�odinger indepen-

dente do tempo:

d2�(y)

dy2
+

2mE

~2
�(y) = 0(2) (2)

Figura 1. Representa�c~ao de um po�co de potencial quadrado
sim�etrico.

Fazendo

K1 =

r
2mE

~2
(3)

teremos a equa�c~ao diferencial

d2�(y)

dy2
+K2

1�(y) = 0 (4)

cuja solu�c~ao �e

�(y) = B1senK1y +B2cosK1y; p=�
L

2
< y <

L

2
(5)

Nas regi~oes y < �L=2 e y > L=2 teremos:

d2�(y)

dy2
�

2m(V0 � E)

~2
�(y) = 0 (6)

e fazendo

K2 =

r
2m(V0 � E)

~2
(7)

teremos a equa�c~ao diferencial

d2�(y)

dy2
�K2

2�(y) = 0 (8)

cujas solu�c~oes s~ao

�(y) = C1e
K2y +C2e

�K2y ; p=y < �
L

2
(9)

e

�(y) = D1e
K2y +D2e

�K2y ; p=y >
L

2
(10)

Impondo a condi�c~ao de que a autofun�c~ao permane�ca

�nita para todo y, deveremos ter C2 = 0 e D1 = 0. As

equa�c~oes (9) e (10) se reduzem ent~ao a

�(y) = C1e
K2y ; p=y < �

L

2
(11)

e

�(y) = D2e
�K2y ; p=y >

L

2
(12)

Usando as condi�c~oes de continuidade das auto-

fun�c~oes e conserva�c~ao da corrente nas interfaces do

po�co, teremos as seguintes rela�c~oes a serem satisfeitas:

K1 tg
K1L

2
= K2 (13)

e

K1 cotg
K1L

2
= �K2: (14)
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Como as duas equa�c~oes (13) e (14) n~ao podem ser

satisfeitas simultaneamente, teremos duas classes de au-

tofun�c~oes para o po�co quadrado sim�etrico.

II.1 Primeira classe

De�nida pela equa�c~ao (13):

K1 tg
K1L

2
= K2

e com a fun�c~ao de onda do el�etron dada por

�(y) =

8<
:
�
B2cos

K1L
2
eK2L=2

�
eK2y p=y < �L

2
B2cosK1y p=� L

2
< y < L

2�
B2cos

K1L
2
eK2L=2

�
e�K2y p=y > L

2

9=
; (15)

II.2 Segunda classe

De�nida pela equa�c~ao (14):

K1cotg
K1L

2
= �K2

e com a fun�c~ao de onda do el�etron dada por

�(y) =

8<
:
�
�B1sen

K1L
2
eK2L=2

�
eK2y p=y < �L

2
B1senK1y p=� L

2
< y < L

2�
B1sen

K1L
2
eK2L=2

�
e�K2y p=y > L

2

(16)

As constantes B1 e B2 s~ao determinadas atrav�es da

normaliza�c~ao da fun�c~ao de onda em todo o espa�co.

III. Po�co de potencial quadrado �nito as-

sim�etrico

Seja agora um el�etron em um po�co quântico de lar-

gura L(0 < y < L); con�nado pelo potencial V (y); dado

por:

V (y) =

8<
:

V0 p=y < 0
0 p=0 < y < L
V0 p=y > L

(17)

conforme mostrado na �gura 2.

Estaremos novamente considerando o caso em que a

energia do el�etron �e menor que a altura da barreira, isto

�e, E < V0. Como no caso anterior, teremos as solu�c~oes:

�(y) = AsenK1y + BcosK1y ; p=0 < y < L (18)

�(y) = CeK2y ; p=y < 0 (19)

�(y) = De�K2y ; p=y > L (20)

Usando novamente as condi�c~oes de continuidade das

autofun�c~oes e conserva�c~ao da corrente nas interfaces do

po�co, teremos a seguinte rela�c~ao a ser satisfeita:

tg K1L =
2K1K2

K2
1 �K2

2

(21)

com a fun�c~ao de onda do el�etron dada por

�(y) =

8>><
>>:

AK1

K2

eK2y p=y < 0

A
�
senK1y +

K1

K2

cosK1y
�

p=0 < y < L

A
�
senK1L + K1

K2

cosK1L
�
eK2Le�K2y p=0 > L

(22)
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Figura 2. Representa�c~ao de um po�co de potencial quadrado
assim�etrico.

A constante A �e determinada atrav�es da norma-

liza�c~ao da fun�c~ao de onda em todo o espa�co.

IV. Compara�c~ao entre os autovalores de energia

dos dois po�cos

Com o uso da rela�c~ao trigonom�etrica

tgK1L =
2tgK1L

2

1� tg2K1L
2

; (23)

a equa�c~ao (21) se torna:

K2
1 �K2

2 = 2K1K2

�
1� tg2K1L=2

2tg K1L=2

�
(24)

que pode ser fatorada, resultando em:

�
K1tg

K1L

2
�K2

�
�

�
K1 cot g

K1L

2
+K2

�
= 0 (25)

Esta equa�c~ao �e o produto das equa�c~oes (13) e (14) e,

portanto, a solu�c~ao do po�co quântico �nito assim�etrico

�e igual ao conjunto das solu�c~oes de primeira e segunda

classe do po�co quântico �nito sim�etrico. Ent~ao, se en-

contrarmos as solu�c~oes das equa�c~oes (13) e (14), esta-

remos encontrando as solu�c~oes da equa�c~ao (21).

VI. Conclus~oes

A grande vantagem de trabalharmos com o po�co

assim�etrico �e que temos uma �unica express~ao para a

fun�c~ao de onda que descreve o conjunto completo dos

n��veis de energia, enquanto que para o po�co sim�etrico

temos duas classes de fun�c~oes. A desvantagem �ca-

ria por conta de encontrar as solu�c~oes para a equa�c~ao

transcendental (21). No entanto, no presente trabalho,

n�os mostramos que tais solu�c~oes podem ser obtidas a

partir das solu�c~oes do po�co sim�etrico, que s~ao conhe-

cidas e podem ser facilmente encontradas em livros de

Mecânica Quântica.
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