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Esta Croénica mostra como se desenvolveu o que hoje conhecemos como Célculo Diferen-
cial e Integral. Nesta terceira parte, estudaremos o desenvolvimento desse Célculo devido
aos trabalhos realizados por contemporaneos de Newton e Leibniz, principalmente os dos

irmaos James e John Bernoulli e o de I’Hépital.

Abstract

This Chronicle shows how what today means Integral and Differential Calculus was
developped. In this third part, we study the development of this Calculus due to the work
by the contemporaneous of Newton and Leibniz, principally the brothers James and John

Bernoulli and I’Hépital ones.

Nas duas primeiras partes da Crénica,! vimos como
se desenvolveu o Cdlculo Diferencial e Integral
desde a Antiguidade até os trabalhos de Newton e Leib-
niz, estes realizados na segunda metade do Século X VII.
Nesta terceira parte,? estudaremos os trabalhos que se
seguiram aos de Newton e de Leibniz, principalmente
os desenvolvidos no final do Século XVII e no comego
do XVIIL.

Nas duas tltimas décadas do Século XVII, a difusio

do calculo leibniziano por parte dos matematicos sui¢os; .

os irmaos James (Jakob, Jacques) Bernoulli (1654-

1705) e John (Johann, Jean) Bernoulli (1667-1748), ..

e do aluno de John, o matematico francés, Marqués
Guillaume Frangois Antoine de I’Hépital (1661-1704),
permitiu novas contribui¢ées ao desenvolvimento do

Calculo.

Embora formado em Teologia, James chegou a ser
professor de Matemadtica, na Universidade de Basiléia,
Suiga, em 1687.2 John, por sua vez, formou-se em Me-
dicina nessa mesma Universidade, em 1690, e tornou-se,
também, professor de Matematica, na Universidade de

Groningen, Holanda, em 1695. Apés a morte de James,

John o sucedeu na Universidade de Basiléia.

Os primeiros contactos dos irméos Bernoulli com o
trabalho de Leibniz ocorreram em 1685, logo apds este .
publicar seu primeiro artigo sobre o Célculo, na Acta,
em 1684, conforme ja referimos. Logo depois, em Ju-
nho de 1686, Leibniz publicou um outro trabalho nessa
mesma Revista. Assim, eles sé comegaram a estudar
sistematicamente os trabalhos de Leibniz, entre 1687 e
1690, através de cartas trocadas com esse matematico.
Nessa mesma época, James mantinha uma ativa cor-
respondéncia com outros matematicos, permitindo-lhe
atualizar-se com os principais problemas por eles estu-
dados, como, por exemplo, encontrar as equagdes das
curvas catenaria, tratdria (tractrix), isécrona, velaria

e lintearia.*

Na Acta Eruditorum de Maio de 1690, ha um pri-
meiro tratamento da isdcrona feito por James. Com
efeito, para essa curva, James afirmou que ela satis-
fazia & equagdo diferencial dy\/m = dxvad e

que, para obter a forma (y(x)) dessa curva bastaria

*Este artigo é em homenagem péstuma ao engenheiro civil TEIVELINO GUAPINDAIA, meu professor de Calculo Infinitesimal

na Escola de Engenharia do Pari, em 1954.
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igualar as integrais® dos dois membros, resultando em:
2, _ .3 .

20 Lt /by — a® = x Va3.° Nesse mesmo artigo,

James propds o problema de encontrar a forma da ca-

tenaria.

A solugdo desse problema proposto por James, apa-
receu na Acta de Junho de 1691, em trabalhos indepen-
dentes de Leibniz, Huygens e John que, contudo, nio
explicaram o método que haviam utilizado. O exame
de seus manuscritos, bem como das cartas que troca-
ram entre si, mostraram que enquanto Huygens usou
a velha geometria arquimediana para encontrar a sua
solucao, Leibniz e John encontraram-na por intermédio
do célculo. Das trés solu¢bes, no entanto, a mais clara
era a de John. Na linguagem atual, a solugao de John
é a seguinte. Primeiro, ele escreveu a equagao dife-
rencial satisfeita pela catendaria, a partir de argumentos
da mecanica dos corpos em equilibrio: % = 2, onde s
é o comprimento do arco, dado pors = [,/1 + (%)2
dy e a é uma constante. Depois, escreveu essa equagio
diferencial na forma dy = \/;+‘d—f-a——§. Por fim, ao in-

; So 1 — 7
tegra-la, obteve a equagdo: y = acosh (%).

Ainda durante o ano de 1691, James e John resolve-
ram uma série de problemas relacionados a forma das
curvas )4 referidas anteriormente. Por exemplo, estu-
daram a forma assumida por uma corda suspensa entre
dois pontos e sob a ag¢do de seu préprio peso, em al-
gumas situagdes, tais como: ineldstica e de densidade
variavel; elastica de espessura constante; e sob a agao
de forgas atuando em cada ponto da corda e dirigidas
a um ponto fixo. John resolveu, também, o problema

inverso: dada a equagdo da curva assumida por uma

corda ineldstica suspensa, encontrar a lei da variagao.de

sua densidade com o comprimento de arco. James, por

sua vez, demonstrou que de todas as formas assumidas

por uma corda suspensa entre dois pontos, a catenaria é
a que tem o centro de gravidade mais baixo. Por outro
lado, James e John demonstraram que a velaria obe-

( £)3, onde
s é o comprimento de arco. A tratorla f01 tratada por

dece a seguinte equagao diferencial:

James, ao deduzir a sua equagdo diferencial: —l =4
onde s também representa o comprimento de arco e a

é uma constante.

Também em 1691, James e John encontraram uma
férmula para calcular o raio de curvatura z de uma

curva, a qual James denominou regra de ouro. Na
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~ . L ds®  _ (dezfds)® _
notagdo atual, ela é dada por: z = 755

d2y/ds?
/ 2)3 / 2)3
v/ :2;7%?) = W1 4;,,@ )" James também escre-

veu essa expressao em coordenadas polares.

Foi a expressiao acima que impressionou ’Hépital
quando John o encontrou em Paris, em 1691. Com
efeito, em uma discussdo que travaram sobre curva-
tura, instigado por I’Hopital, John calculou, em pouco
tempo, o raio de curvatura de varias curvas em pouco
tempo, usando a expressdo acima referida. Embora nao
conhecesse o calculo diferencial leibniziano {ja que era
apenas versado em matemadtica cartesiana, porém, bas-
tante interessado em métodos infinitesimais), ’Hopital
contratou regiamente John para ensinar-lhe aquele
calculo - cujas aulas ocorreram entre 1691 e 1692 -,
bem como para comunicar-lhe toda vez que John fi-
zesse novas descobertas. Em 1696, I’Hopital reuniu as
aulas e as discussGes posteriores que tivera com John,
e incluindo contribui¢des préprias, publicou seu famoso
livto Analyse des Infiniment Petits (Andlise dos Infi-
nitamente Pequenos) - o primeiro livro didatico sobre
o célculo diferencial® -, no qual hé a célebre regra de
I’Hoépital sobre formas indeterminadas. Na linguagem
moderna, essa regra é a seguinte: se f(x) e g(x) sdo
fungoes diferenciaveis em

X = atal que f(a) = g(a) = 0, entdo lim; _, 4 [{—% =

9
hmz-—»a ry )

No livro, I’Hépital usou o conceito de diferenciais
um pouco diferente do de Leibniz, pois, enquanto para
este elas representavam diferencas infinitamente peque-
nas entre termos sucessivos de uma sequiéncia de valores
de uma dada variavel, para I’Hopital elas seriam par-
tes infinitamente pequenas adicionadas ou subtraidas
de uma variavel quando esta aumenta ou diminui de
maneira continua. Por outro lado, ele nao discutiu se as
diferenciais existem ou nao, contudo, através de alguns
postulados, demonstrou as regras do calculo lebniziano,
sobretudo, a diferencial do produto e do quociente de

duas fungoes.

O problema de calcular os valores extremos
(m&ximo ou minimo) de uma fung¢do representada por
uma curva, que havia sido objeto de estudo por parte de
alguns matemaéticos,'? foi também tratado por I’Hépital
no Analyse. Assim, por exemplo, para obter esses valo-
res, I’Hépital calculou a diferenca (dy) entre suas orde-

nadas, depois fez essa diferenga igual a zero ou infinito,
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conforme o caso.!! Ainda nesse livro, I’Hépital tratou
do célculo do ponto de inflexdo de uma curva (ponto em
que a curva muda o sentido de curvatura, isto ¢, passa
de concava a convexa ou vice-versa) e, para isso, desen-
volveu um método que equivalia a calcular a diferenca
da diferenca (ddy) e, em seguida fazé-la, também, igual
a zero ou infinito.

Voltemos aos trabalhos dos irmaos Bernoulli desen-
volvidos ainda na década de 1690. Em 1694, John resol-
veu equagdes diferenciais homogéneas por intermédio de
separacgao de varidveis, e de um modo mais completo
do que ja havia sido feito por Leibniz, em 1691.12 Por
sua vez, ainda em 1694, James usou a técnica das coor-
denadas polares, que havia descoberto em 1691,'3 para
estudar varias curvas, principalmente a lemniscata,!* a

15 ¢ a eldstica.l®

espiral logaritmica,

Um outro tipo de problema que contribuiu para o
desenvolvimento do Célculo foi o discutido por Leibniz
e pelos irmaos Bernoulli, ainda na década de 1690. Com
efeito, em 1694, Leibniz e John formularam o problema
de encontrar a curva ou uma familia de curvas que cor-
tam uma outra familia sob um determinado angulo.
John observou que a solugdo desse problema era im-
portante para o entendimento da teoria ondulatéria da
luz, proposta por Huygens, em 1690, pois com ela era
possivel encontrar as trajetdrias dos raios de luz que se
propagam em um meio nio uniforme, uma vez que tais
raios s2o perpendiculares as frentes da onda luminosa.
Em 1697, John apresentou esse problema como um de-
safio a James que, prontamente, o resolveu para alguns
casos particulares. Por seu lado, em 1698, John ob-
teve e resolveu a equagio diferencial dessas trajetdrias
(nome cunhado por ele, nessa ocasido) ortogonais a uma

familia particular de curvas, o mesmo acontecendo com

Leibniz. Este, por exemplo, considerou a equagao y? =

2bx, onde b é o parametro (nome dado por Leibniz)
da familia de curvas. Para obter as trajetérias orto-
gonais a essa familia, Leibniz derivou-a, isto é, obteve
a equagdo y % = b, e ao substituir esse resultado na
equagao inicial, encontrou a equagao diferencial y? = -
2xy % e ao integrd-la, obteve por fim as trajetérias a?

2

2 . . e .
- x* = £ ortogonais & familia de curvas considerada

(observar que 3£ = - %;— 17
Ainda na segunda metade da década de 1690, os
irmaos Bernoulli discutiram um problema interessante

que deu origem a uma nova disciplina da Matemaética: o

Célculo das Variagoes.!® Na Acta de Junho de 1696,
John propos o seguinte problema: - “Dados dois pon-
tos A e B em um plano vertical, encontrar a curva que
uma particula, somente sob a agio da gravidade, a des-
creverd em um tempo minimo”. Como se pode ver,
este nao é simplesmente um problema de determinar o
valor extremo de uma funcdo, ja que se trata de esco-
lher, dentre todas as curvas que passam pelos pontos
A e B, aquela que é descrita em um tempo minimo.!?
Esse problema foi tratado, em trabalhos independen-
tes, por Newton, Leibniz, I’Hépital, John,2° James, e
pelo matemadtico saxdo Conde Ehrenfried Walter Ts-
chirnhaus(en) (1651-1708), os quais foram publicados
no mesmo volume da Acta, de Maio de 1697. Todos
(com exce¢do de ’Hépital) demonstraram que aquela
curva (denominada por John de braquistécrona, do
grego brachistos - mais curto e chronos - tempo) era

a cicléide.?!

Até aqui, vimos que os varios problemas propostos
e resolvidos pelos irmaos Bernoulli, sobretudo os re-
lacionados com curvas, contribuiram bastante para o
desenvolvimento do Calculo Diferencial. Contudo, en- -
quanto existiam (e ainda existem) “regras de calculo”
(obtidas principalmente por Newton e Leibniz) para di-
ferenciar qualquer fung¢ao, o mesmo nao aconteceu com
a integragao, ja que ndo havia regras fixas (e ainda nao
existem) que pudessem integrar qualquer fungio pro-
posta. Portanto, para realizar algumas integrais foi
necessario utilizar técnicas, algumas delas inventadas
pelos irméos Bernoulli. Com efeito, na Acta de 1699,

T

. 2
James mostrou que para se resolver a integral | E,“—_d—r;

. . e~ 2 _ 2
bastaria fazer a seguinte substitui¢ao??: x = a%n%
para converter essa integral em [ % cujo resultado é a

fungao logaritimica. Por sua vez, em 1702, John apre-

sentou uma Mémoire 3 Academia Francesa de Ciéncias

na qual demonstrou que aquela integral poderia ser re-
2

solvida usando a seguinte transformagio: 94—y =

a — x
a 1 1
f(a+z+a—x

). Essa técnica, hoje conhecida como
o método das fragSes parciais, foi também e, in-
dependentemente, apresentada por Leibniz, na Acta de -
1702.23

Ao concluir esta Crénica, trataremos das principais
contribui¢bes para o entendimento das séries, realiza-
das pelos irm&os Bernoulli. Entre 1689 e 1704, James

publicou cinco artigos sobre séries infinitas (assunto
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para o qual alguns matemadticos ja haviam contribuido),
apresentando, contudo, alguns resultados novos.?* Com
efeito, em 1689, James preparou seu primeiro trabalho
sobre as séries infinitas, no qual apareceu a famosa de-
sigualdade de Bernoulli: (1 4+ x)” > 1 + nx onde
x (x > -1 e x # 0) é um numero real e n é um inteiro
maior do que um. Ainda nesse trabalho, trabalhou com
a série harmonica % + —é— + % + ...+ ;1; + ... .25 No se-
gundo trabalho, datado de 1692, James continuou tra-
balhando com outras séries, como, por exemplo, com
a série -115 + 21—2 + 3% + .. # + ..., a qual, contudo,
nao foi capaz de demonstrar que a mesma converge. No
terceiro trabalho, realizado em 1696, lidou com a série
T A S S
sultou numa grande polémica. Por exemplo, se £ = m

= n = 1, obtem-se a série alternada 1 -1+ 1-1 4
., para a qual James obteve o valor % Contudo, se
essa série for arrumada na forma (1-1) + (1-1) + (1
- 1) + ... obtem-se o valor 0; se ela for escrita na forma
1-(1-1)-(1-1)-(1-1)- .., encontra-se o valor
1. Por fim, se S for a soma da série alternada, entao
S=1-85,logoS = % Essa controvérsia fol resolvida
em 1703, quando o matematico italiano Guido Grandi
(1671-1742) no livro intitulado Quadratura Circuli et
Hyperbolae (A Quadratura do Circulo e da Hipérbole),
obteve o mesmo resultado de James usando, porém um
outro método. Com efeito, ele tomou a expansao H;z
=1-x+4+x%-x%+ ... efez x = 1, obtendo o resultado
%:1—l+1—1+... 26
Em seus trabalhos sobre séries, James e John redes-
cobriram as séries para sen nfé e cos nf, em termos de
sen f e cos 6, ja conhecidas pelo matematico francés
Frangois Viete (1540-1603),%7 e procuraram estendé-las

incluindo valores fracionarios para n.
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. James estudou Matemadtica por si préprio. Com

efeito, no final dos anos 1670, ja havia estudado
os seguintes livros: La Géométrie (A Geometria),
de 1637, do matematico francés René Descartes
(1596-1650); Arithmetica Infinitorum (Aritmética
do Infinito), de 1655, do matematico inglés
John Wallis (1616-1703); Lectiones Geometricae
(Ligbes Geométricas), de 1670, do matematico
inglés Isaac Barrow (1630-1677). Naquela época,
James ainda ndo conhecia os trabalhos sobre
Caélculo realizados tanto pelo matematico alemao
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), como
pelo fisico e matemético inglés Sir Isaac New-
ton (1642-1727). Apesar de Newton e Leibniz,
desde 1664 e 1672, respectivamente, haverem es-
crito esses trabalhos em forma de manuscritos,
eles s6 foram publicados posteriormente. New-
ton apresentou-os em seu famoso Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica (Principios Ma-
temdticos de Filosofia Natural), de 1687, e Leibniz
na Acta Eruditorum Lipsiensium (Atas dos Eru-
ditos de Lipsia (Leipzig)), de Outubro de 1684.

. A catendria (nome dado por Leibniz) é a curva

assumida por uma corda inextensivel e flexivel (ou
cadeia (catena)) suspensa livremente por dois
pontos. Essa curva ja havia sido considerada
pelo artista e inventor italiano Leonardo da Vinci
(1452-1519) e pelo fisico e astrénomo italiano Ga-
lileo Galilei (1564-1642). Este, por sinal, em 1636,
pensava tratar-se de uma parabola. Em 1646, o
fisico holandés Christiaan Huygens (1629-1695)
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demonstrou, por intermédio de um rigoroso ra-
ciocinio geométrico, que a catendria ndo era uma
parabola, porém, ndo conseguiu determinar sua
verdadeira forma. A tratéria é uma curva em
que a rela¢ac entre PT e OT é sempre constante,
para qualquer ponto P sobre a mesma, sendo T o
ponto de intersec¢do entre a tangente a curva em
P e uma reta horizontal, e O é o ponto em que
a curva corta essa reta. Essa curva foi, provavel-
mente, proposta pelo médico e arquiteto francés
Claude Perrault (1613-1688), e resulta do deslo-
camento, em cima de uma mesa, de um corpo
preso a uma corda, quando esta é deslocada ao
longo de um lado da mesa. A isécrona é a curva
descrita por um péndulo que realiza, ao mesmo
tempo, uma oscilagao completa tanto para peque-
nos quanto para grandes arcos. Essa curva se ca-
racteriza, também, pelo fato de que um corpo em
queda livre a descreve com velocidade constante.
A veldria é a curva formada por uma vela sus-
pensa por duas varas horizontais e soprada pelo
vento. A lintedria é a curva formada por um
pano, cheio de dgua, suspenso por duas varas ho-

rizontais, paralelas e fixas.

. Foi nesse trabalho que James usou pela pri-
meira vez a palavra integral. Em 1698, Leib-
niz concordou que o nome Calculus Integralis
(Cdlculo Integral), dado por James, era bem
melhor do que ele usava: Calculus Summato-
rius (Célculo Somatdrio). Alids, o nome Cal-
culus Integralis também foi usado por John,
ainda em 1698.

. Uma solu¢ao analitica andloga a essa ja havia sido

encontrada por Leibniz.

. Na época em que John obteve a forma da ca-
tendria, ainda ndo se representavam as funcoes
por simbolos (In, sen, cos, senh, cosh, etc), de
modo que ele a obteve por intermédio de uma

construcao geométrica pontual.

. As qualidades diddticas de I’'Hopital foram mais
uma vez real¢aldas no livro Traité Analytique des
Sections Coniques (Tratado Analitico das Secgies

Cénicas), publicado em 1707, apés sua morte.

L

9.

10.

11.

Em 1921, quando foram encontrados na Biblio-
teca da Universidade de Basiléia os manuscri-
tos das aulas (e cartas) de John a I’Hépital,
descobriu-se que a famosa regra de I’Hépital
havia sido demonstrada por John em carta que
enviou a I’Hépital, em 22 de Julho de 1694. Apds
a morte de I’Hépital, ocorrida em 1701, John ten-
tou reivindicar a autoria dessa regra em um tra-
balho publicado na Acta, em Agosto de 1704. No
entanto, nao lhe foi conferido esse crédito, pois
desde 1690 encontrava-se desacreditado devido as

desavencas piblicas com seu irmao James.

O método de obter 0 maximo ou o minimo de uma
fun¢do, foi utilizado pelo astronomo e matematico
alemao Johannes Kepler (1571-1630) em seu livro
Nova Stereometria Doliorum Vinariorum (Nova
Geometria Sélida dos Barris de Vinho), de 1615,
para demonstrar que de todos os paralelepipe-
dos de base quadrada inscritos em uma esfera,
o cubo é o que tem maior volume; pelo ma-
tematico francés Pierre Fermat (1601-1665) em
seu livto Methodus ad Disquirendam Mazimam
et Minimam (Método de Encontrar Mdrimos e
Minimos), de 1637, para calcular o centro de gra-
vidade de sélidos de revolugdo; por Leibniz no
artigo da Acta, de Outubro de 1684, para de-
monstrar a lei da refragio da luz; por Huygens
em seu Traité de la Lumiére (Tratado da Luz),
de 1690, para determinar a forma que apresen-
tasse a menor aberra¢io esférica, para uma lente
Por
fim, em 1691, o matematico francés Michel Ro-
lle (1652-1719) publicou o livro Démonstration
d’une Méthode por Résoudre les E‘galitéz de tous

de determinada abertura e distancia focal.

les Dégrez (Demonstragdo de um Método para Re-
solver as Iqualdades de todos os Graus) no qual
apresentou (sem demonstrar) o hoje famoso te-
orema de Rolle, a saber: se uma funcao f(x)
€ nula para quaisquer dois valores de x (a e b),
entao sua derivada f’(x) é nula para qualquer va-

lor de x entre a e b.

No Analyse, ’Hopital apresentou exemplos para

os dois casos. No primeiro, considerou a curva x3

+ y® = axy (folium de Descartes). Para obter
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12.

13.

14.

o ponto extremo, calculou a diferenga dy, e igua-
: 7. _ aydr — 3zzdr __
lou a mesma a zero, isto é: dy = _y'_——syy =222 = 0.

. 1/3
Com 1880, encontrou que: X = 2 3 a

. No segundo
caso, ele considerou a curvay - a = all3(a — z)?/3.
Ao calcular a diferenca dy = 3—(‘(1—2"1:&5/,735, percebeu
que para se obter o valor de x que tornava y um
extremo, era necessario fazer dy = oo, uma vez
que dy = 0 indicava que dx = 0. Assim, obteve

r=4da.

Em carta escrita a Huygens, Leibniz indicou a
maneira de resolver equagdes diferenciais do tipo:
y(%) = f(x)g(y), usando a técnica mais tarde co-
nhecida como separacao de varidveis, ou seja,
escrever a equagio acima na forma f‘é—% =g(y) %l,
e depois integrar cada termo da mesma. Ainda
nesse ano de 1691, Leibniz reduziu as equagdes
diferenciais de primeira ordem y’ = f(¥) a sim-
ples problema de quadratura, fazendo a seguinte
substitui¢io: y = vx. Em 1694, Leibniz voltou a
usar esse artificio na solu¢do da equagao diferen-
cial ordindria y’ + P(x)y = Q(x). Por sua vez, em
1695, James apresentou a equagao % = P(x)y +
Q(x)y", hoje conhecida como equagao de Ber-
noulli, como um desafio para alguem encontrar
sua solu¢io. Logo em 1696, Leibniz resolveu-
a fazendo a seguinte mudanca de varidvel: z
=Y
a por esse mesmo método, enquanto James ob-

1 -7 Nesse mesmo ano, John solucionou-

teve sua solucgio usando a técnica da separagao

de variaveis.

As coordenadas polares ja haviam sido utiliza-

das por Newton em seu manuscrito Tractatus de

Methodis Serierum et Fluzionum (Tratado dos
Métodos das Séries e das Fluzdes), escrito no in-
verno de 1670-1671. Porém, como esse manus-
crito s6 foi publicado em 1736,0 crédito de sua

descoberta é devido a James, que o publicou na
Acta, de 1691.

A lemniscata é um caso especial das curvas intro-
duzidas pelo astrénomo italo-francés Gian (Jean)
Domenico (Dominique) Cassini (1625-1712) - as
chamadas ovais de Cassini - definidas pela
condi¢do de que o produto riry das distancias

de qualquer ponto sobre a curva aos pontos fi-

15.

16.

17.
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xo0s Sy € Sa, é igual a b?, sendo b uma constante
e a distancia 1S, ¢ igual a 2a. James descobriu
que se b = a, a oval de Cassini transforma-se em
uma curva com a forma de um 8 deitado (00),
isto ¢, uma lemniskos (grego) ou lemnicus (la-
tino), nome das fitas ou ornatos pendentes das
palmas dos vencedores e das mitras episcopais.
Essa curva é representada pela equagdo x? + ¢

= a+/z?2 — y?, na forma cartesiana ou por rl =
a cos 24, na forma polar.

A espiral logaritmica (cuja equagao polar é p =
ae) foi introduzida por Descartes em carta que
escreveu ao matematico francés Marin Mersenne
(1588-1648), em 12 de Setembro de 1638, e retifi-
cada pelo matemético e fisico italiano Evangelista
Torricelli (1608-1647), em 1645. James, contudo,
descobriu uma série de propriedades dessa curva,
tais como: sua evoluta, o envelope de raios refleti-
dos (custica de reflexao) por pontos situados so-
bre ela, e 0 envelope dos raios refratados (caustica
de refragio) por pontos situados sobre ela, tém
todas a sua prépria forma, isto é, uma espiral lo-
garitmica. Em vista disso, James pediu que a
spira mirabilis fosse gravada em seu timulo,
com a inscri¢gio Eadem mutata resurgo (“Em-

bora mudada, permanece a mesma” ).

Ao estudar a agao de forgas aplicadas nas extremi-
dades de uma haste delgada, James observou que
a mesma assumia a forma de uma curva (eldstica,

conforme a denominou), cuja equagao diferencial

é dada por: dy = %'

também, que essa equagao depende da relagao en-

Observou,

tre a for¢a aplicada e a tensdo resultante e que nao
poderia ser integrada em termos de fungoes ele-
mentares. Contudo, chegou a resolvé-la para al-
guns casos especiais daquela relagao. Mais tarde,
em 1744, o matematico e fisico suigo Leonhard
Euler (1707-1783) demonstrou que a integragao
dessa equagdo sé poderia ser feita através das
funcoes elipticas, que apareceram ao ser reti-

ficada a elipse.

O problema das trajetdrias ficou esquecido até
1715, quando Leibniz desafiou os matematicos in-

gleses, principalmente Newton, a resolvé-lo. Este,
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depois de um dia de trabalho estafante na Casa
da Moeda da Inglaterra, da qual era Diretor, e an-
tes de dormir, encontrou um método geral para
encontrar trajetérias, que foi publicado no volu-
me 29 da Philosophical Transactions, de 1716.
Neste mesmo ano, o matematico suico Nicholas
Bernoulli (1695-1726), filho de John, trabalhou
também nesse problema de trajetérias. O mesmo
aconteceu com o matematico suico Jacob Her-
mann (1678-1733), um aluno de James, ao apre-
sentar na Acta de 1717, a solugao para encontrar
as trajetorias ortogonais da familia F(x,y,c) = 0,
solugdo essa dada pela equagao diferencial y’ = -
%, onde F; e Fy sdo as derivadas parciais de F.
O primeiro problema sobre o Céalculo das Va-
riacoes foi apresentado por Newton no Livro II
de seu Principia (1687). Ele estava interessado
em saber a forma de uma superficie de revolucao,
movendo-se em um fluido com velocidade cons-
tante na direcao de seu eixo, sob uma pressio per-
pendicular a essa superficie e proporcional ao qua-
drado da velocidade na direcao da normal a essa
mesma superficie. Sem nenhuma demonstragéo,
Newton propés a forma geométrica da equagao
diferencial desse problema. A forma algébrica da
mesma é y dx dy3 = a ds® e foi apresentada, in-
dependentemente, pelo matematico sui¢o Nicolas
Fatio de Duillier (1664-1753) na Acta de Maio de
1697, por I’'Hopital, na Acta de Agosto de 1699,
e por John, na Acta de Novembro de 1699. Na
notagao atual, esse problema resume-se em en-
contrar o valor minimo da integral
%%aﬁf E interessante observar que,

hlstorlcamente, o primeiro problema do Calculq_
das Varia¢des foi o chamado problema isope-
rimétrico ou problema da Rainha Dido de
Cartago. Conta a lenda que Dido (Elisa), filha
do Rei Mutto (Belus) de Tiro (cidade fenicia),
e esposa de Siqueo (Acerbas), depois que este
foi assassinado por Pigmalido (irmdo de Dido),
refugiou-se na costa do Mediterraneo, no Norte da
Africa. Em 14 chegando, dirigiu-se ao lider Jarbas*
e barganhou uma certa quantia com a qual ela po-
deria comprar terras que poderiam ser envolvidas

com um pedaco de couro de touro. Como Jar-

19.

20.

21.

bas aceitasse a proposta, a esperta Dido cortou o
couro de touro em virias tiras, ligou-as pelas ex-
tremidades e procedeu a envolver a area de terra
desejada tendo o comprimento dessas fitas com
perimetro. Escolhendo terra ao longo do mar, ela
néo precisou usar couro ao longo da costa. Ao es-
tender o couro em forma de semicirculo, obteve a
maxima area de terra possivel. Desse modo, Dido
estabeleceu o Estado de Cartago, em 850 a.C., a
futura rival de Roma. Conta ainda a lenda que
como Cartago prosperou bastante, Jarbas pediu-
lhe em casamento. Para fugir a esse assédio, Dido
preparou uma pira funeral e suicidou-se na frente

de seu povo.

Em linguagem moderna, esse problema refere-se
a minimizar a seguinte integral:

I= B (is f 3{l+(y )zd:l:

Para chegar & solu¢do do problema que propés,
John observou que a curva de queda mais répida
era a mesma descrita por um raio de luz ao atra-
vessar um meio de indice de refragio variavel. As-
sim, John considerou um meio refringente com-
posto de camadas estreitas e de indices de refracio
diferentes e aplicou a lei da refragio da luz a cada
uma dessas camadas. Observe-se que a lei da
, ent 22, onde ny (n;) repre-
sentam, respectivamente, os indices de refragio

refracgao da luz

dos meios 2 e 1, j& havia sido apresentada, inde-
pendentemente, pelo matematico holandés Wille-
brord van Roijen Snell (1591-1626), em 1621, e

por Descartes, em 1637. '

O problema de encontrar a curva que representa
a braquistécrona ja havia sido formulado pelo
astrénomo e fisico italiano Galileo Galilei (1564-
1642), em 1630 e 1638, porém foi pelo mesmo in-
corretamente resolvido, ja que considerou o arco
de circulo ao invés da cicléide, para essa curva.
E oportuno notar que algumas propriedades da
cicléide j& haviam sido consideradas por Huygens
em seu trabalho intitulado Horologium Oscilla-
torium swe de Motu Pendulorum (Reldgio Os-
cilatorio ou Movimento dos Péndulos), de 1673.
Nesse livro, hd a demonstracio de que a evo-

luta de uma cicldide é também uma cicléide,
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assim como também nele é demonstrado que
um péndulo que oscila em um arco de cicléide,
leva exatamente o mesmo tempo para completar
oscilagdes de pequenas ou de grandes amplitu-
des; em vista disso, a cicléide é denominada de
tautécrona (curva de queda mais rapida). Tais
propriedades da cicléide permitiram a Huygens
construir o famoso relégio de péndulo cicloidal.
Note-se, também, que James fez um primeiro tra-
tamento da tautécrona, em Maio de 1690, ao es-

tudar a isécrona, conforme ja referimos.

A técnica de resolver integrais, conhecida como
método de substituic¢ao, j4 havia sido utilizada
por John por ocasiao de suas aulas ministradas ao
Marqués ’Hopital, entre 1691 e 1692. Por exem-
plo, em uma dessas aulas, para resolver a integral
[ (az + zz)dzv/a + z, John usou a seguinte
substitui¢do: y = va + z. E oportuno regis-
trar que apenas uma parte dessas aulas, as cor-
respondentes ao Calculo Integral, foram incluidas
por John, com o titulo Lectiones Mathematicae
de Methodo Integralium, aliisque conscriptae in
usum Ill. Marchionis Hospitalii cum auctor Pa-
risiis ageret annis 1691 et 1692 (Ligcoes de Ma-
temdtica sobre o Cdlculo Integral, e outros assun-
tos escritas para uso do Marqués de ’Hépital, da-
das pelo autor, em Paris, durante 1691 ¢ 1692),
em sua Opera Omnia, publicada em 1742. As
partes referentes ao Célculo Diferencial s6 foram
publicadas em 1924, depois que foram descober-
tas, em 1921, na Biblioteca da Universidade de
Basiléia, os manuscritos das aulas (e cart.as) de

John a I’Hépital, conforme jé dissemos.

A solugio de integrais através das técnicas de
substitui¢ao e/ou de fragSes parciais, gerou uma
polémica entre Leibniz e John Bernoulli, nos anos
de 1712 1713, envolvendo logaritmos de nimeros
negativos e de numeros, mais tarde denomina-
dos de imaginarios. Assim, enquanto John afir-
mava que se ﬁ:—:l = % entdo log(-x) = log(x)
e, portanto, existe logaritmo de nimero negativo,
Leibniz afirmava que d(log x) = ‘i—” 86 vale para
x > 0. Em favor dessa afirmacdo, Leibniz di-
zia que se existisse log(-1), entdo log V-1 = %
log(-1), o que é um absurdo, pois ndo existe log

24.

25.
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v/—1, concluiu Leibniz. Por outro lado, ao resol-
ver determinadas equacdes diferenciais, John ja
havia encontrado certas relagdes entre fungdes tri-
gonométricas inversas e o logaritmo de numeros
imaginérios. Por exemplo, em 1702, John encon-
trou a seguinte relagdo (na notagao atual): arctg
z = % £n H% (Destaque-se que ao tentar de-
senvolver a Trigonometria e a Teoria dos Logarit-
mos sob um ponto de vista analitico, John tentou
uma. primeira defini¢io de fungéo ao expressi-la
como “uma quantidade composta de uma varidvel
e algumas constantes”.) Quando Leibniz morreu,
em 1716, John passou a polemizar com Euler so-
bre logaritmos de numeros imagindrios, durante
o periodo de 1727 e 1731, conforme veremos no

préximo trabalho sobre a Crénica do Célculo.

Esses trabalhos foram publicados como suple-
mento de seu livro péstumo Ars Conjectand:
(A Arte de Conjecturar), editado por seu so-
brinho e filho de John, o matemadtico suigo Ni-
cholas Bernoulli (1695-1726), em 1713 e, mais
tarde, também incluidos no Opera Jacob: Ber-
noulli, obra em dois volumes, editado em 1744,
e que reuniu todos os trabalhos de James (Ja-
kob). E importante salientar que no Ars, James
apresentou seus estudos sobre as permutagoes,
combinacdes e probabilidade, nos quais ha con-
tribui¢cdes importantes, dentre as quais se desta-
cam: a demonstragio do teorema binomial para
poténcias inteiras positivas; a lei dos grandes
niimeros (“ Se p é a probabilidade de um evento,
se m é o nimero de ocorréncias do evento em n
tentativas, se € é um nimero positivo arbitraria-
mente pequeno, e se P é a probabilidade que satis-
faz & desigualdade | 2 — p | < ¢, entao limn—.co
P = 1.”); e 0s nimeros de Bernoulli, que apa-
recem na soma de poténcias de ndmeros inteiros
positivos (fn® - observe-se que James usava o
simbolo [, ao invés do atual >, para represen-
tar a soma das séries), e com os quais obteve a

série exponencial.

E oportuno esclarecer que ¢ freqiientemente
atribuido a James a primeira demonstrag¢ao da
divergéncia da série geométrica, apesar de ele,

no trabalho de 1689, atribuir a seu irmao John



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 18, n? 4, dezembro, 1996

tal demonstracdo. Alids, essa demonstragio estd
incluida no Opera Johannis Bernoulli, obra em
quatro volumes, editada em 1742, e que reuniu
todos os trabalhos de John. Contudo, aquela atri-
buicdo nado é correta, uma vez que a primeira
demonstragdo dessa divergéncia fora feita pelo
matematico francés Nicole Oresme (~1323-1382),
por volta de 1360. Esclarega-se, ainda, que o ma-
tematico italiano Pietro Mengoli (1625-1686), em
1650, chegou ao mesmo resultado de Oresme, de-
pois de demonstrar que a série harmoénica alter-
nada (% - % + % - - §—_;L'i + ...) converge para

26.

27.

In 2.

Observe-se que Grandi também ficou conhecido
por haver obtido as equagdes polares (r = a cos
(nf) e r = a sen (nf)) das curvas tipo pétala de
rosa - as famosas rosas de Grandi.

No livro intitulado De Aequationum Recognitione
et Emendatione, escrito em 1591 e publicado em
1616, Viete resolveu certas equagdes algébricas
ctibicas usando identidades envolvendo fungdes
trigonométricas de miiltiplos angulos, como, por
exemplo, cos (36) = 4 cos®0 - 3 cos 4.




