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Resumo

Através do suposto conhecimento da pressao de sustentacao de uma barra sobre um plano,
acha-se a for¢ca minima para a mover e a posicao do centro de rotagao do movimento inicial
da barra em funcao do ponto de aplicagao da forca, quando ha atrito uniforme entre ela e
o plano. Em apéndice estuda-se o caso geral do movimento inicial da barra solicitado por

uma forca qualquer fora de seu centro.

Abstract

Assuming the knowledge of the pressure pattern under a bar over a plane with uniform
friction, the minimum force that imparts motion to the bar and its initial center of rotation
1s found as a function of the distance to the c.m. from the point where the force is applied.
In an appendix the general case of the initial motion of the bar under any force applied out

of its center 1s studied.

1. Introducao

Entre os problemas interessantes discutidos no
capitulo 8 do vol.1 de Estética do autor R.C.Hibbeler!!]
estd o Exemplo 8-8 em que se pede o momento ne-
cessario para fazer girar em termo de um eixo vertical
uma barra homogénea sobre um plano rugoso. O inte-
ressante do problema é que sugere-se para a pressao de
reacao normal de contacto - nao uma uniforme - mas
linearmente crescente das extremidades ao centro. Nao
sabemos se a teoria da elasticidade fornece solucao co-
nhecida ao problema e aqui vamos aceitar a sugestao
de Hibbeler para atacarmos um outro problema que é:
sobre a barra agora livre agimos perpendicularmente
a ela e paralelamente ao plano rugoso com uma forca
crescente fora do centro; no instante em que o atrito
é vencido, qual a tendéncia de movimento da barra e
o valor da forca aplicada?” A solucao deste problema

virda de uma generalizagao do problema do Exemplo 8-

8, calculando-se primeiramente o momento necessario
para girar a barra apoiada em torno de um eixo pas-
sando por um dado ponto de seu comprimento. Isto
sera visto na secao 2, enquanto na 3 achar-se-a a forca
no eixo. Na 4 aplicamos os resultados encontrados para
a solu¢ao do problema proposto. A secao b estuda o
movimento inicial para o caso em que o atrito é despre-
zado e na 6 apresentamos e discutimos os resultados.
Na 7 fazemos os comentarios finais enquanto que no
apendice tratamos brevemente do movimento inicial da
barra sujeita a uma forca qualquer. Os calculos foram

realizados numa calculadora HP 48S.

2. Célculo do momento para se girar a barra
apoiada em torno de eixo passando por um

ponto qualquer

Na Fig.1 a barra homogénia AB de comprimento ¢

estd apoiada num plano horizontal (que coincide com
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o plano do papel) e pode girar em torno do eixo ver-
tical o distante sy do c.m.. Quer-se achar o momento
anti-hordrio M (sg) necessdrio para iniciar o movimento
de rotacao sendo u o coeficiente do atrito estatico, su-
posto Unico, entre a barra e o plano. Admitiremos que

a pressio p normal que equilibra o peso é dadol] por

Arg (¢ ¢ ¢
pe =2 (5-lel)  —f<e<y O

sendo a abscissa x contada do c.m., A a densidade por
unidade de comprimento e ¢ a aceleracao da gravidade.

Como pode ser verificado diretamente, a integral de
p ao longo da barra, isto é de - £/2a + £/2, é igual a
Mg, o peso da barra.

Tendo em conta o sentido anti-hordrio de M (sg),
Fig. 1, o perfil da distribuicao da densidade de forca
de atrito & direita de o, se opondo ao movimento, sera
como mostrado na Fig. 2. Ja a esquerda de o deve
ter sentido contrario, opondo-se, também, & rotacao da
barra. Note-se que na vizinhanca de o as forcas tem
praticamente o mesmo valor mas os sentidos sao opos-
tos. A forca de atrito elementar df num elemento dx
da barra, quando esta estiver na iminéncia de deslizar,

é

df = ppdz (2)

e dal pode-se achar o momento elementar dM em

relagdo a o, que sera

dM = df(x + so) (3)
para elementos a direita de o, e

dM = df(|=]| — s0) (4)

para aqueles & esquerda de o.
Com o devido cuidado com o médulo « nas Egs.1 e

4, o momento total M(sg) pode ser achado. Ele é

Ly dsd
M(sg) = pgAEZ G + 2502 — %1 (5)
com
sy = s/l . (6)
Na Fig. 3 mostramos M'(s}), isto é,
M (so)
(50) ﬂgAEz (7)

como funcao de sj.
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Figura 1. Vista de topo da barra homogénea AB de compri-
mento apoiada sobre um plano rugoso e que pode girar em
torno do eixo vertical o distante so do c.m., acionada pelo
momento M (so), o suficiente para colocd-la em movimento.

M(so)

mﬂml So c.m. dx

T

Figura 2. Perfil da distribuicdo da densidade de forga de
atrito, df, opondo-se ao deslizamento induzido pelo mo-
mento antihordrio aplicado M (sg). Exatamente a esquerda
e a direita do eixo o, os mdédulos da densidade de forga sao
iguais, mas tem sentidos opostos.
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Figura 3. Momento reduzido M'(sy) Eq.7, em funcio de
sg = so/l, eixo das ordenadas & esquerda. Para F'(s{),
Eq.10, eixo a direita.

Vale a pena notar que através das Eqs. b e 6 e com

auxilio das Eqs. 5 e 7 pode-se verificar que

relacdo que se pode demonstrar valer para qualquer

p(z). Entao concluimos que a hipétese de Hibbeler



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 18, n® 2, junho, 1996 79

pode ser testada e eventualmente corrigida pela me-
dida do momento necessario para iniciar a rotacao da

barra apoiada, como fun¢ao da posicao sy do eixo.

3. A forga do eixo

pAg [0 (1L
Fp=2 (422 -
et (G

para o que se usou o fato de que as contribui¢oes entre
sp e £ e entre - sg e - £ se cancelam e aquelas entre o e
sg € entre o e sy se somam.

F, definido como

Iy
Fl = 1
A= T (10)

em fun¢ao de sy estd mostrado também na Fig. 3.
Note-se que F', é zero para o eixo colocado no centro
de massa da barra e vai aumentando com sy até atingir

o valor unidade para sj = 0,5.

4. A barra apoiada acionada por uma forca nor-

mal que nao passa pelo centro de massa

Sobre a barra AB, que pode agora se mover no plano
horizontal, agimos com uma forga crescente F, a ela nor-
mal e paralela ao plano, aplicada a uma distancia yy a
direita do c.m. da barra. Como a forca nao esta apli-
cada sobre o c.m. aparecera uma tendéncia & rotacao
além daquela a translacao. Enquanto a barra nao se
move, a forca e o momento aplicados devem estar sendo
compensados pela forca de atrito e seu momento. Fa-
zemos a hipotese de que a barra tendera a girar em
torno do ponto sg, centro de rotagao, que faz ser tanto
a forca aplicada igual a forca total de atrito F4, como o
momento aplicado em torno dele igual 0 momento das
forcas de atrito Ma(sp). Isto é, impomos I igual a Fy
Eq. 9

A
Fa=F =400 ) (11)

e o momento aplicado F'(yo + sg) em torno de o igual a
Ma(sg) dado pela Eq.5, isto é, (ver Fig.4)

Uma outra grandeza relevante no problema é a forca
F'4 com que o eixo atua sobre a barra para compensar
o atrito. No instante do deslizamento, tendo em conta
aFig. 2, Fy é

) dx] - 4“A§50 (£ = s0) (9)

1 soN2 1 /sp\3
_ 2 |+ 0 _ 0
F(yo + s0) = pgAl [6—1—2(7) 3(—£)] (12)
Substituicao de F' pela Eq.11 na Eq.12 gera equagao

cibica em s = s¢/¢. Apds alguma manipulagio ela é

1652 — 1252(1 — 2y,) — 24shyh +1 =0 (13)

em termos de yj,

Yo = o/l . (14)

IF
0 So c.m.
Al . . |B
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Figura 4. Sobre a barra AB homogénea sobre o plano rugoso
age-se com uma forga F perpendicular a ela, e paralelamente
ao plano, num ponto distante yo do c.m. No instante do de-
slizamento as forgas de atrito tem uma configuragdo como
na Fig. 2.

Achada, para cada valor de g}, a solu¢ao da Eq.
13, 1sto é, a posicao do centro de rotacao, podemos re-
tornar a Eq. 11 que nos dard, entao, a forca aplicada
necessaria para o deslocamento. Usaremos na secao 6

a forca reduzida F" definida como

F
"= —u/\gﬁ (15)

5. O movimento inicial inercial

Qual serd o movimento inicial da barra se nao hou-

ver atrito ou se a forca aplicada for muito maior do
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que a de atrito? Neste caso o movimento iniciar-se-a
com configuracao diferente. Fazemos a hipotese de que
para determina-lo diferente devemos achar qual ponto
da barra ou de seu prolongamento que tendera a ser
estacionario pela dupla acao da translacao uniforme e
da rotagao em torno do c.m..

Teriamos a equacao determinando a translacao

F=my (16)

e aquela determinando a rotacao,

Fyo = I()Oz (17)

sendo m = A a massa da barra, Iy seu momento de
inércia em torno do c.m. e « a aceleracao angular ini-
cial. Um ponto da barra, ou do seu prolongamento,
-xg, a esquerda de c.m., ficarda imoével solicitado pelas
tendéncias opostas de transla¢do e rotagao (ver Fig.5).
Este ponto g, centro de rotacao, pode ser encontrado
das Fqs.16 e 17 impondo ao deslocamento total infini-

tesimal de amplitude dz no tempo dt

P Fyo
dz = —dt* + ——= dt* 1
ST (18)
que serd zero quando ¥ = —xg, com
1
mYo

Como para uma barra homogénea

me?
Ip = — 2
D) (20)
entao
EZ
= 21
0T 12y, (21)

Para pequenos yp, o > /2 e a barra tem essen-
cialmente, uma translacio. Porém, para yo > (/6,
zo < /2 e agora o centro de rotagao é um ponto da

barra.

X
RELEENENSERREREREL:
" m.

Figura 5. A barra AB, representada aqui sem espessura,
solicitada por uma forga a direita do c.m., tende a ter um
movimento de translagao (setas verticais iguais) e outro de
rotagdo (s6 mostrado & esquerda do c.m.). O ponto zo da
barra ou de seu prolongamento a esquerda do c.m. que
tende a se manter estaciondrio é o centro de rotagao inicial.
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Esta solugao inercial prediz movimento inicial de
configuracao bem diferente daquela com atrito. Em
apéndice damos a solugao geral para a forca inicial de

valor qualquer.

6. Resultados e discussao

Nesta secao vamos mostrar a que nos leva a solucao
proposta na se¢ao 4 do problema do movimento inicial
e da forca minima necessaria para colocar a barra em
movimento, bem como quando solicitada por uma for¢a
qualquer, que é obtida combinando-se os tratamentos

das Secoes 4 e b e esta desenvolvida no Apéndice.

6.1. For¢a minima e movimento inicial

Na Fig.6 mostramos a raiz s; da Eq. 13, de nosso
interesse, em fun¢ao de yj, bem como o valor da forga
minima obtida da Eq.11, em termos de F' definido na
Eq.15.

Vé-se que s, posi¢do do centro de rotagao, parte
de 0,5 para yj = 0 e avanga para o c.m., embora nao o
atinja, para y} crescentes. Para mddicos valores de yj a
barra tende a girar em torno de um ponto préoximo da
extremidade oposta, mas este ponto rapidamente cami-
nha para o centro para maiores yj. Para y, = 0,5, sj
atinge 0,0841, um pouco a esquerda do c.m..

A for¢a F' comega com o valor unitdrio para yj = 0
e diminui até 0,308 para y; = 0,5. Estes resultados
parecem-nos intuitivamente corretos, pois a barra pa-
rece oferecer progressivamente menor resisténcia a me-
dida que se age mais distante do centro.

Entretanto o resultado que dé para y;, =0, s, = 0,5
e I'" = 1 parece surpreendente. Nesta situacao, o ponto
o na Fig. 4 estaria na extremidade A e vé-se que todas
forcas de atrito elementares se opoem ao movimento,
com momento maximo em relagao aquele ponto. Mas se
raciocinarmos no espirito do movimento inicial inercial
da Se¢ao 5, poderiamos aduzir que o movimento inicial
seria de translagdo pura, também com F' = 1 (com
centro de rotagdo no infinito). Porém nao podemos dar
solugao a este dilema dentro das hipoteses simplificado-
ras com que o problema foi abordado, no sentido de pre-
vermos aquele comportamento inico com que a barra

ird responder a acao da forca aplicada exatamente no



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 18, n® 2, junho, 1996 81

centro. Tomamos a barra fina e a forca exatamente per-
pendicular, idealizacoes que se tornam precarias para
o estudo do efeito da forca aplicada nas vizinhancas
do c.m.. Além disto, o atrito fo1 suposto uniforme em
todo o contacto e a forca ser crescida com suficiente
lentidao para a determinacao do valor minimo. Estas
hipéteses dificultam a solucao do dilema tanto teorica-
mente como na pratica. Serd pois mais razoavel admitir
que a regiao de validade da solucao proposta exclue a
regiao de y, pequeno. Corrobora esta atitude o fato
de nossa solugao fornecer valor infinito para a derivada
dsy/dyp, em yy = 0 (da Eq.13 e da Fig.6). Na aborda-
gem que damos no Apéndice ao problema do movimento
inicial sob uma forca inicial qualquer, admitimos que a
solucao da Secao 4 é correta e que a forca inicial parte

do valor minimo e dado na Fig. 6 para cada yj.
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Figura 6. Posigao do centro de rotagdao do movimento inicial,
s0, ordenadas a esquerda, e a for¢ca minima, ordenadas a di-
reita, em fungio do ponto de aplicagao reduzido, yi = yo /¥,
em abscissa.

6.2. Movimento inicial para uma forca qualquer

O valor F’ como fun¢ao de s, para cada valor de
yh pode ser tirado da Eq. A9. Para melhor enquadrar
os resultados sao apresentados em escala log X log na
Fig. 7. Escolhemos trés valores da yj: para este tiltimo
caso o valor de s{ inercial, dado na Eq.21, estd no in-
terior da barra e vé-se que sf, se desloca para valores
crescentes, para F’ crescentes, tendendo ao valor limite
inercial. J4 para yj, = 0,05 0,10, o valor limite inercial

de s} estd além de 0,5. Vé-se entdo que sf, comeg¢a no

interior e para crescentes F' se encaminha para a ex-
tremidade, 0,5, obedecendo & Eq. A9. Como discutido
no Apéndice, para s > 0,5 a Eq.7 cessa de ser vélida
(porque a forca de atrito atinge seu valor méximo e o
seu momento em relagdo ao c.m. se anula). Vale agora
a Eq. A10, proxima da solugao inercial, com os com-
portamentos mostrados para as curvas correspondentes

a yh igual a 0,10 e 0,05 para s > 0,5.

10,0
Froof
5,0
0,05
1,0 ~
-
0,5 1 L 1 | Y S S I
[oN] 0,5 1,0 2,0
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Figura 7. log F' x logsy para trés valores da posigao do
ponto de aplicagdo da forca (y; = yo/f) ¥y = 0,20, 0,10 e
0,05. Para o primeiro caso o centro de rotagao fica sempre
no interior da barra. Para os outros dois casos, sy, se move
do interior ao exterior para F’ crescentes.

7. Comnsideracoes Finais

Procuramos dar solugao tedrica ao problema de uma
barra apoiada com atrito uniforme solicitada por uma
forca crescente normal, mas paralela ao plano de apoio,
obtendo a for¢a minima e o ponto em torno do qual ela
tende a girar na iminéncia de movimento. A barra deve
ser suficientemente fina para definir uma unica direcao
das forcas de atrito na secao de conctato entre ela e o
plano. Talvez a hipdtese mais dificil de ser realizada
experimentalmente esteja no valor unico do coeficiente
de atrito que admitimos. Além disto, tratando-se da
forca minima, ela deve ser aplicada com suficiente len-
tidao para uma determinacao mais precisa. Possiveis
dificuldades com a nossa solucao estao comentadas na
Secao 6.1.
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Usamos para a pressao de sustencao da barra aquela
sugerida por Hibbeler, Eq. 1, mas esta mesma pode ser
testada e eventualmente corrigida de acordo com a Eq.
8. Neste caso, os calculos e os graficos deveriam ser
adptados para o novo perfil de pressao.

A diferenca entre a posicao do centro de rotacao ob-
tida para o inicio do movimento com atrito, Eq. 13, e
aquela no caso puramente inercial, Eq. 21, nos convida
a estudarmos o caso geral qual seja o de obter o centro
de rotacao inicial para qualquer valor da forca aplicada
sobre um dado ponto do eixo. Isto é brevemente indi-

cado no apéndice que segue.
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Apéndice

Aqui obteremos rapidamente o centro de rotacao
inicial da barra quando uma for¢ca F', maior do que a
minima para o dado ponto de aplicacao yg, é exercida
(Fig. 5). Faremos essencialmente o mesmo raciocinio
que empregamos na Secao 4, Eqgs. 16 a 21, mas agora
introduziremos as forcas e momentos de atrito em torno

do c.m., respectivamente Foara € Moara.

2

12 l

equacao quartica que determinara sy para cada F' e yg.
Usando-se a variavel sj, isto é sy = sg/4, e expressando

F em termos de pAgl, F’,
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Temos as equacoes

F—FCMA:m'y (Al)

Fyo— Mcnya = loo (A2)

Admitiremos primeiro que F' é um pouco maior do
que a forca minima para o dado valor de yy. Com isto
o valor de sg, embora diferente do valor correspondente
a for¢a minima, ainda serd menor do que £/2. O novo
valor de sg serd entao determinado das Eq. Al e A2
pondo-se o deslocamento de translacao dz, e angular

df, no tempo infinitesimal dt.

1F —Fopma

I 2
dz = 27dt =3 - dt (A3)
1 1 Fyg— F
40 = —adt? = " T CMA 4y (A4)
2 2 Iy
e achando-se sy tal que
dz = sq A0 (Ab)

Naturalmente que Feoara ¢ Meopra sao fungoes de
so, Foyma como funcao de sp estd dado na Eq. 11.
Por outro lado a Eq.5 d4 o momento em relacao a o e
para obté-lo em relacao ao c.m. basta usar a conhecida
relagao entre os momentos referido a dois eixos, ou seja
(lembrado que M4 e o momento em relagdo a o, Fig.

1)

MCMAIMA—FSQ (AG)

Com 1sto temos, de A3 - A6,

l SoN\T _ Sudg (3 ls2 s3
_F_4ﬂ/\g50(1__)]_SO[FyO_T<E_T+§ (A7)

F' = F/ulgt (A8)

chega-se a equagao

1 5;)2 563
y—S(E—T-F? (A9)
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que determina sf, até, eventualmente, atingir-se o valor
0,5. De fato, como vimos na Sec¢ao b, se y < 1/6, o
centro de rotagao inercial estara no prolongamento da
barra e a Eq. A9 cessa de valer. A partir de sh = 0,5 a
forca de atrito atinge seu valor maximo e esta em todos
os pontos se opondo ao movimento. Nesta situacao o
momento das forcas de atrito em relagao ao c.m. se

anula. Pondo-se Mcepra = 0 e Fy = 1, valor maximo,

nas Eq. Al e A4 tem-se

/
sy = % (A10)
valida para s, > 1/2. As curvas correspondentes a
yp = 0,05 e 0,10 na Fig. 7 espelham este compor-
tamento para sj > 1/2 e vé-se também que para F’
grande suficientemente reobtém-se o valor inercial para

sp (Eq. 21).



