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Resumo

Atrav�es do suposto conhecimento da press~ao de sustenta�c~ao de uma barra sobre um plano,
acha-se a for�ca m��nima para a mover e a posi�c~ao do centro de rota�c~ao do movimento inicial
da barra em fun�c~ao do ponto de aplica�c~ao da for�ca, quando h�a atrito uniforme entre ela e
o plano. Em apêndice estuda-se o caso geral do movimento inicial da barra solicitado por
uma for�ca qualquer fora de seu centro.

Abstract

Assuming the knowledge of the pressure pattern under a bar over a plane with uniform
friction, the minimum force that imparts motion to the bar and its initial center of rotation
is found as a function of the distance to the c.m. from the point where the force is applied.
In an appendix the general case of the initial motion of the bar under any force applied out
of its center is studied.

1. Introdu�c~ao

Entre os problemas interessantes discutidos no

cap��tulo 8 do vol.1 de Est�atica do autor R.C.Hibbeler[1]

est�a o Exemplo 8-8 em que se pede o momento ne-

cess�ario para fazer girar em termo de um eixo vertical

uma barra homogênea sobre um plano rugoso. O inte-

ressante do problema �e que sugere-se para a press~ao de

rea�c~ao normal de contacto - n~ao uma uniforme - mas

linearmente crescente das extremidades ao centro. N~ao

sabemos se a teoria da elasticidade fornece solu�c~ao co-

nhecida ao problema e aqui vamos aceitar a sugest~ao

de Hibbeler para atacarmos um outro problema que �e:

sobre a barra agora livre agimos perpendicularmente

a ela e paralelamente ao plano rugoso com uma for�ca

crescente fora do centro; no instante em que o atrito

�e vencido, qual a tendência de movimento da barra e

o valor da for�ca aplicada? A solu�c~ao deste problema

vir�a de uma generaliza�c~ao do problema do Exemplo 8-

8, calculando-se primeiramente o momento necess�ario

para girar a barra apoiada em torno de um eixo pas-

sando por um dado ponto de seu comprimento. Isto

ser�a visto na se�c~ao 2, enquanto na 3 achar-se-�a a for�ca

no eixo. Na 4 aplicamos os resultados encontrados para

a solu�c~ao do problema proposto. A se�c~ao 5 estuda o

movimento inicial para o caso em que o atrito �e despre-

zado e na 6 apresentamos e discutimos os resultados.

Na 7 fazemos os coment�arios �nais enquanto que no

apêndice tratamos brevemente do movimento inicial da

barra sujeita a uma for�ca qualquer. Os c�alculos foram

realizados numa calculadora HP 48S.

2. C�alculo do momento para se girar a barra

apoiada em torno de eixo passando por um

ponto qualquer

Na Fig.1 a barra homogênia AB de comprimento `

est�a apoiada num plano horizontal (que coincide com
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o plano do papel) e pode girar em torno do eixo ver-

tical o distante s0 do c.m.. Quer-se achar o momento

anti-hor�arioM (s0) necess�ario para iniciar o movimento

de rota�c~ao sendo � o coe�ciente do atrito est�atico, su-

posto �unico, entre a barra e o plano. Admitiremos que

a press~ao p normal que equilibra o peso �e dado[1] por

p(x) =
4�g

`

�
`

2
� jxj

�
; �

`

2
< x <

`

2
(1)

sendo a abscissa x contada do c.m., � a densidade por

unidade de comprimento e g a acelera�c~ao da gravidade.

Como pode ser veri�cado diretamente, a integral de

p ao longo da barra, isto �e de - `=2a + `=2; �e igual a

�`g, o peso da barra.

Tendo em conta o sentido anti-hor�ario de M (s0);

Fig. 1, o per�l da distribui�c~ao da densidade de for�ca

de atrito �a direita de �, se opondo ao movimento, ser�a

como mostrado na Fig. 2. J�a �a esquerda de � deve

ter sentido contr�ario, opondo-se, tamb�em, �a rota�c~ao da

barra. Note-se que na vizinhan�ca de � as for�cas tem

praticamente o mesmo valor mas os sentidos s~ao opos-

tos. A for�ca de atrito elementar df num elemento dx

da barra, quando esta estiver na iminência de deslizar,

�e

df = �pdx (2)

e da�� pode-se achar o momento elementar dM em

rela�c~ao a �, que ser�a

dM = df(x+ s0) (3)

para elementos �a direita de �, e

dM = df(jxj � s0) (4)

para aqueles �a esquerda de �.

Com o devido cuidado com o m�odulo x nas Eqs.1 e

4, o momento total M (s0) pode ser achado. Ele �e

M (s0) = �g�`2

"
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6
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#
(5)

com

s00 = s0=` : (6)

Na Fig. 3 mostramosM 0(s00), isto �e,

M 0(s00) =
M (s0)

�g�`2
= (7)

como fun�c~ao de s00:

Figura 1. Vista de topo da barra homogênea AB de compri-
mento apoiada sobre um plano rugoso e que pode girar em
torno do eixo vertical � distante s0 do c.m., acionada pelo
momento M(s0), o su�ciente para coloc�a-la em movimento.

Figura 2. Per�l da distribui�c~ao da densidade de for�ca de
atrito, df, opondo-se ao deslizamento induzido pelo mo-
mento antihor�ario aplicado M(s0). Exatamente �a esquerda
e �a direita do eixo �, os m�odulos da densidade de for�ca s~ao
iguais, mas tem sentidos opostos.

Figura 3. Momento reduzido M 0(s0

0) Eq.7, em fun�c~ao de
s0

0 = s0=`, eixo das ordenadas �a esquerda. Para F 0(s0

0);
Eq.10, eixo �a direita.

Vale a pena notar que atrav�es das Eqs. 5 e 6 e com

aux��lio das Eqs. 5 e 7 pode-se veri�car que

p(x) =

�
1

2�

d2M

ds20

�
s0=�x

(8)

rela�c~ao que se pode demonstrar valer para qualquer

p(x). Ent~ao conclu��mos que a hip�otese de Hibbeler
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pode ser testada e eventualmente corrigida pela me-

dida do momento necess�ario para iniciar a rota�c~ao da

barra apoiada, como fun�c~ao da posi�c~ao s0 do eixo.

3. A for�ca do eixo

Uma outra grandeza relevante no problema �e a for�ca

FA com que o eixo atua sobre a barra para compensar

o atrito. No instante do deslizamento, tendo em conta

a Fig. 2, FA �e

c

FA = 2

�
4
��g

`

Z
s0

0

�
`

2
� x

�
dx

�
= 4

��gs0
`

(`� s0) ; (9)

d

para o que se usou o fato de que as contribui�c~oes entre

s0 e ` e entre - s0 e - ` se cancelam e aquelas entre � e

s0 e entre � e s0 se somam.

F 0

A
de�nido como

F 0

A =
FA
��g`

(10)

em fun�c~ao de s0 est�a mostrado tamb�em na Fig. 3.

Note-se que F 0

A
�e zero para o eixo colocado no centro

de massa da barra e vai aumentando com s00 at�e atingir

o valor unidade para s00 = 0; 5:

4. A barra apoiada acionada por uma for�ca nor-

mal que n~ao passa pelo centro de massa

Sobre a barra AB, que pode agora se mover no plano

horizontal, agimos com uma for�ca crescente F, a ela nor-

mal e paralela ao plano, aplicada a uma distância y0 �a

direita do c.m. da barra. Como a for�ca n~ao est�a apli-

cada sobre o c.m. aparecer�a uma tendência �a rota�c~ao

al�em daquela �a transla�c~ao. Enquanto a barra n~ao se

move, a for�ca e o momento aplicados devem estar sendo

compensados pela for�ca de atrito e seu momento. Fa-

zemos a hip�otese de que a barra tender�a a girar em

torno do ponto s0, centro de rota�c~ao, que faz ser tanto

a for�ca aplicada igual �a for�ca total de atrito FA, como o

momento aplicado em torno dele igual o momento das

for�cas de atrito MA(s0). Isto �e, impomos F igual a FA

Eq. 9

FA = F = 4
��gs0

`
(` � s0) (11)

e o momento aplicado F (y0+ s0) em torno de o igual a

MA(s0) dado pela Eq.5, isto �e, (ver Fig.4)

F (y0 + s0) = �g�`2
�
1

6
+ 2

�s0
`

�2
�

1

3

�s0
`

�3�
(12)

Substitui�c~ao de F pela Eq.11 na Eq.12 gera equa�c~ao

c�ubica em s00 = s0=`. Ap�os alguma manipula�c~ao ela �e

16s
03
0 � 12s

02
0 (1� 2y00)� 24s00y

0

0 + 1 = 0 (13)

em termos de y00

y00 = y0=` : (14)

Figura 4. Sobre a barra AB homogênea sobre o plano rugoso
age-se com uma for�ca F perpendicular a ela, e paralelamente
ao plano, num ponto distante y0 do c.m. No instante do de-
slizamento as for�cas de atrito tem uma con�gura�c~ao como
na Fig. 2.

Achada, para cada valor de y00, a solu�c~ao da Eq.

13, isto �e, a posi�c~ao do centro de rota�c~ao, podemos re-

tornar �a Eq. 11 que nos dar�a, ent~ao, a for�ca aplicada

necess�aria para o deslocamento. Usaremos na se�c~ao 6

a for�ca reduzida F 0 de�nida como

F 0 =
F

��g`
(15)

5. O movimento inicial inercial

Qual ser�a o movimento inicial da barra se n~ao hou-

ver atrito ou se a for�ca aplicada for muito maior do
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que a de atrito? Neste caso o movimento iniciar-se-�a

com con�gura�c~ao diferente. Fazemos a hip�otese de que

para determin�a-lo diferente devemos achar qual ponto

da barra ou de seu prolongamento que tender�a a ser

estacion�ario pela dupla a�c~ao da transla�c~ao uniforme e

da rota�c~ao em torno do c.m..

Ter��amos a equa�c~ao determinando a transla�c~ao

F = m
 (16)

e aquela determinando a rota�c~ao,

Fy0 = I0� (17)

sendo m = �` a massa da barra, I0 seu momento de

in�ercia em torno do c.m. e � a acelera�c~ao angular ini-

cial. Um ponto da barra, ou do seu prolongamento,

-x0, �a esquerda de c.m., �car�a im�ovel solicitado pelas

tendências opostas de transla�c~ao e rota�c~ao (ver Fig.5).

Este ponto x0, centro de rota�c~ao, pode ser encontrado

das Eqs.16 e 17 impondo ao deslocamento total in�ni-

tesimal de amplitude dz no tempo dt

dz =
F

2m
dt2 +

Fy0
2I0

x dt2 (18)

que ser�a zero quando x = �x0; com

x0 =
I0
my0

(19)

Como para uma barra homogênea

I0 =
m`2

12
(20)

ent~ao

x0 =
`2

12y0
(21)

Para pequenos y0, x0 � `=2 e a barra tem essen-

cialmente, uma transla�c~ao. Por�em, para y0 � `=6,

x0 � `=2 e agora o centro de rota�c~ao �e um ponto da

barra.

Figura 5. A barra AB, representada aqui sem espessura,
solicitada por uma for�ca �a direita do c.m., tende a ter um
movimento de transla�c~ao (setas verticais iguais) e outro de
rota�c~ao (s�o mostrado �a esquerda do c.m.). O ponto x0 da
barra ou de seu prolongamento �a esquerda do c.m. que
tende a se manter estacion�ario �e o centro de rota�c~ao inicial.

Esta solu�c~ao inercial prediz movimento inicial de

con�gura�c~ao bem diferente daquela com atrito. Em

apêndice damos a solu�c~ao geral para a for�ca inicial de

valor qualquer.

6. Resultados e discuss~ao

Nesta se�c~ao vamos mostrar a que nos leva a solu�c~ao

proposta na se�c~ao 4 do problema do movimento inicial

e da for�ca m��nima necess�aria para colocar a barra em

movimento, bem como quando solicitada por uma for�ca

qualquer, que �e obtida combinando-se os tratamentos

das Se�c~oes 4 e 5 e est�a desenvolvida no Apêndice.

6.1. For�ca m��nima e movimento inicial

Na Fig.6 mostramos a raiz s00 da Eq. 13, de nosso

interesse, em fun�c~ao de y00, bem como o valor da for�ca

m��nima obtida da Eq.11, em termos de F de�nido na

Eq.15.

Vê-se que s00, posi�c~ao do centro de rota�c~ao, parte

de 0,5 para y00 = 0 e avan�ca para o c.m., embora n~ao o

atinja, para y00 crescentes. Para m�odicos valores de y00 a

barra tende a girar em torno de um ponto pr�oximo da

extremidade oposta, mas este ponto rapidamente cami-

nha para o centro para maiores y00. Para y00 = 0,5, s00
atinge 0,0841, um pouco �a esquerda do c.m..

A for�ca F 0 come�ca com o valor unit�ario para y00 = 0

e diminui at�e 0,308 para y00 = 0; 5: Estes resultados

parecem-nos intuitivamente corretos, pois a barra pa-

rece oferecer progressivamente menor resistência �a me-

dida que se age mais distante do centro.

Entretanto o resultado que d�a para y00 = 0, s00 = 0; 5

e F 0 = 1 parece surpreendente. Nesta situa�c~ao, o ponto

o na Fig. 4 estaria na extremidade A e vê-se que todas

for�cas de atrito elementares se op~oem ao movimento,

commomentom�aximo em rela�c~ao �aquele ponto. Mas se

raciocinarmos no esp��rito do movimento inicial inercial

da Se�c~ao 5, poder��amos aduzir que o movimento inicial

seria de transla�c~ao pura, tamb�em com F 0 = 1 (com

centro de rota�c~ao no in�nito). Por�em n~ao podemos dar

solu�c~ao a este dilema dentro das hip�oteses simpli�cado-

ras com que o problema foi abordado, no sentido de pre-

vermos aquele comportamento �unico com que a barra

ir�a responder �a a�c~ao da for�ca aplicada exatamente no
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centro. Tomamos a barra �na e a for�ca exatamente per-

pendicular, idealiza�c~oes que se tornam prec�arias para

o estudo do efeito da for�ca aplicada nas vizinhan�cas

do c.m.. Al�em disto, o atrito foi suposto uniforme em

todo o contacto e a for�ca ser crescida com su�ciente

lentid~ao para a determina�c~ao do valor m��nimo. Estas

hip�oteses di�cultam a solu�c~ao do dilema tanto teorica-

mente como na pr�atica. Ser�a pois mais razo�avel admitir

que a regi~ao de validade da solu�c~ao proposta exclue a

regi~ao de y00 pequeno. Corrobora esta atitude o fato

de nossa solu�c~ao fornecer valor in�nito para a derivada

ds00=dy
0

0, em y00 = 0 (da Eq.13 e da Fig.6). Na aborda-

gem que damos no Apêndice ao problemado movimento

inicial sob uma for�ca inicial qualquer, admitimos que a

solu�c~ao da Se�c~ao 4 �e correta e que a for�ca inicial parte

do valor m��nimo e dado na Fig. 6 para cada y00.

Figura 6. Posi�c~ao do centro de rota�c~ao do movimento inicial,
s0, ordenadas �a esquerda, e a for�ca m��nima, ordenadas �a di-
reita, em fun�c~ao do ponto de aplica�c~ao reduzido, y0

0 = y0=`,
em abscissa.

6.2. Movimento inicial para uma forca qualquer

O valor F 0 como fun�c~ao de s00 para cada valor de

y00 pode ser tirado da Eq. A9. Para melhor enquadrar

os resultados s~ao apresentados em escala log � log na

Fig. 7. Escolhemos três valores da y00: para este �ultimo

caso o valor de s00 inercial, dado na Eq.21, est�a no in-

terior da barra e vê-se que s00 se desloca para valores

crescentes, para F 0 crescentes, tendendo ao valor limite

inercial. J�a para y00 = 0; 05 e 0,10, o valor limite inercial

de s00 est�a al�em de 0,5. Vê-se ent~ao que s00 come�ca no

interior e para crescentes F 0 se encaminha para a ex-

tremidade, 0,5, obedecendo �a Eq. A9. Como discutido

no Apêndice, para s00 > 0; 5 a Eq.7 cessa de ser v�alida

(porque a for�ca de atrito atinge seu valor m�aximo e o

seu momento em rela�c~ao ao c.m. se anula). Vale agora

a Eq. A10, pr�oxima da solu�c~ao inercial, com os com-

portamentos mostrados para as curvas correspondentes

a y00 igual a 0,10 e 0,05 para s00 > 0; 5:

Figura 7. log F 0
� logs0

0 para três valores da posi�c~ao do
ponto de aplica�c~ao da for�ca (y0

0 = y0=`) y0

0 = 0,20, 0,10 e
0,05. Para o primeiro caso o centro de rota�c~ao �ca sempre
no interior da barra. Para os outros dois casos, s0

0, se move
do interior ao exterior para F' crescentes.

7. Considera�c~oes Finais

Procuramos dar solu�c~ao te�orica ao problema de uma

barra apoiada com atrito uniforme solicitada por uma

for�ca crescente normal, mas paralela ao plano de apoio,

obtendo a for�ca m��nima e o ponto em torno do qual ela

tende a girar na iminência de movimento. A barra deve

ser su�cientemente �na para de�nir uma �unica dire�c~ao

das for�cas de atrito na se�c~ao de conctato entre ela e o

plano. Talvez a hip�otese mais dif��cil de ser realizada

experimentalmente esteja no valor �unico do coe�ciente

de atrito que admitimos. Al�em disto, tratando-se da

for�ca m��nima, ela deve ser aplicada com su�ciente len-

tidao para uma determina�c~ao mais precisa. Poss��veis

di�culdades com a nossa solu�c~ao est~ao comentadas na

Se�c~ao 6.1.



82 G.F. Leal Ferreira

Usamos para a press~ao de susten�c~ao da barra aquela

sugerida por Hibbeler, Eq. 1, mas esta mesma pode ser

testada e eventualmente corrigida de acordo com a Eq.

8. Neste caso, os c�alculos e os gr�a�cos deveriam ser

adptados para o novo per�l de press~ao.

A diferen�ca entre a posi�c~ao do centro de rota�c~ao ob-

tida para o in��cio do movimento com atrito, Eq. 13, e

aquela no caso puramente inercial, Eq. 21, nos convida

a estudarmos o caso geral qual seja o de obter o centro

de rota�c~ao inicial para qualquer valor da for�ca aplicada

sobre um dado ponto do eixo. Isto �e brevemente indi-

cado no apêndice que segue.
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Apêndice

Aqui obteremos rapidamente o centro de rotac~ao

inicial da barra quando uma for�ca F , maior do que a

m��nima para o dado ponto de aplica�c~ao y0, �e exercida

(Fig. 5). Faremos essencialmente o mesmo racioc��nio

que empregamos na Se�c~ao 4, Eqs. 16 a 21, mas agora

introduziremos as for�cas e momentos de atrito em torno

do c.m., respectivamente FCMA e MCMA:

Temos as equa�c~oes

F � FCMA = m
 (A1)

Fy0 �MCMA = I0� (A2)

Admitiremos primeiro que F �e um pouco maior do

que a for�ca m��nima para o dado valor de y0. Com isto

o valor de s0, embora diferente do valor correspondente

�a for�ca m��nima, ainda ser�a menor do que `=2: O novo

valor de s0 ser�a ent~ao determinado das Eq. A1 e A2

pondo-se o deslocamento de transla�c~ao dz, e angular

d�, no tempo in�nitesimal dt:

dz =
1

2

dt2 =

1

2

F � FCMA

m
dt2 (A3)

d� =
1

2
�dt2 =

1

2

Fy0 � FCMA

I0
dt2 (A4)

e achando-se s0 tal que

dz = s0�� (A5)

Naturalmente que FCMA e MCMA s~ao fun�c~oes de

s0, FCMA como fun�c~ao de s0 est�a dado na Eq. 11.

Por outro lado a Eq.5 d�a o momento em rela�c~ao a � e

para obtê-lo em rela�c~ao ao c.m. basta usar a conhecida

rela�c~ao entre os momentos referido a dois eixos, ou seja

(lembrado que MA e o momento em rela�c~ao a �, Fig.

4)

MCMA = MA � Fs0 (A6)

Com isto temos, de A3 - A6,

c

`2

12

h
F � 4��gs0

�
1�

s0
`

�i
= s0

�
Fy0 �

8��g

`

�
`3

48
�

`s20
4

+
s30
3

��
(A7)

d

equa�c~ao qu�artica que determinar�a s0 para cada F e y0.

Usando-se a vari�avel s00, isto �e s
0

0 = s0=`, e expressando

F em termos de ��g`; F 0,

F 0 = F=��g` (A8)

chega-se �a equa�c~ao

c

F 0 � 4s0(1� s00) = s00

"
F 0y00 � 8

 
1

48
�

s
02
0

4
+

s
03
0

3

!#
(A9)
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d

que determina s00 at�e, eventualmente, atingir-se o valor

0,5. De fato, como vimos na Se�c~ao 5, se y00 � 1=6; o

centro de rota�c~ao inercial estar�a no prolongamento da

barra e a Eq. A9 cessa de valer. A partir de s00 = 0,5 a

for�ca de atrito atinge seu valor m�aximo e est�a em todos

os pontos se opondo ao movimento. Nesta situa�c~ao o

momento das for�cas de atrito em rela�c~ao ao c.m. se

anula. Pondo-se MCMA = 0 e F 0

A
= 1, valor m�aximo,

nas Eq. A1 e A4 tem-se

s00 =
F 0 � 1

12F 0y00
(A10)

v�alida para s00 > 1=2. As curvas correspondentes a

y00 = 0; 05 e 0,10 na Fig. 7 espelham este compor-

tamento para s00 > 1=2 e vê-se tamb�em que para F 0

grande su�cientemente reobtêm-se o valor inercial para

s00 (Eq. 21).


