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Resumo

Neste artigo descrevemos experimentos de deslizamentos de cilindros maci�cos de alum��nio,
lat~ao, te
on e PVC sobre um plano inclinado com evidências de que a distribui�c~ao de com-
primentos de deslizamentos obedecem a leis de escala n~ao-triviais. Nenhuma dependência
signi�cativa do expoente de escala com o material foi observada. Os dados obtidos est~ao em
concordância com a lei de Gutenberg-Richter para a distribui�c~ao de terremotos sobre a crosta
terrestre e com simula�c~oes num�ericas exibindo criticalidade auto-organizada realizadas por
Chen, Bak e Obukhov.

Abstract

The measured length distributions of slidings (avalanches) from solid cylinders of alumi-
num, brass, te
on and polyvinyl chloride on a chute show evidence of obeying scaling laws.
No signi�cant dependence of the scaling exponent on material was observed and the data
obtained are in agreement with Gutenberg-Richter law for the distribution of earthquakes
and with numerical simulations exhibiting self-organized criticality made by Chen, Bak and
Obukhov.

1. Introdu�c~ao

Estudos experimentais de dinâmicas sobre su-

perf��cies inclinadas remontam a Galileu, no s�eculo XVI,

e a Coulomb, no s�eculo XVIII[4]. Todo aluno de f��sica

elementar sabe, por exemplo, que a distância s per-

corrida por um objeto de per�l circular descendo um

plano inclinado escala (trivialmente) com o tempo t

como s � t2: Ap�os 1987, ressurgiu o interesse no plano

inclinado, principalmente em conex~ao com criticalidade

auto-organizada[1], atrito em 
uxos granulares[7] e o in-

teresse geral no comportamento de 
uxos granulares[10].

Estes novos problemas apresentam, contudo, leis de es-

cala de um tipo diferente - leis de escala n~ao-triviais,

para as quais os expoentes s~ao n�umeros n~ao-inteiros

de dif��cil explica�c~ao. Especi�camente, podemos citar

o estudo da distribui�c~ao de avalanches que se veri�ca

quando a inclina�c~ao de uma pilha de areia excede seu

ângulo cr��tico de repouso ou quando pilhas de areia s~ao

perturbadas externamente pela queda de gr~aos de areia

individuais sobre as mesmas[6;11]. Mais recentemente

estudou-se as avalanches de gotas d'�agua borrifadas so-

bre uma superf��cice inclinada[9]. Distribui�c~oes de ava-

lanches de materiais granulares[6;11;2] ou l��quidos[9] es-

coando sobre um plano inclinado podem originar leis de

escala sobre amplos intervalos de extens~oes espaciais e
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temporais. Estes sistemas (fractais) sem comprimento

intr��nseco ou escala de tempo pr�oprio têm sido alvo

de muita investiga�c~ao, sendo a sua caracteriza�c~ao e o

entendimento das leis de escala um grande desa�o. No

presente trabalho, reportamos observa�c~oes da dinâmica

de deslizamentos de um �unico bloco s�olido sobre um

plano inclinado, as quais evidenciam a existência de

leis de escala n~ao-triviais.

2. O Experimento

O arranjo experimental utilizado �e ilustrado na Fig.

1, consistindo de uma calha de alum��nio de dimens~oes

320�25�25mmajust�avel para qualquer ângulo �; 0� �

� � 90�, com a horizontal, com uma precis~ao de 0,1�.

Sobre a parte superior da calha existe um corte em V

com 300mm de comprimento, para servir de guia para

os deslizamentos do cilindro. Foram utilizados cilindros

de alum��nio, lat~ao, te
on e PVC, cujas dimens~oes s~ao

10mm a 40mm de comprimento e 7mm de diâmetro.

Todo o arranjo foi mantido �xo sobre uma mesa iso-

lada de vibra�c~oes mecânicas. Acoplado �a base da calha

existe um martelo de 100,4g, com liberdade de movi-

mento no plano vertical, permitindo perturbar o cilin-

dro atrav�es de impactos controlados. No momento do

impacto, a velocidade do martelo era de 50cm/s. Um

experimento consiste, ap�os �xado o ângulo �, em de-

terminar os comprimentos, �, de N0 = 1000 eventos de

deslizamentos, para cada um dos cilindros. Os ângulos

� escolhidos satisfazem � < �c = tg�1�e (�e �e o coe�-

ciente de atrito est�atico) com 0 < (�c � �)=�c < 0; 33:

Cada deslizamento ocorre em conseq�uência de uma per-

turba�c~ao externa produzida pelo impacto do martelo.

Limpezas da calha e cilindro com etanol foram realiza-

das a cada 100 deslizamentos. Cada experimento, to-

talizando 1000 eventos, consistia de diversos grupos de

�'s, sendo que cada grupo terminava quando o cilindro

colidia com a extremidade inferior da calha. Quando

ocorria a colis~ao, o �ultimo evento era descartado e o

cilindro recolocado no topo da calha, para iniciar um

novo grupo. Os cilindros eram marcados para assegu-

rar as mesmas condi�c~oes macrosc�opicas de contato en-

tre estes e a calha. Durante os experimentos, adotamos

um valor m��nimo de corte de 1mm para uma avalan-

che e um valor m�aximo de 278mm (um grande evento),

limitado pelo tamanho da calha utilizada. Para cada

um dos materiais (alum��nio, lat~ao, te
on e PVC) o ex-

perimento foi repetido para 5 diferentes valores de �,

sendo realizados, ap�os os ajustes necess�arios do arranjo

experimental, 20.000 medidas, todas com cilindros de

20mm de comprimento. Cada deslizamento do cilindro

se inicia em um estado meta-est�avel no qual a inter-

face cilindro-calha �e constitu��da por um n�umero par-

ticular de contatos. Quando em repouso, o cilindro

armazena uma certa quantidade de tens~ao distribu��da

n~ao-homogeneamente entre estes contatos. Ap�os a per-

turba�c~ao pelo martelo, a tens~ao sobre a interface se

modi�ca. Se em algum desses contatos a tens~ao supe-

rar um certo valor cr��tico, a tens~ao total armazenada �e

liberada e o cilindro escorrega at�e que o mesmo seja cap-

turado em um novo estado meta-est�avel, com um dife-

rente padr~ao de contatos e uma diferente distribui�c~ao de

tens~oes. Na verdade, o cilindro vai de um estado meta-

est�avel para outro, devido �a perturba�c~ao externa. A

ausência de qualquer comprimento caracter��stico para o

sistema �e um indicativo claro da ausência de um padr~ao

caracter��stico de contatos na interface cilindro-calha e

da ausência de qualquer distribui�c~ao caracter��stica de

tens~oes nesta interface.

Figura 1: Diagrama esquem�atico do arranjo experimental:

o plano inclinado (A) tem um sulco de 300mm de compri-

mento (a sec�c~ao reta �e mostrada em B). Os cilindros (C) s~ao

feitos de alum��nio, lat~ao, PVC e te
on e tem comprimentos

variando de 10mm a 40mm. O martelo de 100,4g (D) se

choca com a base do plano inclinado com uma velocidade

de 50cm/s. O arranjo est�a isolado de vibra�c~oes mecânicas

externas.
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3. Resultados

Os dados coletados foram divididos em 8 grupos

correspondendo aos intervalos de valores de � (em

mm): [1,2), [2,4), [4,8),...[128,256), objetivando a cons-

tru�c~ao de gr�a�cos log � log da distribui�c~ao normali-

zada de deslizamentos com comprimentos maiores ou

iguais a �;N (�)=N0. Na Fig.2 �e mostrado o gr�a�co de

N (�)=N0 � � para o cilindro de alum��nio de 20mm, de

comprimento, para o ângulo � = 35�, enquanto que na

janela da mesma�gura �e mostrado o gr�a�co para o cilin-

dro de te
on, de 20mm de comprimento, para � = 15�.

N (�) escala com � segundo N (�) � ��B , sobre aproxi-

madamente duas d�ecadas em �, com B = 0; 55� 0; 05

para o alum��nio, B = 0; 55 � 0; 05 para o lat~ao, B =

0; 45 � 0; 05 para o te
on e B = 0; 50 � 0; 05 para o

PVC. Assim, dentro da precis~ao de determina�c~ao de B,

nenhuma dependência signi�cativa com o material foi

observada. Al�em disso, o expoente B independe de �

no dom��nio de ângulos investigados.

Figura 2: A distribui�c~ao normalizada de avalanches com

comprimentos maiores ou iguais a �;N(�)=N0; N0 = 1.000,

para um cilindro de alum��nio, para � = 35; 0�. Na ja-

nela mostramos a mesma fun�c~ao para um cilindro de te-


on (� = 15; 0�). Na regi~ao de escala N(�) � ��B com

B = 0; 55 � 0; 05 para o alum��nio e B = 0; 45 � 0; 05 para o

te
on (ver se�c~ao 3 do texto para detalhes).

De�nindo �� como o comprimento m�edio de desli-

zamento, mostramos na Fig. 3 o gr�a�co log � log de
�� como fun�c~ao de �c � �, para o cilindro de alum��nio.

Neste caso, �� � (�c � �)�� , com B = 0; 21. Para o

lat~ao, o te
on e o PVC, o expoente � assume os valores

0,14; 0,23 e 0,32; respectivamente. Da an�alise da Fig.

2, podemos veri�car que a regi~ao de escala n~ao se es-

tende para os grandes valores de �. Para � grande existe

uma tendência para um decrescimento mais r�apido em

N (�), o que pode ser interpretado como uma con-

seq�uência do tamanho �nito da calha, sendo N (�) dado

por N (�) = N0�
�B0 exp[�m(�=��)], onde o termo ex-

ponencial �e uma fun�c~ao de crossover, �� depende de �,

como indicado no par�agrafo anterior, e desempenha o

papel de um comprimento de corte, enquanto m �e um

parâmetro ajust�avel. De�nindo uma distribui�c~ao rees-

calada N (�) = N (�)=fN0 exp[�m(�=��)]g, para todos

os cilindros e ângulos estudados neste trabalho, cons-

tru��mos o gr�a�co log�log de N (�)�� mostrado na Fig.

4. N (�) � ��B0 para todo o intervalo de comprimento

de �, com B0 = 0; 45 � 0; 05 e m = 0; 11. As Figs. 2

a 4 se referem aos cilindros de 20mm de comprimento

commassas variando por um fator de aproximadamente

5,9. Outros experimentos realizados com cilindros de

PVC, com 10mm de comprimento, e lat~ao, com 40mm

de comprimento, estendendo a variabilidade de massa

por um fator de aproximadamente 23,7, mostram que

os expoentes previamente discutidos s~ao independentes

da massa do cilindro neste intervalo.

Figura 3: O comprimento m�edio das avalanches, ��, e as bar-

ras de erro para o cilindro de alum��nio como uma fun�c~ao de

�c� �. �� � (�c� �)�� , com � = 0; 21: �c = tg�1�e, onde �e
�e o coe�ciente de atrito est�atico.
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Figura 4: A distribui�c~ao reescalada de avalanches N (�) =

N(�)=fN0 exp[�m(�=��)]g para todos os cilindros e ângulos

estudados. N (�) � ��B0 ; B0 = 0; 45� 0; 05 e m = 0; 11:

4. Conclus~oes

Em resumo, observamos distribui�c~oes de desliza-

mentos tipo-leis de escala para um �unico bloco s�olido

sobre uma calha inclinada fracamente perturbada. Tais

distribui�c~oes s~ao an�alogas a outras observadas em siste-

mas n~ao-s�olidos como pilhas de areia[6;11] e l��quidos[9].

Como o n�umero de deslizamentos com comprimentos

maiores ou iguais a � escala com N (�) � ��B 0; 4 <

B < 0; 6, a freq�uência de deslizamentos de compri-

mento �, de�nida como n(�) = dN (�)=d�, segue a lei

de potência n(�) � ��(1+B), com 1; 4 < (1 +B) < 1; 6;

independentemente da escolha do material. A �ultima lei

de escala lembra a lei de Gutenberg-Richter[5] a qual

implica em que a freq�uência, n(m); de terremotos de

momento s��smico (ou energia) m segue a lei fenome-

nol�ogica n(m) � m�(1+b), onde b � 0; 5 � 0; 6; como

estimado do cat�alogo de terremotos[3]. O momento

s��smico, m, de um terremoto �e dado por m = �A�,

onde � �e o m�odulo de cisalhamento da rocha na qual a

falha est�a localizada, A �e a �area da falha e � �e o desloca-

mento m�edio atrav�es da falha durante o terremoto[12]:

Em nosso experimento � tem um papel similar a �. O

expoente B � 0; 4 � 0; 6 em nosso experimento tem o

mesmo valor, dentro das barras de erro, do correspon-

dente expoente b(b � 0; 4 em 2D e b � 0; 6 em 3D)

obtido por Chen, Bak e Obukhov[3], com o modelo de

propaga�c~ao de falhas. A interface cilindro-calha mostra

um comportamento similar �as regi~oes de falhas sujeitas

a esfor�cos e deslizamentos no modelo da Ref. 3.

Finalmente, conjecturamos que a interface cilindro-

calha tem uma dimens~ao fractal, D, relacionada ao ex-

poente cr��tico B � 0; 4 a 0; 6 por D = d � B, sendo

d(= 3) a dimens~ao do espa�co no qual a interface se

encontra imersa.
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