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Fez-se um estudo das express~oes obtidas atrav�es da teoria cin�etica elementar e das baseadas
na equa�c~ao de Boltzmann, para os coe�cientes de transporte de viscosidade, condutividade
t�ermica e auto-difus~ao para gases monoatômicos ideais.

Abstract

The expressions for the transport coe�cients of viscosity, thermal conductivity and selfdif-
fusion for monatomic gases, that are obtained from the elementary kinetic theory and those
that are based on the Boltzmann equation are studied.

I. Introdu�c~ao

A teoria cin�etica dos gases tem por objetivo descre-

ver as propriedades macrosc�opicas de um g�as atrav�es

de grandezas microsc�opicas que est~ao associadas �as

part��culas que constituem o g�as. A teoria atômica da

mat�eria teve seu in��cio na Gr�ecia antiga com Dem�ocrito

(460-370 A.C.) e Epicuro (341-270 A.C.), sendo mais

tarde expressa na forma de versos pelo poeta romano

Lucr�ecio (99-55 A.C.). A teoria conhecida hoje em dia

como teoria cin�etica elementar teve como seus fundado-

res: D. Bernoulli (1700-1782), J. Herapath (1790-1868),

J. J. Waterston (1811-1883), J. P. Joule (1818-1889), A.

K. Kr�onig (1822-1879), R. Clausius (1822-1888) e J. C.

Maxwell (1831-1879) (vide [1], [2]).

A teoria cin�etica considera os gases constitu��dos de

um n�umero muito grande de part��culas, que na maior

parte do tempo se movem independentemente atrav�es

do volume que as cont�em. O movimento livre �e bre-

vemente interrompido quando uma part��cula se choca

com as paredes do recipiente ou com outras part��culas.

Se a energia potencial de intera�c~ao entre as part��culas

puder ser desprezada em compara�c~ao com a sua energia

cin�etica, diz-se ser o g�as ideal ou rarefeito e, em caso

contr�ario, g�as real ou denso.

Para se ter uma id�eia das dimens~oes caracter��sticas

v�alidas para um g�as ideal, iremos supor suas part��culas

como esferas r��gidas de diâmetro a. Como um mol de

um g�as ideal, a uma temperatura de 273 K e press~ao de

1 atm (101.325 Pa), ocupa um volume de 2; 24�10�2 m3

e tem umn�umero de part��culas igual ao n�umero de Avo-

gadro NA = 6; 022� 1023/mol, o n�umero de part��culas

em 1 m3 �e da ordem de 2; 68� 1025 part��culas. Se ima-

ginarmos o volume molar dividido em c�elulas c�ubicas,

com uma part��cula por c�elula, o volume de cada c�elula

ser�a aproximadamente de 3; 72 � 10�26 m3, o que re-

sulta num comprimento de aresta igual a 3; 34� 10�9

m. Portanto, podemos dizer que a distância m�edia en-

tre as part��culas d, �e da ordem do comprimento de uma

aresta, isto �e, d � 3; 34� 10�9 m.

Uma rela�c~ao importante entre uma grandeza mi-

crosc�opica (velocidade m�edia quadr�atica de uma

part��cula do g�as u) e uma grandeza macrosc�opica (tem-

peratura do g�as T ) �e fornecida pelo princ��pio da equi-

parti�c~ao da energia que nos diz: em equil��brio, a cada

grau de liberdade est�a associado uma energia m�edia de
1
2
kT por part��cula (k = 1; 38 � 10�23 J/K �e a cons-

tante de Boltzmann). Para um g�as monoatômico onde
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s�o existem 3 graus de liberdade translacionais temos:

1

2
m <v2>=

3

2
kT (1)

Na equa�c~ao acima m �e a massa da part��cula, v a sua

velocidade e <> denota a m�edia sobre todas as veloci-

dades. Se �zermos u2 =<v2> temos a rela�c~ao entre a

velocidade m�edia quadr�atica u e a temperatura do g�as

T :

u =

r
3
k

m
T (2)

Considere agora uma part��cula teste que se move

com uma velocidade m�edia quadr�atica u numa regi~ao

onde a densidade do n�umero de part��culas �e n. Pode-se

concluir ent~ao que, por unidade de tempo, a part��cula

teste colide com todas as part��culas, cujos centros est~ao

dentro do cilindro de base �a2 e altura u (vide �gura

1). Conseq�uentemente, a freq�uência de colis~ao �, �e dada

por

� = n�a2u; (3)

enquanto que o tempo m�edio entre duas colis~oes � , que

�e o inverso da freq�uência de colis~ao, por

� =
1

�
=

1

n�a2u
: (4)

Figura 1. Cilindro gerado pela part��cula teste.

De�ne-se o livre caminho m�edio l como sendo a

distância m�edia percorrida por uma part��cula entre

duas colis~oes, portanto

l = u� =
1

n�a2
: (5)

Uma outra quantidade importante na teoria cin�etica

�e o 
uxo de part��culas � de�nido como o n�umero de

part��culas N que atravessam uma �area unit�aria �A por

unidade de tempo �t. Em equil��brio 1
6 das part��culas

de um g�as se movem segundo um dos 6 sentidos de um

sistema cartesiano de coordenadas. Portanto o 
uxo

das part��culas com velocidade u �e dado por:

� =
1

6

N

�A�t
=

1

6

Nu

u�A�t
=

1

6
nu (6)

onde n �e a densidade do n�umero de part��culas.

II. Coe�ciente de Viscosidade

um escoamento de cisalhamento simples um 
uido

�e con�nado entre duas placas paralelas e sup~oe-se uma

perfeita aderência do 
uido a estas placas. A placa in-

ferior em z = 0 est�a em repouso enquanto a superior

em z = L se move com uma velocidade constante V .

Nestas condi�c~oes a velocidade do 
uido �e dada por

v = (0; vy(z); 0) (7)

e o per�l de velocidades �e linear (vide �gura 2).

Considere uma superf��cie imagin�aria situada a uma

distância z da placa inferior. A transferência da quanti-

dade de movimento das part��culas atrav�es da superf��cie

em z �e proveniente da diferen�ca das quantidades de mo-

vimento das part��culas situadas abaixo e acima desta

superf��cie. Como as part��culas percorrem uma distância

l, antes de colidirem, que �e igual ao livre caminho

m�edio, a diferen�ca da quantidade de movimento devido

�as part��culas abaixo e acima da superf��cie �e

I = mvy(z � l)�mvy(z + l) � �2mdvy
dz

l: (8)

Figura 2. Per�l da velocidade num escoamento de cisalha-
mento simples.

Na equa�c~ao acima utilizamos o seguinte desenvolvi-

mento em s�erie de Taylor para as velocidades

vy(z � l) � vy(z)�
dvy
dz

l; (9)

desprezando termos de ordem superior. A trans-

ferência da quantidade de movimento devido a todas

as part��culas situadas abaixo e acima da superf��cie �e
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obtida atrav�es do produto de I pelo 
uxo de part��culas

� (equa�c~ao (6))

pyz = �
1

3
nmlu

dvy
dz

(10)

pyz representa uma quantidade de movimento por uni-

dade de �area e por unidade de tempo, portanto uma

press~ao. Esta press~ao atua paralelamente a z numa su-

perf��cie normal a y, conseq�uentemente �e a componente

pyz do tensor press~ao.

A equa�c~ao (10) expressa a proporcionalidade entre

o tensor press~ao e o gradiente de velocidade. Um 
uido

que obedece esta equa�c~ao �e denominado de 
uido New-

toniano. Em teoria cin�etica esta rela�c~ao �e tamb�em co-

nhecida como lei de Navier-Stokes. O coe�ciente de

proporcionalidade �e denominado de coe�ciente de vis-

cosidade de cisalhamento �, portanto

pyz = ��
dvy
dz

com � =
nmlu

3
: (11)

De acordo com as equa�c~oes (2), (5) e (11)2 podemos

escrever o coe�ciente de viscosidade de cisalhamento

como:

� =
1

�a2

r
mkT

3
(12)

Segue da equa�c~ao acima que o coe�ciente de viscosidade

de cisalhamento n~ao depende da densidade do g�as e �e

proporcional a T
1

2 . Esta conclus~ao �e devida a Maxwell

[3]: A remarkable result here presented to us in equa-

tion (24), (aqui equa�c~ao (12)) is that if this explanation

of gaseous friction be true, the coe�cient of friction is

independent of the density. Such a consequence of a

mathematical theory is very startling, and the only ex-

periment I have met with on the subject does not seem

to con�rm it. We must next compare our theory with

what is known of the di�usion of gases, and the con-

duction of heat through a gas. Neste ponto frizamos

que a viscosidade �e devida a um transporte da quan-

tidade de movimento. O coe�ciente de viscosidade de

cisalhamento tem dimens~ao de Pa s=N s/m2.

Podemos determinar agora as dimens~oes carac-

ter��sticas de gases monoatômicos. Para tanto, consi-

dere um g�as de argônio a uma temperatura de 273K,

com uma densidade de n�umero de part��culas n =

2; 68 � 1025part��culas/m3, cujas part��culas tem massa

m = 6; 63 � 10�26kg, sendo seu coe�ciente de viscosi-

dade da ordem de � = 21; 08�10�6 Pa s (vide Kestin et

al. [4]). Nestas condi�c~oes podemos calcular o diâmetro

a de uma part��cula, o seu livre caminho m�edio l, a sua

velocidade quadr�atica m�edia u e o tempo entre duas

colis~oes � , atrav�es das equa�c~oes (12), (5), (2) e (4), ob-

tendo:

�
a = 3; 71� 10�10m; l = 8; 63� 10�8m;
u = 413m/s � = 2; 09� 10�10s:

(13)

Com base nos dados acima conclu��mos que o livre ca-

minho m�edio �e da ordem de 233 vezes o diâmetro da

part��cula e que a freq�uência de colis~ao �e da ordem de

4,8�109 colis~oes por segundo!
Os fundamentos da teoria cin�etica moderna foram

estabelecidos por Maxwell [5] em 1866. Neste tra-

balho Maxwell derivou uma equa�c~ao geral de trans-

porte para uma grandeza macrosc�opica qualquer, de-

�nida em fun�c~ao de uma m�edia de uma grandeza mi-

crosc�opica associada �as part��culas do g�as. Esta equa�c~ao

geral de transporte relaciona a taxa de mudan�ca tem-

poral da grandeza macrosc�opica com o movimento das

part��culas, a colis~ao entre elas e a a�c~ao de for�cas ex-

ternas sobre as part��culas. Embora a teoria fosse geral,

Maxwell s�o conseguiu determinar o coe�ciente de visco-

sidade ao admitir que as part��culas se repeliam segundo

uma for�ca inversamente proporcional �a quinta potência

da distância entre elas. Part��culas que obedecem a este

tipo de for�ca de intera�c~ao s~ao denominadas hoje em

dia de part��culas maxwellianas. O coe�ciente de visco-

sidade obtido por Maxwell foi:

� =
kT

3�

�
2m

�

�1

2 1

A2(5)
; (14)

onde A2(5) � 0; 436 e � �e a constante de proporciona-

lidade da for�ca de intera�c~ao. A constante � pode ser

calculada atrav�es do conhecimento do valor do coe�ci-

ente de viscosidade. Adotando o valor acima obtemos

que � = 2; 51� 10�58Nm5. �E importante notar que o

coe�ciente de viscosidade para part��culas maxwellianas

�e proporcional �a temperatura. Segundo Maxwell [5]:

Hence � varies as the absolute temperature, and is in-

dependent of the density. This result is con�rmed by the

experiments of Mr Graham on the Transpiration of Ga-

ses, and by my own experiments on the Viscosity or In-

ternal Friction of Air and other Gases. The result that

the viscosity is independent of the density, follows from
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the Dynamical Theory of Gases, whatever be the law

of force between the molecules. It was deduced by my-

self from the hypothesis of hard elastic molecules, and

M. O. E. Meyer has given a more complete investiga-

tion on the same hypothesis. The experimental result,

that the viscosity is proportional to the absolute tem-

perature, require us to abandon this hypothesis, which

would make it vary as the square root of the absolute

temperature, and to adopt the hypothesis of a repulsive

force inversely as the �fth power of the distance between

the molecules, which is the only law of force which gives

the observed result.

A teoria cin�etica dos gases teve um novo impulso

em 1872 quando L. Boltzmann (1844-1906) propôs uma

equa�c~ao de evolu�c~ao para a fun�c~ao de distribui�c~ao das

velocidades das part��culas na forma de uma equa�c~ao

integro-diferencial. Uma vez conhecida a fun�c~ao de dis-

tribui�c~ao das velocidades a partir da equa�c~ao de Bol-

tzmann, o coe�ciente de viscosidade poderia ser facil-

mente calculado. Por�em, a determina�c~ao da fun�c~ao de

distribui�c~ao das velocidades n~ao era uma tarefa f�acil, e

somente em 1916 e 1917 S. Chapman (1888-1970) e D.

Enskog (1884-1947) conseguiram calcular, independen-

temente um do outro e por meio de m�etodos diferentes,

o coe�ciente de viscosidade para gases cujas part��culas

obedecem a qualquer tipo de for�ca central de intera�c~ao.

A partir da d�ecada de 1920 os resultados experi-

mentais dos coe�cientes de viscosidade de gases servi-

ram para a determina�c~ao de modelosmais realistas para

a for�ca de intera�c~ao entre as part��culas. Um dos mo-

delos mais usados na literatura foi proposto por J. E.

Lennard-Jones (1894-1954) no �nal da d�ecada de 1930.

Neste modelo a for�ca de intera�c~ao entre as part��culas

�e constituida de uma for�ca de repuls~ao proporcional �a

s�etima potência da distância entre as part��culas e de

uma for�ca de atra�c~ao proporcional �a d�ecima terceira

potência da distância entre as part��culas.

A �gura 3 mostra o gr�a�co do coe�ciente de vis-

cosidade em fun�c~ao da temperatura para um g�as de

argônio. Os c��rculos representam os valores recomen-

dados por Kestin et al. [4], e que se baseiam em

dados experimentais e valores te�oricos. Nesta �gura

est~ao tamb�em representadas as curvas que s~ao obtidas

atrav�es da teoria cin�etica para esferas r��gidas (equa�c~ao

(12)), part��culas maxwellianas (equa�c~ao (14)) e for�ca de

Lennard-Jones [6]. Veri�ca-se da �gura que os resulta-

dos para esferas r��gidas n~ao s~ao bons quando compara-

dos com os valores de Kestin et al., por�em as part��culas

maxwellianas tem uma boa concordância para baixas

temperaturas (at�e 300K), enquanto que para a for�ca de

Lennard-Jones a concordância �e muito boa.

Figura 3. Coe�ciente de viscosidade em fun�c~ao da tempe-
ratura.

III. Coe�ciente de Condutividade T�ermica

Considere agora que as duas placas paralelas da �-

gura 2 est~ao �xas e que a placa inferior em z = 0 est�a

a uma temperatura T1 e a placa superior em z = L a

uma temperatura T2 > T1. A temperatura do 
uido

con�nado entre as duas placas �e uma fun�c~ao de z, isto

�e, T = T (z). A transferência de energia cin�etica trans-

lacional de um g�as monoatômico �a superf��cie em z �e

devida �a diferen�ca das energias cin�eticas translacionais

das part��culas que se encontram abaixo e acima desta

superf��cie. Logo

E =
3

2
kT (z � l) � 3

2
kT (z + l) � �3kdT

dz
l; (15)

onde 3kT=2 �e a energia cin�etica translacional m�edia

de uma part��cula. Se multiplicarmos E pelo 
uxo das

part��culas � (equa�c~ao (6)), obtemos a transferência da
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energia cin�etica translacional de todas as part��culas si-

tuadas abaixo e acima da superf��cie situada em z:

qz = �
nklu

2

dT

dz
: (16)

qz representa uma energia por unidade de �area e por

unidade de tempo, portanto um 
uxo de calor. Da

equa�c~ao (16) segue que o 
uxo de calor �e proporcional

ao gradiente de temperatura. Esta rela�c~ao �e conhecida

como lei de Fourier e o coe�ciente de proporcionalidade

�e denominado de coe�ciente de condutividade t�ermica

�. Escrevemos ent~ao a equa�c~ao (16) como

qz = ��
dT

dz
com � =

nklu

2
: (17)

Se utilizarmos as equa�c~oes (2), (5) e (17)2 segue que

o coe�ciente de condutividade t�ermica pode ser escrito

como

� =
k

m

1

2�a2

p
3mkT : (18)

Concluimos da equa�c~ao (18) que o coe�ciente de con-

dutividade t�ermica n~ao depende da densidade e �e pro-

porcional a T
1

2 . O coe�ciente de condutividade t�ermica

tem dimens~ao de J/(m sK)=W/(mK).

Figura 4. Coe�ciente de condutividade t�ermica em fun�c~ao
da temperatura.

O gr�a�co do coe�ciente de condutividade t�ermica

do argônio em fun�c~ao da temperatura �e mostrado na

�gura 4. Veri�ca-se desta �gura que os resultados da

teoria cin�etica elementar (equa�c~ao (18)) n~ao s~ao bons.

De fato a teoria cin�etica elementar nos fornece, segundo

as equa�c~oes (12) e (18) que �
�
= 3

2
k
m
: Este resultado

n~ao concorda com os dados experimentais pois estes

indicam que para gases monoatômicos �
�
� 15

4
k
m
: Por

outro lado, a primeira aproxima�c~ao aos coe�cientes de

viscosidade e condutividade t�ermica que s~ao obtidos da

equa�c~ao de Boltzmann nos fornecem que �
�

= 15
4
k
m
;

para todas as for�cas centrais de intera�c~ao para gases

monoatômicos. Na �gura 4 est~ao tamb�em represen-

tadas as varia�c~oes dos coe�cientes de condutividade

t�ermica obtidos da equa�c~ao de Boltzmann para:

8<
:
� = 75k

64m
1
a2

q
mkT
�

; esferas r��gidas;

� = 5k2T
4�m

q
2m
�

1
A2(5)

; part��culas maxwellianas;

(19)

for�ca de Lennard-Jones [6] e os dados de Kestin et al.

[4]. As conclus~oes que podem ser extraidas de �gura 4,

s~ao as mesmas que as apresentadas para o coe�ciente de

viscosidade. �E interessante notar que o coe�ciente de

condutividade t�ermica tem a mesma dependência na

temperatura que o coe�ciente de viscosidade. Para o

caso de part��culas maxwellianas Maxwell comentou [5]:

Since all the quantities which enter into the expression

for C (aqui �) are constant except �, the conductivity

is subject to the same laws as the viscosity, that is, it is

independent of the pressure, and varies directly as the

absolute temperature.

IV. Coe�ciente de Auto-Difus~ao

Um outro coe�ciente que pode ser determinado

atrav�es da teoria cin�etica elementar �e o coe�ciente de

auto-difus~ao. A difus~ao �e um processo que resulta do

movimento t�ermico das part��culas, no qual uma trans-

ferência de massa de um constituinte de uma mistura

de gases de uma regi~ao �a outra �e uma conseq�uencia da

existência de um gradiente de densidade do n�umero de

part��culas. A auto-difus~ao �e um processo de difus~ao que

ocorre entre os constituintes de uma mistura de gases

cujas part��culas s~ao praticamente iguais, como �e o caso

de is�otopos de um mesmo elemento. Considere a si-

tua�c~ao em que o 
uido est�a con�nado entre duas placas

paralelas �xas a uma mesma temperatura e que junto

�a placa inferior em z = 0 a densidade do n�umero de



G. M. Kremer 169

part��culas n �e menor que �aquela junto �a placa superior

em z = L. Portanto a geometria do problema �e seme-

lhante �a da �gura 2 sendo que neste caso a densidade do

n�umero de part��culas �e uma fun�c~ao de z: n = n(z). O


uxo de part��culas que cruzam a superf��cie situada em

z �e igual a diferen�ca do 
uxo de part��culas que se en-

contram abaixo e acima desta superf��cie, portanto com

base na equa�c~ao (6) escrevemos

jz = �(z�l)��(z+l) = 1

6
u[n(z�l)�n(z+l)] � �1

3
u
dn

dz
l

(20)

A equa�c~ao (19) representa a lei de Fick e esta relaciona

o 
uxo de part��culas jz com o gradiente da densidade

do n�umero de part��culas. O coe�ciente de proporciona-

lidade �e conhecido como coe�ciente de auto-difus~ao D.

Portanto

jz = �D
dn

dz
onde D =

ul

3
: (21)

Podemos escrever o coe�ciente de auto-difus~aoD como:

D =
(kT )

1

2

(3m)
1

2

1

�a2n
=

(kT )
3

2

(3m)
1

2

1

�a2p
(21)

ao utilizarmos as equa�c~oes (2), (5) e a equa�c~ao t�ermica

de estado para um g�as ideal p = nkT . Ao contr�ario dos

coe�cientes de viscosidade de cisalhamento e condutivi-

dade t�ermica, o coe�ciente de auto-difus~ao depende da

densidade do n�umero de part��culas n e �e inversamente

proporcional a ele, sendo que a sua dependência com

a temperatura �e proporcional a T
1

2 . O coe�ciente de

auto-difus~ao tem dimens~ao de m2/s. Para part��culas

maxwellianas:

D =
(kT )2

�p

1

(2m�)
1

2

1

A1(5)
; (22)

onde A1(5) � 0; 422. O coe�ciente de auto-difus~ao para

part��culas maxwellianas �e proporcional ao quadrado da

temperatura e inversamente proporcional �a press~ao. Se-

gundo Maxwell [5]: D may be called the coe�cient of

di�usion. It varies directly as the square of the absolute

temperature, and inversely as the total pressure.

Figura 5. Coe�ciente de auto-difus~ao em fun�c~ao da tempe-
ratura.

O gr�a�co do coe�ciente de auto-difus~ao em fun�c~ao

da temperatura para um g�as de argônio a uma press~ao

de 1 atm est�a desenhado na �gura 5. Veri�ca-se que

neste caso somente a for�ca de Lennard-Jones fornece

um bom resultado quando comparada com os dados de

Kestin et al. [4].

V. Coment�arios Finais

Embora a teoria cin�etica dos gases seja hoje em dia

uma teoria importante na f��sica, no tempo de Boltz-

mann era muito combatida por f��sicos e matem�aticos.

Entre os principais oponentes estavam: E. Mach (1838-

1916), W. Ostwald (1853-1932) e E. Zermelo (1871-

1953). As cr��ticas eram t~ao severas que Boltzmann es-

creveu no pref�acio da segunda parte de seu livro sobre

teoria cin�etica dos gases em 1898 [7]:Gerade in dieser

Zeit aber mehrten sich die Angri�e gegen die Gastheo-

rie. Ich habe nun die Ueberzeugung, dass diese Angri�e

lediglich auf Missverst�andnissen beruhen, und dass die

Rolle der Gastheorie in der Wissenschaft noch lange ni-

cht ausgespielt ist.: : : Es w�are daher meines Erachtens

ein Schaden f�ur die Wissenschaft, wenn die Gasthe-

orie durch die augenblicklich herrschende ihr feindse-

lige Stimmung zeitweilig in Vergessenheit geriethe, wie

1Tradu�c~ao livre do autor: Justamente nesta �epoca aumentam as cr��ticas contra a teoria dos gases. Estou certo que estas cr��ticas

baseiam-se em desentendimentos e que o papel a ser desempenhado pela teoria dos gases na ciência ainda n~ao terminou.:: : A meu ver

seria um preju��zo para a ciência se a teoria dos gases por causa da atual disposi�c~ao hostil reinante fosse conduzida ao esquecimento,

como foi por exemplo a teoria ondulat�oria por causa da autoridade de Newton.
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z. B. einst die Undulationstheorie durch die Autorit�at

Newton's. 1

Boltzmann se suicidou no dia 5 de setembro de 1906

no vilarejo de Duino na It�alia e nos anos seguintes �a

sua morte, a teoria atômica da mat�eria �cou de�niti-

vamente estabelecida a partir das explica�c~oes te�oricas

sobre o movimento Browniano e a determina�c~ao expe-

rimental do n�umero de Avogadro com base na teoria do

movimento Browniano.
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