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Diferentes definicoes do momento de quadrupolo e diferentes formulacdes da expansao em
multipolos em referéncias correntemente utilizadas em cursos de Eletromagnetismo podem,
em principio, dificultar a compreensao por parte dos alunos ingressantes no curso profissi-
onal de Fisica (quinto semestre). Visando esclarecer esses pontos, ressaltando-se as bases
fisicas e matematicas da expansao multipolar, apresenta-se uma revisao de duas abordagens
usualmente adotadas, explicitando-se as diferencas e equivaléncias de ambas.

Abstract

Different definitions of the quadrupole moment and different approaches to multipole expan-
sion in references currently used in Electromagnetism classes may, in principle, led primers
in Physics (fifth semester) to some misunderstandings. Attempting to clarity this point
as well as to stress the mathematical and physical bases of multipole expansion, a review
of two approaches currently adopted and a discussion of the differences and equivalences
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connecting them are presented.

I. Introducao

Alunos provenientes de cursos basicos de Fisica téem
um primeiro contato com uma abordagem formal de te-
oria de campos (cldssicos) através da disciplina Eletro-
magnetismo. Em geral, dadas as profundas implicacoes
fisicas, o assunto mais ressaltado é a conexao equagoes
de Maxwell-equacao de onda. Entretanto, trata-se de
uma disciplina muito rica em novidades, seja do ponto
de vista fisico ou matematico. Um desses tdpicos,
visto pela primeira vez pela grande maioria dos alu-
nos, é a abordagem formal de um problema em trés
dimensoes através das técnicas de expansoes. A no-
vidade é que o calculo “teoricamente exato”, isto é,
a expressao analitica final e fechada de um problema,
tao exercitado no curso bdsico, passa a ter um carater
formalmente aproximativo, a depender de dimensoes,
parametros, nimero de termos, ordem, etc. Por ou-

tro lado, essa novidade que pode parecer a primeira

vista estranha e até incomoda ao estudante, serd fun-
damental em seu trabalho futuro, pois técnicas de ex-
pansdes/perturbagdes, constituem uma das ferramentas
mais utilizadas na fisica e infelizmente esse aspecto nao

é ressaltado nos livros didaticos.

O primeiro contato com essa nova abordagem ocorre
ao se estudar o potencial eletrostatico através da ex-
pansao em multipolos e, em geral, apenas o carater
intrinseco do formalismo pode ja gerar dividas. Além
disso, junto a esse aspecto surge a identificacao em um
dos termos da expansao de uma representacao matri-
cial do chamado momento de quadrupolo. Dadas as
expansoes em trés dimensoes, a introducao de proprie-
dades matriciais/tensoriais e a relativa sutileza das in-
terpretacoes fisicas envolvidas, o assunto acaba dando
origem a varias duvidas e dificuldades para boa parte
dos alunos. Nessa circunstancia, uma tendéncia natu-

ral dos estudantes pode ser a busca de esclarecimentos
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através da literatura correntemente utilizada nos cur-
sos de Eletromagnetismo, tais como Jackson!!] (Cap.
4, pag 98), Lorrain e Corsont?l (Cap. 5, pag. 90), Ma-
rion e Heald®l (Cap. 2, pag. 37), Reitz, Milford e
Christy (Cap. 2, pag. 51), etc. A primeira vista, a
consulta dessas obras pode sugerir que as diferencas nos
tipos de abordagens estejam apenas no carater discreto
ou continuo das distribui¢oes de cargas consideradas
ou ainda no tipo de sistema de coordenadas utilizado.
Entretanto, um ponto critico é o fato de a definicao
do momento de quadrupolo apresentada por Lorrain e

Corsonl?]

nao ser equivalente as definicoes nas demais
referéncias, o que leva a diferentes interpretagoes fisicas
e geométricas. Qutro aspecto que pode gerar dividas
é o tratamento das expansoes de Taylor em diferentes
variaveils ou condigoes algebricamente distintas como
em [4] e em [2,3]. Se essas diferengas nao forem clara-
mente identificadas a dificuldade inicial pode tornar-se
muito mais ampla e profunda.

Dada a importancia das técnicas de expansoes, o
profundo significado fisico envolvido e as dificuldades
usualmente demonstradas pelos alunos no estudo da
expansao multipolar, visa-se neste trabalho apresentar
uma revisao bdsica e didatica desse tépico, voltada pre-
ferencialmente para alunos que ja tenham tido um pri-
meiro contato com o assunto. O aspecto novo e original
é a eénfase nas origens das diferencas entre as aborda-
gens citadas e as interpretacoes fisicas e geométricas
delas decorrentes, mostrando-se que o estudo compara-
tivo e critico dessas diferentes definicdes e abordagens
traz & tona novas informacoes fisicas e matematicas
que nao sao discutidas na literatura. Com esse ob-
jetivo, na secao Il discute-se as motivacoes tedricas e

praticas para a expansao multipolar, definindo-se a no-
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menclatura que serd utilizada ao longo do trabalho.
Na secao III considera-se duas abordagens diferentes

do assuntol! =4

, explicitando-se as diferentes condigoes
na estrutura da expansao e no tratamento algébrico das
equacoes. Na secao IV é demonstrada a equivaléncia do
termo de quadrupolo nas duas formulagoes referidas, as
diferencas na definicao do momento de quadrupolo e sao
discutidas as implicacoes fisicas e geométricas. Um re-
sumo dos resultados essenciais e alguns comentarios sao
apresentados na secao V.

Ao longo do trabalho faremos uso do sistema MKS

de unidades e a discussao sera limitada as situacoes ele-

trostaticas.

I1. Bases da expansao em multipolos

Um dos problemas essenciais do Eletromagnetismo
é a determinacao do campo eletrostatico E produzido
A lei de Ga-

uss, embora de aplicacao simples, é 1til somente em

por uma dada distribuicao de cargas.

um numero reduzido de casos, quando a simetria é con-
veniente e quando se tem informagoes adequadas sobre
a prépria incégnita que se quer determinar. Uma abor-
dagem util é, evitando-se o carater vetorial de E, de-
terminar primeiro o potencial eletrostatico @ (grandeza

escalar) e a seguir o campo por derivagao,

—

E=_-Vo.

No caso mais geral, as cargas fonte podem

constituir-se tanto de distribuigoes discretas como
continuas (lineares, superficiais e volumétricas). Nesse
caso a lei de Coulomb leva & expressao formal (solugio

da equacdo de Poisson):

1 ¢ Qo p(
(f) = ——
= Tres ; =] +/v, 7=

Neste trabalho, visando uniformizar e compactar
a nomenclatura, consideraremos somente uma distri-

buicao volumétrica de cargas caracterizada por uma

)dv' / o(7)dd’ //\(F’)dl’
—_— — . 1
T o =TT L = W

7

densidade p(7'), como esquematizado na figura 1 Nas
referéncias o mesmo tipo de distribuicaocontinua é uti-

lizado em [1,2 ,4] e discreta em [3]. A passagem do caso
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continuo para o discreto pode ser obtida diretamente

através das prescrigoes:

-/ —
=Ty

/p(F/)dv'...Han...

ou pela introducao da funcao delta de Dirac.

"

Figura 1. Esquema de uma distribuicao continua (vo-
lumétrica) de cargas originando no ponto de observagao P
um potencial ®(F).

Limitaremos entao a discussao ao calculo do poten-

cial através da expressao

1 / p v O

dweg J,0 |F—F|

o(7) =

onde (figura 1) 7' caracteriza a posicdo do elemento
dv’ no interior da amostra de volume v’ e densidade de
carga p(7 ') e ¥ a posi¢do do ponto de observagao P
onde o potencial é calculado.

A equagdo (1) é o ponto de partida para a ex-
pansao em multipolos que serd efetuada na secao se-
guinte. Nesta secao vamos discutir as razoes pelas quais
se faz uso desse tipo de formalismo. Como veremos, a
compreensao dessas motivacoes sera util para o enten-
dimento das diferencas nas abordagens e na definicao
do momento de quadrupolo.

Podemos identificar duas razoes para a expansao,
uma de carater tedrico e outra de ordem pratica.

A motivacao de carater tedrico, que tem profundo
significado fisico ndo aparente na forma da equagao (1),
estd no fato de que, uma vez feita a expansao, esta
apresenta uma estrutura peculiar: uma soma infinita
de termos, o primeiro correspondendo ao potencial pro-
duzido por uma carga pontual (monopolo), o segundo
a duas cargas pontuais de sinais contrarios (dipolo),
o terceiro a quatro cargas pontuais duas a duas com
sinais contrarios (quadrupolo), o quarto a oito cargas
puntuais duas a duas com sinais contrarios, distribuidas
em cubo, (octupolo) e assim por diante. Dessa forma
obtém-se uma decomposicao de multipolos, represen-

tada usualmente por

(7)) = V(A + (A + V() + (A + ...+ V(P + .. (2)

A identificacao do primeiro termo nao nulo fornece im-
portantes informacoes fisicas sobre a distribuicao, inde-
pendentemente de se ter a expressao exata do potencial
produzido. Varios exemplos podem ser consultados nas

referéncias citadas.

A razao de ordem pratica esta associada ao fato
de que nem sempre a equagdo (1) pode ser calculada
analiticamente. Um procedimento possivel é utilizar
calculos numéricos e resolver adequadamente o pro-
blema através de sistemas computacionais. Entretanto,

em muitos casos praticos, devido as condigoes experi-

mentais, pode nao ser necessaria uma solugao comple-
tamente exata do problema. O caso tipico é aquele
no qual o ponto de observacao estd a uma distancia
da amostra muito maior que as dimensoes da prépria
amostra. Se a dimensao da amostra pode ser re-
presentada por um comprimento l,., € R represen-
tar a distancia da amostra ao ponto de observacgao, a
condigao geométrica acima pode ser algebricamente for-

mulada por

lmax
— < 1. 3
e < (3)

A idéia mais intuitiva numa abordagem por expansoes
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é procurar expressar as distancias que aparecem na
equacgao (1) em termos da razao (3). Obtido isso, po-
demos expandir (1) em série de Taylor na varidvel que
obedece (3) ou que seja da mesma ordem de grandeza
desta. Sendo a expansao em poténcias inteiras desse
parametro, cada termo consecutivo é menor que o an-
terior. Na pratica podemos dizer que quando o valor
do termo de uma certa ordem for menor que a impre-
cisao experimental, os termos de ordem mais elevada
podem ser desprezados. Com isso, ficamos com um
nimero finito de termos em (2) com caracteristicas co-
nhecidas, como comentado no paragrafo anterior, e que
em geral sao mais faceis de serem integrados. Essa é
a formulacdo de Reitz, Milford e Christy™ e que ser4
revisada na secao III.1.

Alternativamente, uma maneira equivalente de se
chegar aos mesmos resultados é tratar expansoes em
torno da origem do sistema de coordenadas como apa-
rece em [2,3]. A condic¢do (3) é usada, entdo, para levar
a expansao apenas até a segunda ordem. Isto, no en-
tanto, nao é explicitado nessas referéncias, o que pode
levar a interpretacoes conceitualmente questionaveis.

Outro aspecto, independente do anterior, que es-
tamos interessados em fazer um estudo comparativo
é, uma vez obtida a expansao, analisar o tratamento
algébrico dado ao termo de quadrupolo ®*)(7). Como
serd mostrado, as diferencas, entre [2] e [1, 3, 4] resi-
dem exclusivamente em se fatorizar ou nao as grandezas
assocladas a amostra e ao ponto de observacao.

Estaremos assim interessados em duas comparagoes
independentes: expansao em termos de uma razao ou
expansao em torno da origem e fatorizacao ou nao das
grandezas envolvidas no termo de quadrupolo. Como
citado nos dois paragrafos anteriores esses aspectos
estao um pouco misturados nas referéncias. Para pro-
curar compactar a discussao utilizaremos uma nomen-

clatura unificada e denominaremos:

“Primeira abordagem”: formulacao através da
expansao em termos da razéo (3) e fatorizacao do
termo de quadrupolo. Esta corresponde ao tipo
de expansdo de [4] e a0 momento de quadrupolo
de [1, 3 e 4].

“Segunda abordagem”: formulagao através da

expansao em torno da origem e nao fatorizacao do
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termo de quadrupolo. Esta corresponde ao tipo de
expansao de [2 e 3] e a0 momento de quadrupolo

de [2].

Em [1] a expansao é feita em termos de esféricos
harmonicos. A expansao de Taylor em torno da ori-
gem em coordenadas retangulares é deixada pelo autor

como exercicio ao leitor.

O ntcleo de nossa discussao esta centrado no termo
de quadrupolo <I>(4)(77) e na representacao matricial a ele
associada, o momento de quadrupolo. Discussoes sobre
os demais termos podem ser encontrados em quaisquer

das referéncias.

ITI. Célculo do termo de quadrupolo

Utilizaremos uma notagao unificada de modo a per-
mitir extensoes simples a qualquer das nomenclaturas

das obras citadas. Representaremos como em [1],

7= (21,22, 23) 7= (2], b, %),

A notagao de [2] é obtida fazendo corresponder

(xlaxZax3)_>($ayaz) ($ia$/2a$é)_>($/ay/azl)'

ITI.1. Primeira abordagem

O ponto de partida é considerar a distribuicao de
cargas da figura 1 localizada em torno da origem, como
mostrado na figura 2. Nesse caso a condigdo (3) é cor-

retamente representada por

/

r -
? < 1a V|7° /| (4)

Notemos que essa expressao contém informacoes sobre
a distancia entre a amostra e o ponto de observacgao.
Tratando-se de uma razao, a amostra nao precisa ser
“pequena” ou localizada préxima de um ponto es-
pecifico do espago; (4) é verificada tomando-se |7] sufi-

cientemente grande.



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 18, n? 3, setembro, 1996

Figura 2. Distribuicdo volumétrica de cargas em torno da
origem.

Seguindo o raciocinio da secao 2, o primeiro passo €
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em (4)

1
2

()£ (©)

Sendo #/r um versor, a condi¢ao (4) implica que o ter-
ceiro termo dentro do colchete é < 1 e menor ainda o
segundo. Dessa forma, a soma dos dois escalares obe-

dece

< 1.

Denotando por @« esse termo, podemos expandir o
binémio [1 + 2]~ % em série de Taylor
n(n—1) ,

I+2)'=14ne+——2

7 + ...

Com isso, até termos de segunda ordem em r'/r, obte-

expressar o termo 1/|F— #'| de (1) em fungao da razéo mos:
|
1 1 7! 1 7! 2 12
= T L T )
|[7=7' r3 2 7P r3

e dal a expansao para o potencial

11

—/ p(r")dv' +

dmeg r

1 7

¥ (7)

4meg 3

O primeiro e segundo termos correspondem as con-
tribui¢des de monopolo, ®1)(7), e dipolo, ®(2)(7), res-
pectivamente, como indicado em (2).

Fixaremos agora a aten¢ao no terceiro termo, a con-
tribui¢ao de quadrupolo <I>(4)(77). Primeiro observemos
que nesse termo entra tanto a variavel associada a dis-
tribuicao (7'), como a associada ao ponto de observacao

() e de uma forma um tanto misturada. Na abordagem

() =

i=1 j=1

ot o 11 GRS I
_/vlr’p(r/)dv/—l—mi/vl [3 e p(7)dv'.

1
471'6027“5 szxx] ]_sz "’

de [1, 3 e 4] o que se faz é fatorar essas dependéncias,
isto é, separar as dependéncias na forma de um produto,
de modo a ser possivel estudar cada dependéncia sepa-
radamente. Isso de fato nos levara a identificar todas
as caracteristicas da amostra num termo que definira
o momento de quadrupolo. Para tanto sera util “ab-
rir” os produtos escalares em termos das coordenadas

anteriormente definidas:
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Expressando

3 3 3
2 _ b
l‘i = l‘ll‘] 5
i=1

i=1 j=1

com §é;; sendo a Delta de Kronecker, podemos por em
evidéncia todas as coordenadas associadas ao ponto de
observac¢ao, obtendo a forma compacta,

3 3
1 1
4 _ ()
il )(f‘) = Tre 3E E E x5 Qis, (7)

i=1 j=1

onde );; depende exclusivamente das variaveis que ca-

racterizam a distribuicao de cargas,

Qij = /1(31‘;1‘; — 6ijr/2)p(f’/)dv'. (8)

Vemos que tratam-se de 9 elementos que podem ser re-

presentados na forma de uma matriz 3x3:

Q11 Q12 @as
{Q=1Q2 Qa2 Qa3 . (9)
@31 Q32 @33

Pode-se mostrar que esse termo corresponde & repre-
sentacao matricial de um tensor e é denominado tensor
momento de quadrupolo [1, 3 e 4]. Na secdo 4 estuda-

remos algumas propriedades dessa representacao.

ITI.2. Segunda abordagem

1
|_.7_.,_+

|~ r

=1
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O ponto de partida para a expansao é também o
termo 1/|7—#'|. Como comentado a primeira dife-
renca esta no fato de que a expansao nao é realizada no
termo 7’/ /r, mas em torno da origem das coordenadas

assocladas & amostra

7= ($i’ xlz’ l‘g) = (Oa 0, 0)~

Embora os autores em [2] fagam referéncia a condi¢ao
(3), o parametro lp.; nao entra explicitamente nos
calculos, isto é, nao ha referéncia quantitativa as di-
mensoes da amostra comparada a distancia desta ao
ponto de observagao, como em (4) na abordagem ante-
rior. Mostraremos que as expansoes obtidas sao iguais,
porém, a nao mencdo a condicdo (3) explicitamente,
pode levar a interpretacao de que a expansao em série
de Taylor em torno da origem esta conceitualmente in-

correta.

Revisemos entao a expansao desse tipo utilizando a
notag¢éo unificada. Sendo 1/|7— 7’| funcao de &}, x5, 4
apenas, ja que o ponto de observacao é fixo, a expansao

de Taylor em torno de ¥/ = (0,0,0) leva a

3 3 2
0 1 1 0 1
[ - — [ -
(Z}%m)<w_w01 +2!(EJQMJ (W—WO +o (10)
7/=(0,0,0) i=1

7/=(0,0,0)

onde o subscrito #/ = (0,0, 0) indica que as derivadas sdo calculadas nesse ponto. Sendo

9 (_1
o \ 7= 7]

e introduzindo-se como em [2] os cossenos diretores

I =

Li

=3
#'=(0,00) T

Zi=1,2,3
.

vem que a expansao de 1/|7— 7’| até sequnda ordem em z} fica:

1
P

1
273

3
1 1 1
i=1

(317 — D)a?? + (313 — Va2 + (315 — D).
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Com isto obtém-se para o potencial (1):

1 1
d(F) = - d l "\d
(7) 47T€0r/ P )v+471'€07°2 UI(Z x) v’ +
1 1

4eg 13

1
+§(3lf — Daf?

1 1 .
+ 5(315 — D)z + 5(313 — DaZ]p(F")dv' . (11)

Comparando com (6), vemos que o primeiro termo corresponde ao monopolo e o segundo ao dipolo, uma vez que

izlm/_izl,m/_iff
gy — gy — .
rz' 2 7“3, 2 7“3

O terceiro é o termo de quadrupolo e a diferen¢a de [2] com [1, 3 e 4] é que Lorrain e Corson nao fatorizam as

dependeéncias das coordenadas da amostra e do ponto de observac¢ao. Com a defini¢ao

_ Y,
pij = /, J:Z»J:]»p(r
v

o termo de quadrupolo é expresso por

@(4)(7?) —{3[1112]712 + llsp1s + bLlspis] +

1
5[(3@ — Dpi1 + (313 — V)pan + (313 — V)psal},

5,j=12,3, (12)

(13)

equivalente & equagao (2-107) em [2]. Vemos que os p;; dependem apenas da distribui¢éo de cargas e podem também

ser dispostos em uma matriz

Pow
Pyw
Pzx

i} =

especificando, de acordo com [2], 0 momenio de qua-

drupolo da distribuicao de cargas.

O ponto essencial é que comparando (7) e (8) com

(12) e
drupolo sao distintas, que (7) tem estrutura fatorizada

e (13) nao.

(13) vemos que as defini¢des do momento de qua-

E importante ressaltar que para chegar em (11) te-
mos que supor ' < r, caso contrario os termos res-
tantes seriam dominantes. Assim, implicitamente esta
sendo usada a restri¢ao (3) e esta abordagem coincidird,

como veremos na proxima se¢ao, com a anterior.

Pzy Pzz
Pyy  Pyz | (14)
Pzy  Pzz

IV. Estudo comparativo do termo de quadru-

polo e do momento de quadrupolo

Nesta secao demonstraremos que os termos de qua-
drupolo (7) e

(13) sdo idénticos e explicitaremos as di-

ferencas entre as defini¢oes do momento de quadrupolo

(8) e (12).
IV.1. Termo de Quadrupolo

Partiremos da equacdo (13) utilizada por Lorrain e

Corson e mostraremos que é idéntica as equagdes (7)

e (8).

reagrupando termos, (13) fica:

Utilizando a definicao dos cossenos diretores e
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1 1
&) — il =4
(7 dmweg 215 p(r
+2x 1 wonxh + x%x’f + x2xt? + wiall] -
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Vdv' {3[2xozsahaly + 2oy w3 2l +

el + 2y +2i]}

O termo entre colchetes que esta multiplicado por 3 pode ser expresso de forma compacta por

1o
l‘]l‘ll‘]

i=1 j=1

e representando
3
i=1

obtemos

q>(4)

3
= i ZZ
0 =1
que corresponde exatamente as equagdes (7) e (8).
Como os termos &1 e &) sio também idénticos
nas duas abordagens (como verificado na secdo ante-
rior) vemos que de fato o resultado da expansio inde-
pende de se considerar expansio no termo r’'/r ou em

(0,0,0).

torno de 7/ =
IV.2. Momento de Quadrupolo

Das equagdes (8) e (12) o momento de quadrupolo
tem defini¢des diferentes. A defini¢do (8) é a adotada

em [2’3’4]’

Qij = / (3afay — b3y p(

/ [Brjx; — 87" p(

3 3
E E l‘il‘]’(sz']',

i=

1j=1

-/

7

Ydv'

a (12) a adotada em [2],

/
pij:/ x
’Ul

sendo portanto a correspondéncia entre ambas

x}p(f’/)dv/ i,j=1,2,3,

Qij = 3pij —/ 8ijr'*p(7 ).

Inicialmente notemos que embora ambas as repre-
sentacdes matriciais, (9) e (14), sejam simétricas, p;; =
pji € Qi; = @y, o traco tem propriedades fundamen-

talmente distintas:
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Entao das defini¢oes temos sempre
tr{@} =0

porém
triph = [
,UI

correspondendo geometricamente ao raio quadratico
médio da distribuicao de cargas.

Como comentado na secao III.2 as diferencas nas
defini¢des (8) e (12) tém origem algébrica. Enquanto
[1,3,4] fatorizam as dependéncias em 7 e ' na expressao
de &) (7), os autores da referéncia [2] ndo consideram
tal fatorizacio, expressando ®* numa forma mista
(13).

A fatorizacdo (7) permite identificar a matriz {@}
como representacao de um tensor de segunda ordem, o
tensor momento de quadrupolo [1,3,4]. Como [3] menci-
ona, “... é frequentemente mais conveniente fazer a mo-
dificacao que transforma a expressao em uma forma que
é familiar do estudo de tensor de inércia na dinamica
de corpo rigido”. Com tal analogia pode-se mostrar
que ha apenas um elemento independente no tensor de
quadrupolo (quando {@} se refere a eixos principais e a
distribuicao de cargas é simétrica, como esta resumido

na pag. 43 de [3]).
V. Comentdrios finais

Com base na literatura correntemente utilizada em
cursos de Eletromagnetismo, discutimos neste trabalho
dois aspectos relativos & expansao multipolar do po-
tencial eletrostatico, que sao geralmente abordados de
forma distinta nas referéncias citadas.

De um lado analizamos o carater préprio da ex-
pansao mostrando que esta pode ser feita em termos
de um parametro adimensional caracteristico da amos-
tra e do ponto de observacdo, r'/r, ou em torno da
origem das coordenadas da amostra. Mostramos que o
resultado da expansao é o mesmo nos dois casos.

De outro, estudamos a definicado do momento

de quadrupolo, explicitando as diferencas encontra-
das nas referéncias e discutindo interpretacoes fisicas,
geométricas e algébricas decorrentes. Como demons-
trado, a diferenca na definicao do momento é devida
exclusivamente a se fatorizar ou nao as dependéncias
em 7 (ponto de observagao) e’ (amostra) na expressao
do potencial de quadrupolo.

Gostariamos de ressaltar que para um estudante de
graduacao, o fato de se encontrar diferentes aborda-
gens de um mesmo assunto em diferentes referéncias,
nao é necessariamente uma fonte de dificuldades. Pelo
contrario, o estudo comparativo pode trazer novos co-
nhecimentos, nao explicitos em cada formulacao. Além
disso pode contribuir para o desenvolvimento de uma
atitude critica, dificilmente presente ao se seguir sim-
plesmente o raciocinio de um autor em sua obra ou de

um professor em sala de aula.
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