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Resumo

Recomenda-se o uso, sempre que possivel, de relagoes integrais de preféncia as diferenciais
no ensino da Termodinamica, e as expressoes integrais da energia e da entropia sao obtidas
diretamente da 2a lei. O resultado sugere o desmembramento daquelas grandezas em con-
tribuicoes de temperatura e de volume permitindo reconhecer nesta, no caso da energia, a
familiar energia potencial da Mecanica, sistematicamente ignorada ao longo do ensino da-
quela disciplina. Algumas aplicacoes sao feitas e a relacao de Clausius-Clapeyron reobtida.

Abstract

The preferred use of integral relations in place of differential ones, wherever possible, in the
teaching of Thermodynamics is recommended and the expressions of the energy and entropy
obtained directly from the 2 nd law are given. The result suggests separating those quantities
in parts reflecting contributions from volume and temperature thus allowing us to recognize
in the case of the energy the familiar potential energy of Mechanics, sistematicaly ignored
in the usual teaching of Thermodynamics. Some applications of the results are carried out

and the Clausius-Clapeyron relation is re-obtained.

1. Introducao

“Thermodynamics is a rather difficult and complex
subject when we come to apply it...” (The Feynman

Lectures Vol. 1)[1]

Relagoes diferenciais abundam em Thermodinamica
e isto torna especialmente dificil uma visao de conjunto
de seus resultados. Um outro ponto negativo para sua
compreensao estd na abstracao excessiva do conceito de
energia que ela emprega: enquanto que na Mecanica os
conceitos de energia cinética e energia potencial sao co-
mumente empregados, na apresentacao usual da termo-

dinamica s6 a energia total aparece, sem nenhuma pre-

ocupacao em separa-las, mesmo no caso mais simples
como o do gas real. No presente trabalho mostramos
primeiro como obter diretamente da equacao de estado
e por aplicagdo direta da 2a lei (e nao das relacdes de
Maxwell[z’?”l]) tanto a energia como a entropia. As ex-
pressoes obtidas sugerem a separacao da energia e da
entropia em partes de volume e de temperatura. Dis-
cutidas as relacoes, sao feitas aplicacoes para equacoes
de estado conhecidas de gases. A separacao é usada
na interpretacao de transformacoes irreversiveis a ener-
gia constante. Faz-se também uma rapida incursao ao
estado sdélido bem como obtem-se a relagao Clausius-

Clapeyron além de outras aplicac¢oes sugeridas.
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2. A energia interna e a entropia em forma in-

tegral

Embora as relacoes que vamos obter possam ser de-
rivadas das relacdes de Maxwell23! aqui apresentamos
deducao saida diretamente do enunciado da 2a lei (e da
la) sejam duas isotérmicas préximas, para as tempe-
raturas 7'+ d7T e T, entre os pontos de volumes V7 e
Vs (Fig.1). Nesta situacdo as duas isécoras infinitessi-
mais que fecham o ciclo em Vi e V5 podem ser substi-
tuidas por duas adiabaticas formando-se entao um ciclo
de Carnot. Dai que podemos afirmar que o trabalho
dW realizado no ciclo e o calor retirado da fonte quente
AQ@, estao entre si como a diferenca entre as tempe-
raturas das adiabaticas, dT, estd para a temperatura
absoluta da fonte quente, T, (T + dT ~ T). Podemos

escrever

dW dT
= 7 (1)
AQ, T
e mais explicitamente
Va
dT & [} p(V, T)dV _dr @
AQy T

No presente trabalho, salvo excessao a ser explicita-
mente mencionada, o indice indica a grandeza variada
na transformacao - no caso AQy O volume - e nao a

grandeza que se manteve fixa.
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Figura 1: Duas isotérmicas em temperaturas préximas,
T+ dT e T, no plano pV. AQv é o calor absorvido na
isotérmica T 4+ dT e V, e V2 sdo os valores extremos do
volume. dW é o trabalho realizado no ciclo que pode ser
considerado como Carnot.
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Mas pela 12 lei

Va

Aly = AQy — / pdV (3)

Vi

sendo AUy a varia¢ao da energia interna entre V7 e V5

ao longo da isotérmica. Das Eqgs. (2) e (3), tira-se.

Va

T v,

Va

p(V,T)dV — / pdV (4)

AUy =T

Para se obter a relacao geral, a variacao da energia
devido a uma mudanca de temperatura também deve
ser considerada. Para isso seja a Fig. 2 representando o
plano T, V. Partimos do ponto de referéncia R, (Vg, Tr),

e queremos atingir um ponto qualquer @, (V,T').

T

v

Figura 2: Trajetdéria no plano V1 para o cédlculo das va-
riagbes de energia e entropia entre o ponto de referéncia
R,(Vr,Tr) e o ponto genérico @, (V,T). RI é uma isécora
e IQ uma isotérmica.

Como a energia é uma propriedade do sistema so-
frendo a transformacao, podemos escolher o trajeto in-
dicado na figura, RIQ, RI ao longo da isocora Vs e 1Q
ao longo da isotérmica 1Q. Para esta podemos usar a
Eq.(4).

expressa em termos da capacidade calorifica a volume

Para a isécora Vi temos que AUpr pode ser

constante Cy (em Cy o indice V significa, excepcio-
nalmente neste trabalho, que o volume é mantido cons-

tante) e da variacdo de temperatura, como

AUp = Cy (T — Tr) (5)

ou mais geralmente
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ja que Cy pode, em principio, depender de V e T. A

variagdo total da energia entre R e @), Ug Upg serd, das

T
AUp=U;—-Ug = Dy (Vg, TdT’ (6) equagoes 4 e 6, e omitindo-se o indice @) em Ug
Tr
|
o v v T
U-Ugr= Ta—T/ p(V', T)dV’ —/ pdV' + Cv(Vr, THdT’ (7)
Vr Vr Tr

Note-se que a derivagao parcial em 7" no 1° termo ao
lado direito desta equacao pode ser transportada para
o interior do integrando ja que ela se faz a temperatura
fixa.

Para se obter a entropia em forma integral procede-

se de forma andloga ao caso da energia. Na isécora Vi

(Fig.2).

T i
T
ASp = S;— Sp = %dT’ (8)
Tr
visto que
_ AQr  CyAT
ASy = T =7 (9)

num processo elementar. Para a isétermica I(), volta-

mos a Fig. 1 e a Eq. 1

dW dT
= — 1
AQU T ) ( )
e obtemos
_0Qv v ,
ASy =T T =37 v p(V', T)dV (10)

resultando para a variacao total da entropia S — Sg

v T !

Ty, e T
(11)

3. Discussao sobre as expressoes obtidas

A FEq.7 mostra que para um sistema puramente
mecanico a pressao por ele exercida é independente da
temperatura e pela Eq. 11 que o mesmo nao tem entro-
pia. A Eq.7 também diz que para um gas perfeito as in-

tegrais se cancelam restando somente a integral no calor

especifico (AUr). Este termo estd relacionado a energia
das moléculas do sistema, que é cinética de translacao,
e a energia de eventuais modos internos aquelas. Isto
nos induz a ver nos dois primeiros termos do lado di-
reito da Eq. 7 ou na Eq. 4, obtidas através de variacoes
de volume, como relacionados a energia potencial das
moléculas, AUy, quando o gas real é considerado. A
mesma separac¢ao pode ser feita na Eq. 10, ASy dando
a variacao de entropia de volume (que existe mesmo
sem interagdo entre as moléculas) e ASyp, a variagdo
de entropia devido ao movimento de translagao e graus
de liberdade internos as moléculas. Note-se que AUy e
ASy podem ser calculados para os gases diretamente de
equacoes de estado em que a pressao é dada em termos

de Ve T'| como fazemos a seguir.

4. Célculo de energia e entropia de volume para
algumas equacoes de estado e aplicacao ao es-

tado sdélido

No que segue tomaremos 1 mol. de substancia.

Comecamos com a equagao de Van der Waals que é:

RT a
= — 12
P=yv e (12)
que para AUy e ASy da, respectivamente pelas Eqgs. 4

e 10,

1 1
AUy =a|—— — 1
Uv a(VO V) (3)
(&
V-4
ASy = Rln — (14)

sendo V) um volume de referéncia.
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Veé-se que AUy e ASy dependem unicamente de V'
e que a atracao molecular, representada pelo parametro
a, altera (diminui) a energia do gas enquanto que o co-
volume b altera (também diminui) a entropia em relacao
as do gas ideal.

Uma melhor aproximacao é dada pela equacao de

Beatty-Bridgman

p= U0 (1 ) A

com

A= A (1—1—%),3:30 (1-%) ¢ V';S (16)

Comparando esta com a de Van der Waals, Eq. 12,
vemos que B é, aproxidamente, o co-volume, o qual se
torna compressivel (B diminui com a diminuicao de V,
Eq. 16). O coeficiente do termo de atracdo dado por
a na Eq. 12 também diminue com V (ver a expressao
de A, Eq. 16). Mais interessante é o termo 1 - ¢ mul-
tiplicando RT'. FEle reflete o aumento das interacoes -
diminuindo a pressao - com o volume e principalmente
com a temperatura, isto é, com a diminuicao da veloci-
dade das moléculas. E é especialmente importante para
as moléculas mais complexas(®.

A energia e a entropia de volume podem ser calcula-
das pelas Eq. 4 e 10 (ver também Ref. 3 e 4). Fazendo-
se por questao de brevidade a integracao indefinida -
as constantes (7 e (' abaixo seriam ulteriormente de-
terminadas por consideracao do estado de referéncia -,

obtem- se:

Uv(V) + UT(V, T) —Ugr = T(ST(V, T) — SR)

Derivando parcialmente em relacao a V e

rearranjando-se os termos tem-se (a integral em Cy néao

depende de V) a equacdo de estado:

A V) | 95 4y oy OUT 4y (90

pV.T) = ——p oV oV
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3R B, B
Uv =40 (55 —1) 7<1+—0—ﬂ)+01

2V VT2 2V 3V2
(17)
€
B RB, 3 2Ry
S o= mmyo B (1o 2y 2
By  Bgf
2V 3v2) +C (18)

Caberia aqui uma observacao: enquanto que para
12, UV e SV de-

pendem somente de V', para a mais exata de Beatty-

a equacao de Van der Waals, Eq.
Bridgman, Eq. 15 e 16, j4 uma dependéncia com a
temperatura aparece. Porém isto nao desfigura a ca-
racterizacao de energia e entropia de volume, pois sao,
nas condigoes usuais, termos corretivos, que alids apa-
recem como combinacao do parametro ¢ e de termos do
co-volume, Eq. 16.

Terminaremos esta secao com uma Incursao ao es-
tado sélido. Neste supoe-se que a energia molar tem um
termo Uy dependente sé de volume e representando a
energia potencial de interacao, e outro térmico, Ur, o
qual depende nao s6 de T' como também de V| ou seja,
num modelo de Einstein, a frequéncia de vibracao dos
atomos dependeria também de V' ou seja, indiretamente
da pressao externa, o que parece bem natural. Ja a en-
tropia no estado solido é puramente térmica e depende,
pela mesma razao que Urp, de T' e V. Combinando-se

as Eq. 7 e 11, obtem-se

) /Vp(V/,T)dV/ . /TCV(VR,T’) (1 _ %) d1’ (19)

Vr Tr

(Note-se que poderiamos usar a energia livre “térmica”
Fr = Up — TSy no lado direito da equagéo 20). Esta
equacao mostra como a dependéncia da energia e da
entropia térmica contribuem junto ao termo puramente

mecanico, dUy /dV, na equacao de estado para o sélido.
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5. Aplicacao dos conceitos de energia e entropia

de volume a processos irreversiveis

Num processo natural (irreversivel) de um sistema
a energia constante, a sua entropia cresce, ou seja, sua
variacao AS é positiva. E o caso das expansao livre de
um gas, por exemplo, do volume V a V + AV. E claro
que é a tendéncia a aumentar a entropia de volume, de
variacao ASy, a motora do processo o qual se realiza
mesmo as custas de uma variacao ASp, negativa, da
entropia de temperatura - j4 que o gas se esfria - mas

de tal forma que

AS=ASy + ASr >0 (21)

Enquanto que para a variac¢dao da entropia prevalece

a desigualdade, a energia total se conserva, ou seja,

AU = AUy + AUp =0 (22)

Expressemos ASy e AUy em termos de seus dife-
renciais ¢ ASp e AUp em termos do calor especifico a
volume constante. Sendo AV e AT as variagoes obser-

vadas de volume e de temperatura, temos das Eq. 21 e

22.

OSv Cy
—A —AT 2
3 V+ T >0 (23)
© 0
Uy
—AV+CyAT =0 24
3 +Cv (24)

e eliminando-se Cyy AT na Eq.23 com seu valor obtido

da Eq. 24, temos:

oSy _ 14Uy
v~ T av

na qual a 2a lei, para o caso de uma expansao brusca,

(25)

aparece expressa através somente dos coeficientes dife-
renciais da entropia e da energia de volume. Achando-se

as derivadas parciais pelas Egs. 4 e 10 obtemos:

p>0 (26)

relacdo que usualmente se cumpre. Em tempo: a Eq.
26 parece sugerir (erradamente) que se p < 0, como
num sélido ou liquido sujeito a tensao, o sinal da desi-
gualdade de origem, Eq. 21 ou 23, deveria ser invertido.

Esta conclusao, porém, é apressada pois na divisao por

AV para se obter a Eq.25, admitiu-se AV > 0. Para
AV < 0, o sinal deveria ser trocado, obtendo-se entao
p < 0 para AV < 0. Isto é, pAV é sempre positivo e
as Eq. 21 e 23 sempre validas.

6. A Equacao de Clausius-Clapeyron

Esta é uma aplicacao direta da 2a lei para mu-
dancas de fase, a qual procede a pressao e temperatura
constantes, p. e T,. Seja a variacao total do volume
molar é AV e a correspondente variacao de entropia
ASy = L/T., sendo L o calor latente molar (AV e
ASy sao algébricos). A Eq. 10 d4 diretamente.

L dpe
7= AV

Uma outra aplicacao simples que pode ser feita,

(27)

agora utilizando a Eq. 4 da energia, é o da obtencao
da linha de Maxwell na analise das isotérmicas de mu-
dancas de fase geradas por equag¢des de estado (como a

de Van der Waals)[5].
7. Comentéarios Finais

Achamos que tanto o uso de relacoes integrais como
a separacao da energia e entropia em termos de volu-
me e temperatura facilitam o aprendizado da Termo-
dinamica. De um lado as relagdes integrais sao mais
concretas pois levam a uma visao de conjunto e de ou-
tro a separacao em termos de volume e de temperatura
que elas permitem realizar, leva, nos casos extremos de
gases e solidos, ao uso intuitivo de conceitos familia-
res como o de energia cinética e potencial, e auxiliam
na conceitualizacao da entropia, como especialmente a
Secao b procurou mostrar. Embora tenhamos nos limi-
tado & energia e entropia, extensao a outras grandezas
termodinamicas pode igualmente ser feita. Ressalta-
mos finalmente que as expressdes a que chegamos, es-
sencialmente as Fq.7 e 11, nao sao originais, embora

(23] sem a énfase que

sejam usualmente apresentadas
merecem. As relagoes integrais sao relegadas a Termo-
dinamica Pratica na sua tarefa de confeccionar tabelas
e sao consideradas de valor didatico inferior. Procura-

mos mostrar que este nao é o caso.
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