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Resumo

Foi desenhado, constru��do e testado, um aparelho para o estudo do movimento de rota�c~ao
de um corpo r��gido ao redor de um eixo �xo. O disco girat�orio pode atingir velocidades
da ordem de 50 rad/s. A velocidade ângular �e medida mediante um detetor de pulsos de
luz gerados por um feixe que passa atrav�es do disco por um conjunto de furos localizados
na sua periferia. O momento de in�ercia do sistema pode ser mudado bruscamente durante
o movimento e a decorrente discontinuidade da velocidade ângular pode ser medida com
boa precis~ao. O equipamento pode ainda ser utilizado como uma m�aquina de Atwood.
Neste caso determina-se o valor do momento de in�ercia. S~ao apresentados resultados de três
experimentos diferentes os quais mostram a boa qualidade das medidas feitas e seus erros
experimentais.

Abstract

An equipment for the experimental study of the rotation of a rigid body was designed,
constructed and tested. Its rotating disc can reach angular speeds of the order of 50 rad/s.
The angular speed is measured by means of a light detector which receives light pulses coming
through holes evenly distributed near the periphery of the disc. The moment of inertia of the
system can be changed suddenly during the the operation, and the subsequent dicontinuity
in the angular speed can be determined with a rather good accuracy. Alternatively the
equipment can be used as an Atwood machine in which case the value of the moment of
inertia is determined. Results of three di�erent experiments are presented, which show the
quality of the measurements and its experimental errors.

1. Introdu�c~ao

�E descrito neste trabalho um aparelho destinado ao

estudo do movimento de rota�c~ao de um corpo r��gido

ao redor de um eixo �xo. S~ao propostas algumas ex-

periências que podem ser realizadas com ele e forne-

cidos resultados experimentais que permitem avaliar a

qualidade das medidas e sua precis~ao.

Para um satisfat�orio desenvolvimento dos trabalhos

necess�ario que o aluno conhe�ca a teoria da cinem�atica

e da dinâmica do movimento de rota�c~ao, em particu-

lar os conceitos velocidade e acelera�c~ao angulares, mo-

mento angular e sua conserva�c~ao, momento de in�ercia,

torque, teoria da M�aquina de Atwood, etc.[1;2]. Para o

correto processamento dos dedos tamb�em�e conveniente

o estudo da teorias dos erros e da regress~ao linear[3].

Neste experimento �e poss��vel realizar medidas sa-

tisfat�orias da velocidade angular durante o movimento

de rota�c~ao, o que permite avaliar quantitativamente as

caracter��sticas cinem�aticas e dinâmicas do movimento,

como ser�a visto na se�c~ao 2 a seguir.

O aparelho pode funcionar com seu eixo de rota�c~ao

nas posi�c~oes vertical e horizontal. Nesta �ultima ele pode

ser usado como uma m�aquina de Atwood o que per-
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mite medir a acelera�c~ao do sistema com diferentes con-

�gura�c~oes e determinar os correspondentes momentos

de in�ercia.

2. Descri�c~ao do aparelho

O aparelho consiste em um disco leve de alum��nio,

�xo a um cilindro central que pode girar em rela�c~ao a

um suporte �xo, como pode ser visto nas Figs 1 e 2.

0 diâmetro e a espessura aproximados do disco s~ao 30

cm e 4 mm, respectivamente. O atrito do movimento

entre a parte m�ovel (girat�oria) e o suporte �xo dimi-

nuido mediante dois rolamentos, posicionados na parte

inferior do eixo que penetra na plataforma de ferro fun-

dido. Estes rolamentos fazem com que o movimento

de rota�c~ao seja suave e que o atrito possua um valor

relativamente pequeno.

Figura 1: Desenho simpli�cado do aparelho de rota�c~ao.
Vista inferior e corte mostrando o cilindro central onde s~ao
�xados o disco e as varetas com os pesos deslizantes nas suas
posi�c~oes 1 e 2. A vista mostra tamb�em os 10 furos do disco
usados para a medida da velocidade angular.

Dois pesos cil��ndricos de lat~ao (ou outro material

de densidade similar) est~ao vinculados ao disco na sua

parte inferior por meio de uma vareta diametral. Este

conjunto gira junto com o disco. Os dois pesos podem

deslizar ao longo das varetas e podem ser �xados em

duas posi�c~oes sim�etricas, mostradas na Fig. 1, perto da

periferia do disco (posi�c~ao 1) e perto do eixo de rota�c~ao

(posi�c~ao 2). As massas relativas do disco e dos pesos

foram escolhidos de modo que os momentos de in�ercia

do conjunto I1 e I2 com os pesos colocados nas duas

posi�c~oes indicadas, sejam bastante diferentes.

Uma das caracter��sticas importantes deste aparelho

�e que durante o movimento de rota�c~ao os pesos podem

mudar bruscamente da posi�c~ao central para a posi�c~ao

perif�erica. A maneira de conseguir esta mudan�ca �e me-

diante um mecanismo tipo gatilho n~ao desenhado na

�gura.

0 acionamento do sistema �e manual, mediante uma

corda previamente enrolada na parte superior do eixo o

disco �e acelerado at�e velocidades da ordem de 40 rad/s.

O medidor da velocidade angular consiste em um con-

tador acoplado a um detector de luz. Uma fonte de

luz localizada na periferia do disco (veja a Fig. 2-a)

emite um feixe perpendicular �a superf��cie do mesmo,

que passa atrav�es dos furos indicados na Fig. 1. Du-

rante o movimento o detector recebe 10 pulsos de luz

por rota�c~ao. O circuito eletrônico do contador possui

chaves para iniciar e parar a contagem dos pulsos e

para zerar o contador. A medida da velocidade angular

pode ser realizada medindo o n�umero de pulsos durante

per��odos curtos obtendo-se desta maneira valores da ve-

locidade m�edia nestes intervalos. Se os intervalos esco-

lhidos forem su�cientemente pequenos, as velocidades

assim determinadas podem ser consideradas como os

valores instantâneos da velocidade angular do sistema.

3. Experimento I

O objetivo deste primeiro experimento �e o estudo

da cinem�atica do movimento desacelerado de rota�c~ao

do sistema, que ocorre ap�os ter sido acionado com a

corda como indicado na se�c~ao anterior. A desacelera�c~ao

observada �e produzida por um torque oposto ao movi-

mento que prov�em da a�c~ao combinada da viscosidade

do ar e do atrito nos rolamentos.
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Figura 2: a) Fotogra�a do prot�otipo. Os pesos est~ao na
posi�c~ao 1 (perif�erica) pressionados por uma mola. O bot~ao
escuro, acima do centro do disco, serve para disparar o me-
canismo de gatilho que libera os pesos de sua posi�c~ao verti-
cal. Presos a um suporte vertical, apoiado na mesa �a direita
do disco, est~ao a fonte de luz na parte superior e o detec-
tor embaixo. O contador digital se encontra �a direita do
aparelho. b) Vista lateral inferior do aparelho mostrando a
base de ferro fundido com o eixo vertical ao qual �e �xado
o conjunto superior girat�orio. �A direita do cilindro centraal
do sistema m�ovel e embaixo do disco se observa a pequena
garrinha (escura) do mecanismo de gatilho que segura os
pesos na posi�c~ao 2 (central).

Determina-se a velocidade ângular em fun�c~ao do

tempo. As medidas podem ser realizadas durante inter-

valos (de medi�c~ao) regularmente distribu��dos no tempo

(�t = 5 ou 10 s), intercalados por outros (de pre-

para�c~ao) que servem para registrar a leitura e zerar o

contador que �ca pronto para a pr�oxima medida. Se

o experimento for realizado por dois alunos, um de-

les com o cronômetro funcionando permanentemente,

liga e desliga o contador nos instantes apropriados, o

segundo aluno durante os intervalos de prepara�c~ao, re-

gistra o n�umero de pulsos do intervalo anterior e zera o

contador.

Figura 3: Experimento 1. Resultados experimentais de duas
medidas da velocidade angular em fun�c~ao do tempo. As
duas curvas correspondem as duas con�gura�c~oes com os pe-
sos nas posi�c~oes 1 e 2. Os pulsos do contador foram regis-
trados em intervalos alternados de 5 segundos.

Na Fig. 3 apresentamos os resultados de dois experi-

mentos nos quais os pesos estavam �xados nas posi�c~oes

1 e 2. Os intervalos de medi�c~ao e prepara�c~ao foram

(0,5);(10,15)... e (5,10))(15,20)...segundos respectiva-

mente, sendo que, na �gura, cada valor da velocidade

angular foi plotado no centro do correspondente inter-

valo de medi�c~ao. Nas duas curvas da �gura se observa

a diminui�c~ao da velocidade angular do sistema, e pela

curvatura deduzimos tamb�em que o m�odulo da ace-

lera�c~ao angular diminui com o tempo, ou seja, a me-

dida que a velocidade diminui. Este comportamento

sugere a conveniência do estudo da acelera�c~ao angular,

em fun�c~ao da velocidade angular, isto foi feito mediante
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a acumula�c~ao de dados de cinco experimentos similares

a um dos mostrados na Fig. 4. Esta acumula�c~ao foi

necess�aria para aumentar o n�umero de dados e conse-

quentemente diminuir sua dispers~ao estat��stica. Cada

valor da acelera�c~ao foi obtido a partir de dois valores

contiguos da velocidade angular; os resultados est~ao

mostrados na Fig. 4. Mesmo que a dispers~ao estat��stica

dos pontos experimentais seja razoavelmente grande, se

observa uma dependência aproximadamente linear do

m�odulo da acelera�c~ao angular em fun�c~ao da velocidade.

A linha reta da �gura representa a regress~ao linear dos

dados cujo coe�ciente de correla�c~ao �e C = 0; 97. A

suposta linearidade observada entre velocidade e ace-

lera�c~ao angulares, logicamente se aplica tamb�em ao tor-

que que provoca a desacelera�c~ao do sistema e �as for�cas

que geram esse torque. A linearidade entre for�cas de

natureza viscosa e velocidade �e t��pica em movimentos

de baixa velocidade[4], como o caso do presente expe-

rimento, mas a an�alise completa dos fenômenos �e bas-

tante complexa e foje dos objetivos deste trabalho.

Figura 4: Experimento 1. M�odulo da acelera�c~ao angular
em fun�c~ao da velocidade angular. Os dados correspondem
�a acumula�c~ao de resultados de 5 experimentos similares aos
da �gura 3, com os pesos na posi�c~ao 1. A acelera�c~ao foi
obtida a partir de dois valores da velocidade em intervalos
consecutivos. A reta determinada por regress~ao linear n~ao
passa pela origem indicando a existência de um pequeno
torque de atrito independente da velocidade.

4. Experimento II

Neste experimento �e estudado o efeito do desloca-

mento quase instantâneo dos pesos durante o movi-

mento sobre a velocidade angular.

O sistema �e movimentado de maneira similar ao ex-

perimento anterior, realizando-se as medidas da veloci-

dade seguindo o mesmo esquema j�a explicado. O expe-

rimento come�ca com os pesos na posi�c~ao 2. As leituras

s~ao feitas normalmente at�e atingir aproximadamente a

metade do tempo de dura�c~ao do movimento do disco,

aciona-se ent~ao o gatilho que libera os pesos no ins-

tante t0, estes se deslocar~ao quase instantaneamente

at�e �a posi�c~ao 1 (perif�erica). As leituras continuam de

forma ininterrupta at�e o �m do movimento.

Uma brusca diminui�c~ao da velocidade angular e ob-

servada no instante do deslocamento dos pesos. Esta

varia�c~ao de ! est�a relacionada �a varia�c~ao do momento

de in�ercia produzida ap�os o gatilho ter sido disparado,

e deve ser analizada �a luz do princ��pio de conserva�c~ao

do momento angular.

A Fig. 5 mostra um experimento t��pico. Aprovei-

tando a rela�c~ao funcional entre velocidade e acelera�c~ao

angulares observada no experimento I, ln! foi plotado

em fun�c~ao do tempo visando facilitar a obten�c~ao dos

valores extrapolados !1 e !2 da velocidade angular ime-

diatamente antes e imediatamete depois de t0.

No movimento de rota�c~ao ao redor de um eixo �xo

o momento angular do corpo L �e determinado por:

L = I! (1)

onde I �e o momento de in�ercia do corpo em rela�c~ao

ao eixo de rota�c~ao. Neste experimento temos con-

serva�c~ao do momento angular com varia�c~ao do mo-

mento de in�ercia durante o deslocamento r�apido dos

pesos. Assim, de acordo com os dados experimentais

da Fig. 5, obtemos:

!2=!1 = I1=I2 = 2; 0� 0; 1 (2)
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5. Experimento III

O objetivo deste novo experimento �e a determina�c~ao

dos momentos de in�ercia do sistema com os pesos co-

locados nas duas posi�c~oes 1 e 2 descritas na se�c~ao 2.

Para este �m o eixo do disco �e colocado na posi�c~ao ho-

rizontal. Neste experimento n~ao �e usado o sistema de

medi�c~ao da velocidade angular.

Figura 5: Experimento II. Logaritmo da velocidade angular
em fun�c~ao do tempo com mudan�ca instantânea de con�-
gura�c~ao do sistema em t0 = 30s. Os valores extrapolados
de ! s~ao: !2 = 17; 6� 0; 2 rad/s e !1 = 8; 6� 0; 2 rad/s.

O sistema agora �e usado como uma m�aquina de

Atwood na qual a polia est�a representada pela parte

girat�oria de nosso aparelho. O disco �e movimentado

mediante a coloca�c~ao de duas massas diferentes m1 e

m2. A acelera�c~ao das massas, considerando desprez��vel

o torque das for�cas de atrito, �e dada pela seguinte

equa�c~ao

a = (m2 �m1)gR
2=[I + (m1 +m2)R

2] (3)

onde R �e o raio da polia, I seu momento de in�ercia e g

a acelera�c~ao da gravidade.

Para cada combina�c~ao das massas m1 e m2 , a ace-

lera�c~ao a �e determinada medindo o tempo correspon-

dente a um dado deslocamento das massas da ordem de

1 m.

A escolha dos valores das massas deve ser tal que o

torque das tens~oes do �o deve ser bastante maior que o

torque de atrito. Este �ultimo pode ser determinado fa-

cilmente da seguinte maneira. Como neste experimento

as velocidades de rota�c~ao s~ao pequenas o �unico atrito

relevante pertence aos rolamentos. Este torque pode ser

determinado a partir da condi�c~ao est�atica pendurando

massas levemente diferentes e aumentando sua dife-

ren�ca at�e conseguir o in��cio do movimento de rata�c~ao

do disco.

Variando os valores relativos de m1 e m2, mas man-

tendo constante sua soma em todas as medidas, a ace-

lera�c~ao varia linearmente com a diferen�ca das massas

�m. Neste caso podemos escrever:

a = �(m2 �m1) (4)

onde

� = gR2=[I + (m1 +m2)R
2] (5)

ou

I = (gR2=�)� (m1 +m2)R
2 (6)

Fazendo um conjunto de medidas de a em fun�c~ao da

diferen�ca das massas, � �e calculado a partir da equa�c~ao

(4) mediante uma regress~ao linear e depois o momento

de in�ercia �e determinado usando a equa�c~ao (6).

Os resultados experimentais mostrados na Fig. 6

foram obtidos com os pesos nas mesmas posi�c~oes usa-

das no experimento II acima, de modo que ambos os

resultados s~ao compar�aveis.

Os resultados obtidos s~ao

I1 = (2; 63� 0; 07)� 10�2kgm2 (7)

I2 = (1; 17� 0; 04)� 10�2kgm2 (8)

I1=I2 = 2; 25� 0; 10 (9)

Comparando (2) e (9) vemos que a rela�c~ao dos momen-

tos de in�ercia medidos nos experimentos II e III tem

uma diferen�ca levemente maior que a esperada a partir

dos erros experimentais. Foram calculados os valores

te�oricos dos momentos de in�ercia usando as dimens~oes

e massas das pe�cas que comp~oem a parte girat�oria do

equipamento:

I1 = 2; 32� 10�2kgm2 (10)
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I2 = 1; 08� 10�2kgm2 (11)

I1=I2 = 2; 15 (12)

Figura 6: Experimento III (M�aquina de Atwood). Ace-
lera�c~ao em fun�c~ao da diferen�ca de massas �m correspon-
dente �as duas con�gura�c~oes dos pesos. As declividades das
retas ajustadas usadas para determinar os momentos de
in�ercia têm os seguintes valores: �1 = 12; 6�0; 1 [m=(kgs2)]
e �2 = 6; 43� 0; 07[m=(kgs2)]: Durante as medidas a soma
das massas foi mantida constante: m1 +m2 = 180 g.

Neste experimento as velocidades obtidas foram

bem menores que as atingidas pelo aparelho nos dois

experimentos anteriores. Em todos os casos o torque

de atrito est�atico � (aproximadamente 3 � 10�3 N m)

�e bem menor que o torque ativo g(m2 � m1)R, o que

justi�caria o uso da equa�c~ao (3) para o c�alculo do mo-

mento de in�ercia. No entanto os valores experimen-

tais obtidos usando a equa�c~ao (6) s~ao maiores que os

valores te�oricos, o que poderia ser explicado por uma

diminui�c~ao dos valores de � como consequência da vis-

cosidade do ar.

6. Coment�arios e discuss~oes

Durante a constru�c~ao e os testes do prot�otipo che-

gamos �as seguintes conclus~oes:

a) O funcionamento do aparelho �e satisfat�orio sendo seu

movimento suave e sem vibra�c~oes indesejadas. Durante

o acionamento da corda usada para por em movimento

o disco com os pesos na posi�c~ao (central), o mecanismo

de gatilho se dispara espontaneamente quando a velo-

cidade atinge valores pr�oximos a 42 rad/s. Isto limita a

velocidade m�axima ating��vel pelo disco no experimento

II e, portanto, o tempo de dura�c~ao do movimento.

b) A velocidade angular do disco, medido neste apa-

relho mediante a contagem de de pulsos de luz, pode

tamb�em ser medida usando outros m�etodos. O estro-

bosc�opico �e um deles, mas a realiza�c~ao de leituras regu-

larmente espa�cadas durante o tempo que dura o movi-

mento pode ser mais complicada, dependendo do tipo

de equipamento utilizado. O m�etodo mais conveniente,

mas n~ao o mais barato, �e medir diretamente a velo-

cidade angular com um tacômetro o que possibilita o

aumento do n�umero de leituras durante o movimento.

c) Este experimento se presta perfeitamente para au-

tomatizar a aquisi�c~ao dos dados mediante um micro-

computador: o tempo, o n�umero de pulsos, a veloci-

dade angular, etc., podem ser arquivados na mem�oria

do computador para posterior processamento.

d) No terceiro experimento deve esperar-se desvios da

linearidade indicada pela equa�c~ao 4 nos seguintes casos:

i) se �m for muito pequeno a equa�c~ao 3 pode deixar de

ser v�alida pela presen�ca de um torque de atrito (atrito

nos rolamentos + viscosidade do ar) n~ao desprez��vel;

ii) se �m for muito grande podem acontecer desliza-

mentos indesejados entre o �o e a superf��cie da calha

da roldana. Neste caso (�m grande) acontece tamb�em

que o tempo de queda diminui di�cutando sua medida,

e aumentando portanto seu erro experimental.
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