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Resumo

Foi desenhado, construido e testado, um aparelho para o estudo do movimento de rotacao
de um corpo rigido ao redor de um eixo fixo. O disco giratério pode atingir velocidades
da ordem de 50 rad/s. A velocidade angular é medida mediante um detetor de pulsos de
luz gerados por um feixe que passa através do disco por um conjunto de furos localizados
na sua periferia. O momento de inércia do sistema pode ser mudado bruscamente durante
o movimento e a decorrente discontinuidade da velocidade angular pode ser medida com
boa precisao. O equipamento pode ainda ser utilizado como uma maquina de Atwood.
Neste caso determina-se o valor do momento de inércia. Sao apresentados resultados de tres
experimentos diferentes os quais mostram a boa qualidade das medidas feitas e seus erros
experimentais.

Abstract

An equipment for the experimental study of the rotation of a rigid body was designed,
constructed and tested. Its rotating disc can reach angular speeds of the order of 50 rad/s.
The angular speed 1s measured by means of a light detector which receives light pulses coming
through holes evenly distributed near the periphery of the disc. The moment of inertia of the
system can be changed suddenly during the the operation, and the subsequent dicontinuity
in the angular speed can be determined with a rather good accuracy. Alternatively the
equipment can be used as an Atwood machine in which case the value of the moment of
inertia is determined. Results of three different experiments are presented, which show the
quality of the measurements and its experimental errors.

1. Introducao

E descrito neste trabalho um aparelho destinado ao
estudo do movimento de rotacao de um corpo rigido
ao redor de um eixo fixo. Sao propostas algumas ex-
periéncias que podem ser realizadas com ele e forne-
cidos resultados experimentais que permitem avaliar a
qualidade das medidas e sua precisao.

Para um satisfatorio desenvolvimento dos trabalhos
necessario que o aluno conheca a teoria da cinematica
e da dinamica do movimento de rotacao, em particu-

lar os conceitos velocidade e aceleracao angulares, mo-

mento angular e sua conserva¢ao, momento de inércia,

121, Para o

torque, teoria da Maquina de Atwood, etc.
correto processamento dos dedos também é conveniente
o estudo da teorias dos erros e da regressao linearl®l.

Neste experimento é possivel realizar medidas sa-
tisfatérias da velocidade angular durante o movimento
de rotagdo, o que permite avaliar quantitativamente as
caracteristicas cinematicas e dinamicas do movimento,
como sera visto na secao 2 a seguir.

O aparelho pode funcionar com seu eixo de rotagao

nas posic¢oes vertical e horizontal. Nesta ultimaele pode

ser usado como uma maquina de Atwood o que per-



mite medir a aceleragao do sistema com diferentes con-
figuracoes e determinar os correspondentes momentos

de inércia.

2. Descricao do aparelho

O aparelho consiste em um disco leve de aluminio,
fixo a um cilindro central que pode girar em relagao a
um suporte fixo, como pode ser visto nas Figs 1 e 2.
0 diametro e a espessura aproximados do disco sao 30
cm e 4 mm, respectivamente. O atrito do movimento
entre a parte mével (giratéria) e o suporte fixo dimi-
nuido mediante dois rolamentos, posicionados na parte
inferior do eixo que penetra na plataforma de ferro fun-
dido. Estes rolamentos fazem com que o movimento
de rotacao seja suave e que o atrito possua um valor

relativamente pequeno.
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Figura 1: Desenho simplificado do aparelho de rotacao.
Vista inferior e corte mostrando o cilindro central onde sdo
fixados o disco e as varetas com os pesos deslizantes nas suas
posicoes 1 e 2. A vista mostra também os 10 furos do disco
usados para a medida da velocidade angular.

Dois pesos cilindricos de latdo (ou outro material

de densidade similar) estdo vinculados ao disco na sua
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parte inferior por meio de uma vareta diametral. Este
conjunto gira junto com o disco. Os dois pesos podem
deslizar ao longo das varetas e podem ser fixados em
duas posicoes simétricas, mostradas na Fig. 1, perto da
periferia do disco (posi¢ao 1) e perto do eixo de rotacdo
(posicao 2). As massas relativas do disco e dos pesos
foram escolhidos de modo que os momentos de inércia
do conjunto I; e Is com os pesos colocados nas duas

posicoes indicadas, sejam bastante diferentes.

Uma das caracteristicas importantes deste aparelho
é que durante o movimento de rotagao os pesos podem
mudar bruscamente da posicao central para a posicao
periférica. A maneira de conseguir esta mudanca é me-
diante um mecanismo tipo gatilho nao desenhado na

figura.

0 acionamento do sistema é manual, mediante uma
corda previamente enrolada na parte superior do eixo o
disco é acelerado até velocidades da ordem de 40 rad/s.
O medidor da velocidade angular consiste em um con-
tador acoplado a um detector de luz. Uma fonte de
luz localizada na periferia do disco (veja a Fig. 2-a)
emite um feixe perpendicular & superficie do mesmo,
que passa através dos furos indicados na Fig. 1. Du-
rante o movimento o detector recebe 10 pulsos de luz
por rotacao. O circuito eletronico do contador possui
chaves para iniciar e parar a contagem dos pulsos e
para zerar o contador. A medida da velocidade angular
pode ser realizada medindo o nimero de pulsos durante
periodos curtos obtendo-se desta maneira valores da ve-
locidade média nestes intervalos. Se os intervalos esco-
lhidos forem suficientemente pequenos, as velocidades
assim determinadas podem ser consideradas como os

valores instantaneos da velocidade angular do sistema.

3. Experimento I

O objetivo deste primeiro experimento é o estudo
da cinematica do movimento desacelerado de rotacao
do sistema, que ocorre apds ter sido acionado com a
corda como indicado na secao anterior. A desaceleracao
observada é produzida por um torque oposto ao movi-
mento que provém da acao combinada da viscosidade

do ar e do atrito nos rolamentos.
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Figura 2: a) Fotografia do protdtipo. Os pesos estao na
posigdo 1 (periférica) pressionados por uma mola. O botao
escuro, acima do centro do disco, serve para disparar o me-
canismo de gatilho que libera os pesos de sua posicao verti-
cal. Presos a um suporte vertical, apoiado na mesa a direita
do disco, estao a fonte de luz na parte superior e o detec-
tor embaixo. O contador digital se encontra a direita do
aparelho. b) Vista lateral inferior do aparelho mostrando a
base de ferro fundido com o eixo vertical ao qual é fixado
o conjunto superior giratério. A direita do cilindro centraal
do sistema mével e embaixo do disco se observa a pequena
garrinha (escura) do mecanismo de gatilho que segura os
pesos na posicao 2 (central).

Determina-se a velocidade angular em funcao do
tempo. As medidas podem ser realizadas durante inter-
valos (de medi¢éo) regularmente distribuidos no tempo

(6t = 5 ou 10 s), intercalados por outros (de pre-

paragio) que servem para registrar a leitura e zerar o
contador que fica pronto para a proxima medida. Se
o experimento for realizado por dois alunos, um de-
les com o cronometro funcionando permanentemente,
liga e desliga o contador nos instantes apropriados, o
segundo aluno durante os intervalos de preparacao, re-

gistra o ntiimero de pulsos do intervalo anterior e zera o

contador.
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Figura 3: Experimento 1. Resultados experimentais de duas
medidas da velocidade angular em fungdo do tempo. As
duas curvas correspondem as duas configuracdes com os pe-
sos nas posigdes 1 e 2. Os pulsos do contador foram regis-
trados em intervalos alternados de 5 segundos.

Na Fig. 3 apresentamos os resultados de dois experi-
mentos nos quais os pesos estavam fixados nas posigoes
1 e 2. Os intervalos de medi¢ao e preparacao foram
(0,5);(10,15)... e (5,10))(15,20)...segundos respectiva-
mente, sendo que, na figura, cada valor da velocidade
angular foi plotado no centro do correspondente inter-
valo de medicao. Nas duas curvas da figura se observa
a diminuicao da velocidade angular do sistema, e pela
curvatura deduzimos também que o modulo da ace-
leracao angular diminui com o tempo, ou seja, a me-
dida que a velocidade diminui. Este comportamento
sugere a conveniéncia do estudo da aceleracao angular,

em funcao da velocidade angular, isto foi feito mediante



a acumulacao de dados de cinco experimentos similares
a um dos mostrados na Fig. 4. Esta acumulacao foi
necessaria para aumentar o nimero de dados e conse-
quentemente diminuir sua dispersao estatistica. Cada
valor da aceleracao foi obtido a partir de dois valores
contiguos da velocidade angular; os resultados estao
mostrados na Fig. 4. Mesmo que a dispersao estatistica
dos pontos experimentais seja razoavelmente grande, se
observa uma dependéncia aproximadamente linear do
médulo da aceleracao angular em func¢ao da velocidade.
A linha reta da figura representa a regressao linear dos
dados cujo coeficiente de correlacao é C' = 0,97. A
suposta linearidade observada entre velocidade e ace-
leracao angulares, logicamente se aplica também ao tor-
que que provoca a desaceleracao do sistema e as forcas
que geram esse torque. A linearidade entre forcas de
natureza viscosa e velocidade é tipica em movimentos
de baixa velocidadel®| como o caso do presente expe-
rimento, mas a analise completa dos fenomenos é bas-

tante complexa e foje dos objetivos deste trabalho.
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Figura 4: Experimento 1. Mddulo da aceleragdo angular
em fungdo da velocidade angular. Os dados correspondem
a acumulagao de resultados de 5 experimentos similares aos
da figura 3, com os pesos na posigao 1. A aceleracio foi
obtida a partir de dois valores da velocidade em intervalos
consecutivos. A reta determinada por regressido linear nao
passa pela origem indicando a existéncia de um pequeno
torque de atrito independente da velocidade.
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4. Experimento II

Neste experimento é estudado o efeito do desloca-
mento quase instantaneo dos pesos durante o movi-

mento sobre a velocidade angular.

O sistema é movimentado de maneira similar ao ex-
perimento anterior, realizando-se as medidas da veloci-
dade seguindo o mesmo esquema ja explicado. O expe-
rimento comeca com os pesos na posicao 2. As leituras
sao feitas normalmente até atingir aproximadamente a
metade do tempo de duracao do movimento do disco,
aciona-se entao o gatilho que libera os pesos no ins-
tante g, estes se deslocarao quase instantaneamente
até & posicao 1 (periférica). As leituras continuam de

forma ininterrupta até o fim do movimento.

Uma brusca diminui¢ao da velocidade angular e ob-
servada no instante do deslocamento dos pesos. Esta
variacao de w estd relacionada a variacao do momento
de inércia produzida apds o gatilho ter sido disparado,
e deve ser analizada a luz do principio de conservacao

do momento angular.

A Fig. b mostra um experimento tipico. Aprovei-
tando a relagao funcional entre velocidade e aceleracao
angulares observada no experimento I, Inw foi plotado
em funcao do tempo visando facilitar a obtencao dos
valores extrapolados wi e ws da velocidade angular ime-

diatamente antes e imediatamete depois de tg.

No movimento de rotagao ao redor de um eixo fixo

o momento angular do corpo L é determinado por:

L=1Iw (1)

onde I é o momento de inércia do corpo em relacao
ao eixo de rotacao. Neste experimento temos con-
servacao do momento angular com variacao do mo-
mento de inércia durante o deslocamento rapido dos
pesos. Assim, de acordo com os dados experimentais

da Fig. 5, obtemos:

WQ/CUlIIl/IQIQ,O:l:O,l (2)
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5. Experimento III

O objetivo deste novo experimento é a determinagao
dos momentos de inércia do sistema com os pesos co-
locados nas duas posicoes 1 e 2 descritas na secao 2.
Para este fim o eixo do disco é colocado na posicao ho-
rizontal. Neste experimento nao é usado o sistema de

medicao da velocidade angular.
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Figura 5: Experimento II. Logaritmo da velocidade angular
em fungio do tempo com mudanga instantanea de confi-
guragao do sistema em t; = 30s. Os valores extrapolados
de w s30: w2 = 17,6 +0,2 rad/s e w1 = 8,6 £ 0,2 rad/s.

O sistema agora é usado como uma maquina de
Atwood na qual a polia estd representada pela parte
giratoria de nosso aparelho. O disco é movimentado
mediante a colocacao de duas massas diferentes my e
ms. A aceleracao das massas, considerando desprezivel
o torque das forcas de atrito, é dada pela seguinte

equagao

a = (my —my)gR?/[I + (mi +m2)R?]  (3)

onde R é o raio da polia, I seu momento de inércia e ¢
a aceleracao da gravidade.
Para cada combinacao das massas m; e ms , a ace-

leracao a é determinada medindo o tempo correspon-

dente a um dado deslocamento das massas da ordem de
1 m.

A escolha dos valores das massas deve ser tal que o
torque das tensoes do fio deve ser bastante maior que o
torque de atrito. Este dltimo pode ser determinado fa-
cilmente da seguinte maneira. Como neste experimento
as velocidades de rotagao sao pequenas o unico atrito
relevante pertence aos rolamentos. Este torque pode ser
determinado a partir da condi¢do estatica pendurando
massas levemente diferentes e aumentando sua dife-
renca até conseguir o inicio do movimento de ratagao
do disco.

Variando os valores relativos de my e ms, mas man-
tendo constante sua soma em todas as medidas, a ace-
leracao varia linearmente com a diferenca das massas

Am. Neste caso podemos escrever:

a= f(mz —m) (4)

onde
8= gR*/[I + (m1 + m2)R”] (5)
I=(gR*/B) — (my + ma)R* (6)

Fazendo um conjunto de medidas de a em func¢ao da
diferenca das massas, 3 é calculado a partir da equacao
(4) mediante uma regressao linear e depois 0 momento
de inércia é determinado usando a equacao (6).

Os resultados experimentais mostrados na Fig. 6
foram obtidos com os pesos nas mesmas posi¢oes usa-
das no experimento Il acima, de modo que ambos os
resultados sao comparaveis.

Os resultados obtidos sao

I = (2,6340,07) x 10™%kgm?* (7)
Is = (1,17 40,04) x 10~ ?kgm?* (8)
L/, =2,254+0,10 (9)

Comparando (2) e (9) vemos que a rela¢do dos momen-
tos de inércia medidos nos experimentos II e TII tem
uma diferenca levemente maior que a esperada a partir
dos erros experimentais. Foram calculados os valores
tedricos dos momentos de inércia usando as dimensoes
e massas das pecas que compoem a parte giratoria do

equipamento:

I = 2,32 x 10™ %kgm?* (10)
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Figura 6: Experimento III (Mdquina de Atwood). Ace-
leracdo em funcao da diferenga de massas Am correspon-
dente as duas configuragdes dos pesos. As declividades das
retas ajustadas usadas para determinar os momentos de
inércia tém os seguintes valores: B = 12,640,1 [m/(kgs?)]
e B2 = 6,43 £ 0,07[m/(kgs®)]. Durante as medidas a soma
das massas foi mantida constante: mi + mo = 180 g.

Neste experimento as velocidades obtidas foram
bem menores que as atingidas pelo aparelho nos dois
experimentos anteriores. Em todos os casos o torque
de atrito estatico 7 (aproximadamente 3 x 1073 N m)
é bem menor que o torque ativo g(ms — m1)R, o que
justificaria o uso da equagao (3) para o cdlculo do mo-
mento de inércia. No entanto os valores experimen-
tais obtidos usando a equagdo (6) sdo maiores que os
valores tedricos, o que poderia ser explicado por uma
diminui¢ao dos valores de 3 como consequéncia da vis-

cosidade do ar.
6. Comentarios e discussoes

Durante a construcao e os testes do protétipo che-
gamos as seguintes conclusoes:
a) O funcionamento do aparelho é satisfatério sendo seu
movimento suave e sem vibragoes indesejadas. Durante
o acionamento da corda usada para por em movimento

o disco com os pesos na posi¢ao (central), o mecanismo
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de gatilho se dispara espontaneamente quando a velo-
cidade atinge valores préximos a 42 rad/s. Isto limita a
velocidade maxima atingivel pelo disco no experimento
IT e, portanto, o tempo de duracao do movimento.

b) A velocidade angular do disco, medido neste apa-
relho mediante a contagem de de pulsos de luz, pode
também ser medida usando outros métodos. O estro-
boscépico é um deles, mas a realizacao de leituras regu-
larmente espacadas durante o tempo que dura o movi-
mento pode ser mais complicada, dependendo do tipo
de equipamento utilizado. O método mais conveniente,
mas nao o mais barato, é medir diretamente a velo-
cidade angular com um tacometro o que possibilita o
aumento do nimero de leituras durante o movimento.
¢) Este experimento se presta perfeitamente para au-
tomatizar a aquisicao dos dados mediante um micro-
computador: o tempo, o numero de pulsos, a veloci-
dade angular, etc., podem ser arquivados na memoria
do computador para posterior processamento.

d) No terceiro experimento deve esperar-se desvios da
linearidade indicada pela equacao 4 nos seguintes casos:
i) se Am for muito pequeno a equagio 3 pode deixar de
ser valida pela presenca de um torque de atrito (atrito
nos rolamentos + viscosidade do ar) nao desprezivel;
i) se Am for muito grande podem acontecer desliza-
mentos indesejados entre o fio e a superficie da calha
da roldana. Neste caso (Am grande) acontece também
que o tempo de queda diminui dificutando sua medida,

e aumentando portanto seu erro experimental.
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