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Resumo

Neste trabalho foram feitas algumas hip�oteses a respeito dos an�eis de Saturno e das part��culas
que os constituem. Desta maneira, para o anel B estimou-se uma densidade m�edia e massa,
respectivamente, de 0; 101� 103kg/m3 e 6; 63� 10�6:MS (MS = 5; 69� 1026kg representa a
massa de Saturno), que s~ao compat��veis com os valores encontrados na literatura cient���ca.

Abstract

In this work were made some hypothesis about the Saturn's rings and their constituent
particles. In this way, for the ring B, we calculated the mean density and the
mass of 0; 101�103kg/m3 and 6; 63�10�6:MS (MS = 5; 69�1026kg is the Saturn's mass),
respectively, which are compatible values with those we �nd in the scienti�c literature.

I. Introdu�c~ao

At�e h�a pouco tempo, Saturno era, em nosso conhe-

cimento, o �unico planeta, no sistema solar, que apresen-

tava um sistema de an�eis. Hoje sabemos que Saturno

n~ao �e o �unico:

a) Em 1977, de acordo com as observa�c~oes feitas

por Elliot, Dunham e Mink, a estrela de n�umero

158.687, do cat�alogo S. A. O., cerca de meia hora

antes de ser ocultada por Urano, apresentou va-

ria�c~oes em seu brilho, que se repetiram, simetri-

camente, do lado oposto do planeta. A explica�c~ao

mais razo�avel, para estes fenômenos, �e que a luz,

proveniente da estrela, se atenuava ao atravessar

os an�eis, muito estreitos, de Urano[1;2]. Estes an�eis

detectados da Terra, em torno de Urano, foram

con�rmados, em 1986, pela nave espacial Voya-

ger 2.

b) Em 1979, as naves espaciais, Voyager 1 e 2, ao

passarem muito pr�oximo a J�upiter, conseguiram

fotografar um �unico anel, em torno do planeta, de

pequena espessura[2] .

c) Em 1984, os telesc�opios terrestres detectaram, em

torno de Netuno, an�eis incompletos, semelhantes

a segmentos de arcos. Em 1990, a Voyager 2, de

in��cio, con�rmou a presen�ca de an�eis descont��nuos

em torno de Netuno; posteriormente, �a medida

que se aproximava do planeta, aumentava o poder

de resolu�c~ao de seu sistema de detec�c~ao, e os arcos

iam, pouco a pouco, se completando. Em torno de

Netuno foram descobertos quatro an�eis[3].

d) H�a suspeitas de que at�e mesmo o Sol poderia con-

ter um sistema de an�eis, entre 2,0.R0 e 5,5.R0

(R0 = 7; 0 � 108m, representa o raio do Sol),

em seu plano equatorial. Este fato poderia es-

tar relacionado com a intensa varia�c~ao na emiss~ao

de infravermelho-pr�oximo, proveniente da coroa

solar[4].

Os an�eis de Saturno foram observados, pela primeira
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vez, em 1610, por Galileu. Devido a m�a qualidade das

imagens reproduzidas pelo seu telesc�opio refrator e de-

vido as observa�c~oes que vinha fazendo a respeito dos

quatro maiores sat�elites de J�upiter, pensou tratar-se de

dois sat�elites muito pr�oximos ao planeta. A imobili-

dade desses supostos sat�elites e seus desaparecimentos

em 1612, ocasi~ao em que a Terra, descrevendo seu movi-

mento orbital em torno do Sol, cruza o plano das �orbitas

dos an�eis, deixaram Galileu perplexo[2].

Christian Huygens, em 1656, parece ter sido o pri-

meiro cientista a explicar tais fenômenos. Em seu tra-

tado, Systema Saturnium, a�rmava: \...est�a rodeado de

um sistema delgado e plano, que n~ao toca nenhum lado

e inclinado em rela�c~ao ao plano da ecl��ptica". Huygens,

considerava um �unico e r��gido anel girando em torno de

Saturno. Em 1675, Jean Dominique Cassini, com um

telesc�opio de melhor qualidade que os de seus prede-

cessores, observou a existência de uma divis~ao escura;

o �unico anel observado por Huygens estava, a partir

desse momento, dividido em dois. Esta divis~ao se co-

nhece, desde ent~ao, como divis~ao de Cassini[1;2].

A suposta rigidez, dos an�eis de Saturno, come�cou a

preocupar alguns te�oricos. Laplace, em 1785, publicou

um trabalho sobre a estabilidade dos an�eis de Saturno:

demonstrou, teoricamente, que um anel s�olido n~ao po-

deria ser est�avel e fragmentar-se-ia em peda�cos. Ad-

mitindo, portanto, a hip�otese de que cada anel deveria

ser constitu��do por an�eis muito estreitos e concêntricos.

Maxwell em 1856, propôs uma constitui�c~ao, para os

an�eis de Saturno, formada por um sistema de part��culas

s�olidas e isoladas uma das outras. Desta maneira

aumentava-se, ainda mais, a estabilidade dos an�eis.

Tanto Laplace como Maxwell, n~ao descartaram a pos-

sibilidade de uma estrutura l��quida para os an�eis; Max-

well chegou mesmo a demonstrar este fato. Por�em,

para uma distância ao Sol de, aproximadamente, 10UA

(1,0UA = 1,5�1011 m) tem-se, para os an�eis, uma tem-

peratura da ordem de 90K, e que torna a hip�otese de

uma estrutura s�olida a mais razo�avel. J. E. Keller, em

1895, ao observar o espectro dos an�eis de Saturno, ob-

teve uma prova da constitui�c~ao por part��culas s�olidas[1].

Foi adotada a seguinte nomenclatura para os an�eis

de Saturno: o anel mais externo, at�e ent~ao, foi deno-

tado pela letra A; logo a seguir, o mais brilhante por B;

depois o que se parece com crepe por C; e, �nalmente,

o mais pr�oximo ao planeta por D. Em 1966, Feibelman

anunciou a existência de um anel externo a A e a nave

espacial Pioner 11 descobre outro anel, entre os an�eis

A e o de Feibelman, que foram designados, respectiva-

mente, pelas letras E e F[1].

Pode-se medir a espessura dos an�eis de Saturno,

quando a Terra, descrevendo seu movimento orbital em

torno do Sol, cruza o plano dos an�eis. Este fenômeno

ocorre, aproximadamente, a cada 15 anos e, a partir de

1967, ano de sua ocorrência, alguns astrônomos conse-

guiram medir a espessura dos an�eis de Saturno: Focas

e Dollfus obtiveram (2; 8 � 1; 5) � 103m; Kiladze ob-

teve (1; 6� 0; 5)� 103m, e, recentemente, J. W. Foun-

tain encontrou (1; 3�0; 3)�103m para a espessura dos

an�eis[1;5].

Destacamos, tamb�em, os trabalhos de F. A. Fran-

klin, G. Colombo e A. F. Cook e W. I. McLaughlin

e T. D. Talbot que atrav�es da perturba�c~ao gravitacio-

nal, causada pelos an�eis de Saturno em sat�elites vizi-

nhos, estimaram a massa do anel B, respectivamente,

em 6 � 10�6:MS, para uma densidade � 0; 1g/cm3, e

(6; 2� 0; 3)� 10�6:M
[5;6]
S .

A seguir, ser~ao assumidas algumas hip�oteses que

permitir~ao estimar as densidades e as massas dos an�eis

de Saturno.

II. Determina�c~ao da densidade e da massa dos

an�eis de Saturno

Admitem-se, neste trabalho, as seguintes hip�oteses:

a) Um plano, que contenha o eixo de rota�c~ao de Sa-

turno, intercepta os an�eis produzindo sec�c~oes re-

tas e el��pticas, de raio interno R1, raio externo R2,

raio central R = (R1 + R2)=2, eixo menor ou es-

pessura 2b e eixo maior 2a = R2 � R1, conforme

a Figura 1.

Figura 1. A �gura mostra a sec�c~ao reta de um anel,

de forma el��ptica, onde 2a = R1�R2 e 2b s~ao, respec-

tivamente, seus eixos maior e menor.
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b) As part��culas s�olidas, que constituem os an�eis,

descrevam seus movimentos keplerianos em torno

de Saturno, independentemente uma das outras.

Desta maneira, a velocidade angular de uma

part��cula, que esteja a uma distância r, do eixo

de rota�c~ao do planeta, ser�a dada por:

wr(G �MS=r
3)1=2; (1)

onde G = 6,67�10�11N:m2=kg2 representa a

constante universal de gravita�c~ao e MS a massa

de Saturno.

c) O comportamento das part��culas s�olidas, consti-

tuintes de cada anel, se assemelhe ao de um g�as

ideal. Desta maneira, a densidade num ponto do

anel, sujeito �a press~ao p, ser�a dada por:

� = K � p=T; (2)

onde a temperatura T �e suposta constante em to-

dos os pontos do anel e K �e uma constante de

proporcionalidade.

d) Sejam v�alidas as equa�c~oes barom�etricas:

dp� = ��� �R
2 �w2 � sen� � cos� � d� (3)

e

dpr = ��r � (4� �G < � > =3� w2
r) � r � dr (4)

respectivamente, ao longo das colunas AB e BC,

da Figura 2, e que a superf��cie do anel seja

isob�arica, isto �e: s~ao iguais as press~oes nos pon-

tos A e C[7;8]. Na express~ao (3), w representa a

velocidade angular das part��culas que se encon-

tram a distância R, do eixo de rota�c~ao do planeta

(todas as part��culas contidas na coluna AB, pra-

ticamente, est~ao a distância R do eixo de rota�c~ao

do planeta) e, na express~ao (4), < � > representa

a densidade m�edia do anel.

Figura 2. A �gura mostra as colunas AB e BC, pertencentes

a um anel e a sua superf��cie isob�arica.

Substituindo-se (2) nas express~oes (3) e (4),

levando-se em conta a express~ao (1) e integrando-se,

tem-se:

c

ln(pA=pB) = �

Z �0

0

KR2w2sen� � cos� � d�

= KGMS � sen
2(�0)=(2RT ) (5)

e

ln(pC � pB) = �

Z R2

R

(K=T )(4�G < � > =3�GMS=r
3) � r � dr

= (K=T )[4�G < � > (R2
2 � R2)=6�GMS(1=R� 1=R2)] : (6)

d

O ângulo �0, na express~ao (5), �e muito pequeno

(ver a Figura 2) e, desta maneira, pode-se escrever:

sen(�0 � �0 � b=R: Igualando-se as express~oes (5) e

(6), por serem as press~oes iguais nos pontos A e C, lo-

calizados na superf��cie do anel, levando-se em conta a

aproxima�c~ao feita acima e resolvendo-se a equa�c~ao re-

sultante em < � >, obt�em-se:

< � >� 3MS(b
2R2+ 2aR2)=[4�R3R2(R2

2�R2)] : (7)

Sendo, em (7), 2aR2 >> b2R2, pode-se escrever,
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sem comprometer os resultados:

< � >� 3MS=[2� �R �R2(R2 + R)] : (8)

Pelo teorema de Pappus-Guldin pode-se calcular o vo-

lume do anel, atrav�es da seguinte express~ao:

V = 2� �R �A ; (9)

onde R representa, aproximadamente, a coordenada do

centro de massa da sec�c~ao reta e el��ptica do anel, de

�area A = �ab[9].

Multiplicando-se a densidade media do anel, de�-

nida pela express~ao (8), pelo seu volume, de�nido pela

(9), obt�em-se a massa do anel, a saber:

M = < � > �V ;

� 3� �MS � a � 2b=[2R2(R2 + R)] (10)

ou ent~ao,

M=MS � 3� � a � 2b=[2R2(R2 +R)] : (11)

III. Conclus~oes

N~ao encontramos nenhuma referência, na literatura

dispon��vel, de como deveriam ser as sec�c~oes retas dos

an�eis de Saturno. Nem tampouco nos foi poss��vel, neste

trabalho, concluir que as sec�c~oes retas deveriam ser

el��pticas. Portanto, a escolha de sec�c~oes retas de forma

el��ptica constituem-se, diante dos resultados obtidos,

em razo�aveis aproxima�c~oes.

Foi suposto, tamb�em, que as part��culas constituintes

de um anel tivessem o comportamento semelhante ao de

um g�as ideal. Desta maneira, a densidade, num ponto

do anel, seria diretamente proporcional �a press~ao e in-

versamente proporcional a temperatura que foi suposta

constante em todos os pontos do anel. Por outro lado,

uma �unica part��cula de um anel, estaria sujeita �as for�cas

gravitacionais de um n�umero enorme de part��culas vi-

zinhas, e em todas as dire�c~oes do espa�co (com exce�c~ao

daquelas localizadas nas superf��cies mais externas dos

an�eis), resultando sobre a mesma, praticamente, a for�ca

gravitacional do planeta. Assim, esta part��cula des-

creveria seu movimento kepleriano em torno do eixo

de rota�c~ao de Saturno, independentemente das demais,

justi�cando o emprego das equa�c~oes (1) e (2).

Os valores da densidade m�edia e da massa de um

anel, foram obtidos, respectivamente, com as equa�c~oes

(8) e (11). Particularmente, a equa�c~ao (11) depende

da espessura do anel, que n~ao e f�acil de ser medida.

Foi feita, tamb�em, a suposi�c~ao de que os an�eis A, B,

C e D tivessem a mesma espessura, mesmo que as me-

didas, nas v�arias referências usadas neste trabalho, se

referissem apenas a um dos an�eis e isto, sabemos, n~ao

e muito correto. Assim, para o anel B, com a espessura

de 2,8�103m, obtida por Focas e Dollfus, foi conseguida

a massa de 6,63�10�6:MS , que e um valor concordante

com aqueles obtidos por Franklin, Colombo e Cook, de

6 � 10�6:MS , para uma densidade muito pr�oxima de

0,1 g/cm3, e McLaughlin e Talbot, de 6,2�10�6:MS .

A massa encontrada por McLaughlin e Talbot exigiria,

neste trabalho, uma espessura da ordem de 2; 6� 103m

para o anel B.

N~ao seria razo�avel, para uma espessura de 2; 8�

103m, supor que as massas dos an�eis D e C fossem, res-

pectivamente, 4; 52�10�6:MS e 7; 13�10�6:MS ; visto

que, atrav�es de medidas de profundidade �optica, esses

an�eis apresentam densidades num�ericas de part��culas,

relativamente, pequenas. Contudo, acreditando-se que

a express~ao (8), que fornece a densidade m�edia do anel,

esteja correta, conclui-se que os an�eis D e C dever~ao ser

bem menos espessos do que 2,8�103m.

Admitindo-se a possibilidade de um anel hipot�etico

muito pr�oximo �a superf��cie de Saturno, de largura des-

prez��vel (R � R2 � RS, onde RS representa o raio

equatorial de Saturno), a express~ao (8) fornece, apro-

ximadamente, a densidade media do planeta, isto �e,

< �S >� 3MS=(4�R3
S). Por outro lado, a mesma ex-

press~ao fornece, para o anel B, uma densidade m�edia da

ordem de 0,101�103 kg/m3 , que concorda com o va-

lor obtido por Franklin, Colombo e Cook. Em fun�c~ao

destes resultados e levando-se em conta a equa�c~ao ba-

rom�etrica (4), chega-se a conclus~ao de que, se Saturno

tivesse raio equatorial igual ao valor m�edio entre R,

raio central, e R2, raio externo do anel B, teria, no

modelo aqui exposto, aproximadamente, densidade me-

dia de 0; 101 � 103 kg/m3 e massa 5; 69 � 1026 kg.

Ser�a que, quando \Saturno" estava se contraindo, h�a,
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Tabela 1

Anel R� 10�7 R2 � 10�7 < � > �10�3 M=MS � 106 M=MS � 106 M=MS � 106

(m) (m) (kg/m3) (F,D) (K) (F)
D 7.07 7.44 0,356 4,52 2,58 2,10
C 8,32 9,19 0,203 7,13 4,08 3,31
B 10,4 11,7 0,101 6,63 3,79 3,08
A 13,0 13,7 0,0571 2,53 1,44 1,17

A tabela foi constru��da com o aux��lio das equa�c~oes (8) e (11). As iniciais mai�usculas têm os seguintes signi�cados,
em rela�c~ao as espessuras dos an�eis: (F,D) = Focas e Dol�us, (K) = Kiladze e (F) = Fountain, correspondentes,
respectivamente, as espessuras dos an�eis de 2; 8� 103m, 1; 6� 103m e 1; 3� 103 m[10].

aproximadamente, 4,5 bilh~oes de anos, n~ao teria dei-

xado vest��gios de sua densidade m�edia, primitiva, de

0; 101� 103kg=m3, na posi�c~ao atual do anel B?

As part��culas que pertencem �a superf��cie isob�arica

do anel, de sec�c~ao reta el��ptica, est~ao sujeitas a menor

press~ao pA = pC . A medida que nos deslocamos, no

plano equatorial do anel (que dever�a coincidir com o

plano equatorial do planeta), de C para B (ver a Fi-

gura 2), a press~ao vai aumentando e atinge um valor

m�aximo no ponto B. Portanto, segundo este modelo, as

part��culas sujeitas �as maiores press~oes est~ao localiza-

das no plano equatorial do anel. Acreditamos que, se o

anel fosse deslocado ligeiramente do plano equatorial do

planeta, ocorreria uma instabilidade, de tal forma que

o anel poderia perder sua forma de contorno \el��ptico",

devido a uma diferen�ca de press~ao de�nida atrav�es da

express~ao (5).

Com os resultados obtidos acima, este trabalho po-

deria constituir-se numa op�c~ao para se determinar, no

terceiro grau, e mesmo nos cursos introdut�orios �a As-

tronomia, a densidade e a massa de um anel, em torno

de um planeta, atrav�es do conhecimento da geometria

do anel e da massa do planeta, independentemente, se

o campo gravitacional do anel perturba ou n~ao os mo-

vimentos de sat�elites vizinhos.
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