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Resumo

Neste trabalho apresentamos a constru�c~ao e a utiliza�c~ao de um conjunto experimental desti-
nado �a execu�c~ao de pr�aticas com corpos r��gidos. Em particular, mostraremos sua aplica�c~ao
em pr�aticas de conserva�c~ao de momento angular e oscila�c~oes de corpo r��gido.

Abstract

This work describes the construction of an experimental apparatus used to perform expe-
riments with rigid bodies. In particular, we show its application in experiments to analyse
conservation of angular momentum and rigid body oscillation.

I. Introdu�c~ao

Este conjunto experimental consta basicamente de

dois instrumentos. Um j�a bem conhecido dos labo-

rat�orios de ensino de F��sica, denominado Roda de Max-

well, e outro, por n�os desenvolvido, que consiste de

um sistema de rolamentos que permite fazer girar cor-

pos r��gidos, com formato adequado, em frequências da

ordem de 20Hz, durante os intervalos de tempo ne-

cess�arios para adquirir os dados f��sicos relativos ao pro-

blema analisado.

Trata-se de um conjunto compacto, que nos permite

desenvolver v�arias pr�aticas de corpos r��gidos relaciona-

das com conserva�c~ao de momento angular e oscila�c~oes

de corpo r��gido.

Descri�c~ao dos Instrumentos

I. Roda de Maxwell

Este sistema consta de um disco de raio R, susten-

tado por um eixo cil��ndrico de raio r e comprimento

`, tendo o conjunto massa m, e dois �os de suspens~ao

como indicados na �g. 1a, o qual funciona na forma de

um \ioiô". O corpo r��gido utilizado na Roda de Max-

well tem seu formato esquematizado na �g. 1b, o qual

denominaremos de agora em diante por rotor.

Figura 1. a) Roda de Maxwell e b) rotor.

II. Sistema de rota�c~ao vertical do corpo r��gido

O sistema de rota�c~ao utiliza o rotor empregado na

Roda de Maxwell. Neste caso, ele �e colocado para girar
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na vertical e as extremidades de seu eixo, confecciona-

das em formato cônico e superf��cies polidas, s~ao sus-

tentadas por rolamentos, tal como esquematizado na

�g. 2. O mecanismo de sustenta�c~ao do rotor �e mantido

sempre lubri�cado.

Figura 2. Sistema de rota�c~ao.

Para colocar este corpo r��gido em rota�c~ao utiliza-

mos um barbante que �e enrolado em seu eixo e de-

pois puxado, como apresentado na �g. 3a. Para se

alcan�car maiores frequências de rota�c~ao utilizamos uma

furadeira el�etrica para impulsionar o rotor. Para isto,

instalamos um tarugo de borracha no eixo da furadeira,

o qual �e colocado em contato com o rotor. A medida de

sua frequência de rota�c~ao �e feita utilizando-se um sis-

tema de transmiss~ao e detec�c~ao de luz infravermelha,

a qual inside sobre um conjunto de marcas brancas e

pretas existentes na extremidade externa do disco, �g.

3b.

Figura 3. a) Propuls~ao do rotor e b) M�etodo de medida da

frequência de rota�c~ao.

O sinal de varia�c~ao de intensidade luminosa �e en-

viado pelo detector a um circuito eletrônico, o qual o

converte em forma de leitura de frequência de rota�c~ao

em Hz, apresentada em um mostrador digital. A curva

de decaimento da frequência de rota�c~ao deste sistema

de rota�c~ao em fun�c~ao do tempo est�a apresentada na

�g. 4. Tipicamente, este sistema apresenta uma taxa

de diminui�c~ao na frequência de rota�c~ao da ordem de

0.01Hz/s. A partir deste gr�a�co podemos veri�car que

a for�ca de atrito presente no mecanismo de sustenta�c~ao

do rotor dever�a produzir interferências desprez��veis nos

experimentos a serem realizados.

Figura 4. Curva de decaimento da frequência de rota�c~ao.

III. Circuito eletrônico do sensor

O sensor, constitu��do por um diodo emissor de

luz infravermelha (transmissor) e um foto-transistor

sens��vel a esta luz (receptor), produz um sinal osci-

lat�orio de tens~ao com frequência determinada pela al-

ternância de faixas brancas e pretas.

O circuito eletrônico realiza a integra�c~ao deste si-

nal, resultando em um n��vel de tens~ao proporcional a

frequência do mesmo. Esta tens~ao anal�ogica �e conver-

tida para digital e exibida em um \display" de três

d��gitos.

Com o aux��lio de um frequenc��metro padr~ao, �e feita

a calibra�c~ao do sistema de modo a obter lmV/Hz.

Assim, obtem-se uma leitura digital diretamente em

Hertz. O diagrama el�etrico do circuito �e mostrado na

�g. 5.

O circuito integrado LM 2917 �e um conversor de

frequência para tens~ao, respons�avel por realizar a inte-

gra�c~ao do sinal proveniente do sensor. A rela�c~ao entre

a frequência de entrada �in e a tens~ao de sa��da V0 �e

dada pela express~ao:

V0 = Vcc � �in �R1 �C1 (1)

O circuito integrado ICL7107 �e um conversor A/D

com decodi�cador e \driver" para \display" de três e

meio d��gitos. Este integrado encarrega-se de mostrar o

n��vel de tens~ao anal�ogico da sa��da do LM 2917 de forma

digital no \display".



Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 17, no. 2, junho, 1995 135

Embora a sa��da seja digital, o processo de medida

de frequência �e anal�ogico e instantâneo. Isto representa

uma vantagem em rela�c~ao aos frequenc��metros digitais

nos quais a leitura �e sempre feita com atraso em fun�c~ao

da base de tempo que, para baixas frequências, pode

ser da ordem de alguns segundos.

Figura 5. Diagrama el�etrico do circuito.
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Exemplos de utiliza�c~ao deste conjunto experi-

mental

I.a. Determina�c~ao experimental do momento de

in�ercia do rotor utilizado na Roda de Maxwell

Um dos m�etodos utilizados para determinar expe-

rimentalmente o momento de in�ercia, I1, do rotor, �e a

Roda de Maxwell. Para isto, devemos deixar o rotor se

deslocar na vertical e determinar o tempo necess�ario, t,

para ele percorrer uma altura h, �g. 6. Representamos

por h a altura do centro de massa do rotor, medido a

partir de uma posi�c~ao inicial qualquer, para a qual as

velocidades de transla�c~ao, v, e rota�c~ao, !, s~ao nulas.

Para analisar este sistema consideraremos que o movi-

mento do mesmo �e composto de transla�c~ao e rota�c~ao,

que o efeito da viscosidade do ar �e desprez��vel e que o

�o �e inextens��vel.

Figura 6. Utiliza�c~ao da Roda de Maxwell na determina�c~ao

do momento de in�ercia do rotor.

Considerando que durante a queda do rotor a ener-

gia se conserva, teremos a transforma�c~ao de sua energia

potencial em energia cin�etica de rota�c~ao e transla�c~ao

mgh =
1

2
mv2 +

1

2
I1!

2 : (2)

Desenvolvendo a eq. 2 podemos obter a equa�c~ao

hor�aria entre h e t

h =
1

2

1

1 + I1

mr2

gt2 : (3)

Isolando o momento de in�ercia, a partir da eq. 3,

obtemos �nalmente

I1 =

�
gt2

2h
� 1

�
mr2 : (4)

Posteriormente, calculamos o momento de in�ercia

do mesmo rotor a partir de suas caracter��sticas

geom�etricas e comparamos com o resultado obtido na

roda de Maxwell. Para facilitar os c�alculos do momento

de in�ercia constru��mos um segundo rotor, com as mes-

mas dimens~oes do primeiro, desmont�avel em três par-

tes, �g. 7, as quais possuem momentos de in�ercia tabe-

lados. Desprezamos a contribui�c~ao dos encaixes cônicos

presentes nas extremidades do eixo do rotor ao mo-

mento de in�ercia do mesmo. Um cuidado especial deve

ser tomado para que o eixo do rotor seja mantido sem-

pre na horizontal durante a realiza�c~ao do experimento.

Figura 7. Rotor desmontado.

I.b. Resultados experimentais obtidos utilizando

- se a Roda de Maxwell

Considerando que a �unica vari�avel afetada forte-

mente pelo erro experimental �e o tempo de queda do

rotor, t, j�a que as outras vari�aveis, h e m, podem ser

medidas com pequenos erros percentuais, calculamos

v�arios momentos de in�ercia, I1, para diferentes tempos

de queda. Determinando o valor m�edio e o desvio m�edio

destas medidas encontramos I1 = (5:3 � 0:4) � 10�3

Kg.m2.

Utilizando o rotor desmont�avel, um paqu��metro,

uma balan�ca e as express~oes de momento de in�ercia

da �g. 7, encontramos I1 = (5:38� 0:02) � 10�3 Kg.m2.

II.a. Determina�c~ao experimental do momento

de in�ercia de um corpo r��gido atrav�es de Cho-

ques Rotacionais

Consideremos que o rotor, com momento de in�ercia

I1, gira com velocidade angular !1 em torno de um

eixo sem atrito, �g. 8. Em um certo instante, cai so-

bre ele um outro disco com momento de in�ercia I2 e

velocidade angular !2 girando independentemente em

torno do mesmo eixo de rota�c~ao. Devido ao atrito en-

tre os dois corpos, eles acabam por adquirir uma ve-

locidade angular comum, !, a qual pode ser de�nida

pelo princ��pio de conserva�c~ao do momento angular, j�a

que os dois discos constituem um sistema isolado de

torques externos.
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Figura 8. Choque rotacional.

Logo, podemos escrever a equa�c~ao de conserva�c~ao

do momento angular na forma

I1!1 + I2!2 = (I1 + I2)! : (5)

Portanto, conhecida experimentalmente a veloci-

dade angular �nal adquirida pelo conjunto, o momento

de in�ercia do segundo corpo r��gido ser�a dado por

I2 =
!1 � !

! � !2
I1 : (6)

Posteriormente, calculamos o momento de in�ercia

do mesmo disco a partir de suas caracter��sticas

geom�etricas e comparamos com o resultado obtido

atrav�es do choque rotacional.

Para realizar o experimento de choques rotacionais

utilizamos o mesmo equipamento descrito na �g. 3.

Para isto dispomos de uma presilha que, quando desa-

tivada, deixa cair o segundo corpo r��gido sobre o rotor

que j�a est�a girando, �g. 9. Este segundo corpo r��gido

se encontra inicialmente em repouso, de modo a evitar

a utiliza�c~ao de dois frequenc��metros, e tem um formato

que se encaixa perfeitamente sobre o rotor. Al�em disso,

ele tem colada na superf��cie que vai entrar em contato

com o rotor, uma faixa de borracha aderente para tor-

nar o choque pl�astico.

Figura 9. Sistema utilizado para choques rotacionais.

II.b. Resultados experimentais obtidos

utilizando-se choques rotacionais

Neste experimento, realizamos v�arios choques ro-

tacionais e determinamos para cada um deles o mo-

mento de in�ercia do segundo corpo, I2. A �g. 10 repre-

senta o resultado de um experimento t��pico realizado

para a medida da frequência de rota�c~ao do rotor an-

tes do choque e a frequência de rota�c~ao dos dois cor-

pos juntos ap�os o choque. Determinando o valor m�edio

e o desvio m�edio absoluto destas medidas obtivemos

I2 = (5:3� 0:2) � 10�3 Kg.m2.

Figura 10. Curva t��pica da medida de frequência de rota�c~ao

em choques rotacionais.

Utilizando o segundo rotor, um paqu��metro, uma

balan�ca e as express~oes de momento de in�ercia da �g.

7, encontramos I2 = (5:12� 0:02) � 10�3 Kg.m2.

III.a. Determina�c~ao experimental do momento

de in�ercia do rotor atrav�es de Oscila�c~oes de

Tor�c~ao

Consideremos que o rotor pode girar em torno de

um eixo �xo e que sobre ele atua um torque restaura-

dor �, devido �a uma mola que se encontra ligada a ele,

�g. 11.

Ao introduzirmos um deslocamento angular, �, me-

dido a partir da posi�c~ao de equil��brio do corpo r��gido,

o torque restaurador ser�a dado por

� = �k� (7)

e o sistema come�car�a a oscilar com per��odo

T = 2�

r
I1

k
(8)

onde k �e a constante el�astica da mola e I1 �e o momento

de in�ercia do rotor.
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Figura 11. Rotor ligado a um torque restaurador.

Logo, para determinarmos a constante el�astica da

mola, k, devemos aplicar diferentes torques, �, sobre

o sistema \rotor-mola" e medir os respectivos deslo-

camentos angulares, �, com o aux��lio de um transfe-

ridor. Para introduzirmos diferentes torques sobre o

sistema \rotor-mola", penduramos diferentes pesos, P ,

conforme indicado na �g. 12. Para minimizar o efeito

do atrito, a roldana foi constru��da utilizando-se os mes-

mos princ��pios de sustenta�c~ao usados na confec�c~ao do

rotor, por�em, sem os rolamentos. A �g. 13 representa

o resultado de um experimento t��pico realizado para a

determina�c~ao da constante el�astica da mola.

Figura 12. Aplica�c~ao de um torque sobre o sistema

\rotor-mola."

Figura 13. Resultado de um experimento t��pico realizado

para a determina�c~ao da constante el�astica da mola.

Figura 14. Caracter��sticas gerais e dimens~oes do conjunto.

Conhecida a constante el�astica da mola, coloca-

mos o sistema \rotor-mola" para oscilar e, conhecido

o per��odo de oscila�c~ao, T , podemos determinar nova-

mente o momento de in�ercia do rotor utilizando a eq.8.

III.b. Resultados experimentais obtidos

utilizando-se Oscila�c~oes de Tor�c~ao

Seguindo o procedimento descrito no ��tem III.a e

utilizando o M�etodo dos M��nimos Quadrados, determi-

namos a constante el�astica da mola, k = (0:025�0:003)

N.m.rad�1. O per��odo de oscila�c~ao do sistema \rotor-

mola" foi medido a partir de 10 oscila�c~oes e resultou

em T = (2:90� 0:05)s: Consequentemente, obtivemos,

utilizando a eq. 8 e propaga�c~ao de erros, o valor do

momento de in�ercia do rotor, I1 = (5:3 � 0:8) � 10�3

Kg.m2.
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IV. Discuss~ao

Todos os resultados experimentais mostraram uma

concordância excelente entre os diferentes m�etodos de

determina�c~ao do momento de in�ercia dos dois corpos.

No caso dos choques rotacionais, mesmo que o se-

gundo corpo n~ao se encaixe perfeitamente sobre o ro-

tor e comece a girar excentricamente, o erro na deter-

mina�c~ao de seu momento de in�ercia ainda ser�a pequeno

e pode ser determinado pelo teorema dos eixos para-

lelos. Em nosso sistema, o segundo corpo r��gido gira

deslocado do eixo de rota�c~ao da ordem de 2mm. Sendo

sua massa igual a 2.2 Kg, o erro no seu momento de

in�ercia resulta 1000 vezes menor que o pr�oprio valor

de I2.

O conjunto experimental elaborado para a execu�c~ao

de pr�aticas de corpo r��gido pode ser utilizado de diver-

sas formas, permitindo a obten�c~ao de outras vari�aveis

f��sicas al�em do momento de in�ercia, dependendo da ne-

cessidade e da criatividade do usu�ario. Naturalmente,

o frequenc��metro pode ser conectado a um computa-

dor para facilitar o procedimento de medida durante o

experimento.

As caracter��sticas t�ecnicas e dimens~oes t��picas do

conjunto est~ao apresentadas na �g. 14 e uma fotogra�a

geral do mesmo est�a apresentada na �g. 15.

Figura 15. Fotogra�a geral do conjunto.
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