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A teoria da radiacao de Planck e a teoria do calor especifico®
(Die Planckshe Theorie der Strahlung und die Theorie der spezifischen Wirme)

A. Einstein
Publicado em Annalen der Physik 22, 180-190 (1907)

Em dois artigos anteriores [1], eu havia demonstrado
que a interpretagao da lei da distribuicao de energia da
radiagao de corpo negro em termos da teoria de Boltz-
mann para a segunda lei leva a uma nova concepgao dos
fendmenos da emissao e absorgao da luz, que, embora
ainda longe de ter o cardter de uma teoria completa,
é notavel na medida em que facilita a compreensao de
uma série de regularidades. Este trabalho mostrard que
a teoria da radiagao - em particular a teoria de Planck -
leva a uma modificacao da teoria cinético-molecular do
calor por meio da qual algumas dificuldades que obs-
truem a implementacao de tal teoria podem ser elimi-
nadas. O trabalho também fornecera uma relagao entre
0s comportamentos térmico e 6ptico dos sélidos.

Inicialmente, vamos apresentar uma derivacao da
energia média do ressonador de Planck que claramente
demonstra sua relagao com a mecanica molecular.

Para isto, utilizamos alguns resultados da teoria
molecular geral do calor [2]. Consideremos que o estado
de um sistema no sentido da teoria molecular esteja
completamente determinado pelas (muitas) varidveis
Py, Py, ---P,. Consideremos que o processo molecular
ocorra segundo as equagoes

dP,
dt :(PV(P1>P2,"'7Pn)7 (1/:1,2...71)7
e suponhamos que a relagao
o0d,
op, (1)

seja valida para todos os valores dos P,’s.

Além disso, consideremos que um sistema parcial
dos P,’s seja determinado pelas varidveis p; - - - p,, (que
pertencem aos P,’s), e suponhamos que a energia de
todo o sistema possa, em boa aproximagao, ser pen-
sada como composta de duas partes, uma das quais (E)
dependa apenas dos p1 - - - pn, enquanto que a outra é

independente de pj - - - pp,. Consideremos também que
F seja infinitesimalmente pequena comparada a energia
total do sistema.

A probabilidade dWW que em um instante escolhido
aleatoriamente os p,’s estejam numa regiao infinite-
simalmente pequena (dp1,dps---dp,,) é dada, entdo,
pela equacao [3]

AW = Ce 7t Edp, - dp,y,. (2)

Nesta expressao, C' é uma funcao da temperatura
absoluta (T'), N é o nitmero de moléculas em um
equivalente-grama, R ¢é a constante da equacao dos
gases para uma molécula-grama.

Se se faz

dpy -+ dpm = w(E) dE,
dE
em que a integral deve ser estendida a todas as com-
binagoes dos P,’s para as quais correspondam valores
de energia entre F e E + dE, obtém-se

dW = Ce™ 7 P () dE. (3)

Se se escolhe para as variaveis P, as coordenadas do
centro de massa e componentes da velocidade de mas-
sas pontuais (dtomos, elétrons) e supoe-se que as acele-
ragoes dependam apenas das coordenadas, e nao das
velocidades, chega-se entao a teoria cinético-molecular
do calor. A relagdo (1) é nela satisfeita, e portanto a
Eq. (2) também é valida.

Em particular, se se imagina que foi escolhida como
o sistema dos p,’s uma particula de massa elementar
que pode realizar oscilagoes senoidais sobre uma linha
reta, e denota-se sua distancia da posigao de equilibrio
e velocidade instantaneas por x e &, respectivamente,
obtém-se

AW = C e~ 77 F dg de, (2a)
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e, como deve-se tomar f dxdé = const.dE, entao
w = const.t:

dW = const.e” 7t £ dE. (3a)
O valor médio da energia da particula é portanto

_[Ee #rBdE RT

E = :
fe’%EdE N

(4)

E evidente que a férmula (4) também pode ser apli-
cada a um fon oscilando sobre uma linha reta. Se isso
for feito, e se se levar em conta que, segundo um estudo
de Planck [4], a relagao

LS
v = 87T7 Pv (5)

S

deve ser valida entre sua energia média F e a densi-
dade p, da radiacao de corpo negro na freqiiéncia con-

siderada, entdo, eliminando E de (4) e (5) chega-se &
férmula de Rayleigh

R 812
Pv = N 3 (6)
que, como é bem conhecido, representa apenas uma lei
limite para grandes valores de T'/v.
Para obter a teoria de Planck para a radiagao
de corpo negro, pode-se proceder como a seguir [5].
Mantém-se a Eq. (5), isto é, supde-se que a teoria da
eletricidade de Maxwell fornece a relagao correta entre
densidade de radiacdo e E. Por outro lado, abandona-
se a Eq. (4), isto é, supde-se que a aplicagao da teoria
cinético-molecular é o que causa um conflito com a ex-
periéncia. No entanto, mantemos as férmulas (2) e (3)
da teoria molecular geral do calor. Em vez de fazer

w = const.

de acordo com a teoria cinético-molecular, fazemos
w = 0 para todos os valores de E que nao sejam ex-
tremamente proximos de 0, €, 2¢, 3¢, etc. Apenas entre
0OeO0+a, eeeta, 2¢e2e+a, ete. (onde « é infinitesi-
malmente pequeno comparado a €) w pode ser diferente
de zero, de forma tal que

@ et 2¢e+a
/ wdEz/ wdE = wdE=...=A
0 € 2e

Como pode ser visto da Eq. (3), esta estipulagdo en-
volve a hipdtese que a energia da estrutura elementar
em consideragao assuma apenas valores que sao infini-
tesimalmente proximos de 0, €, 2¢ etc.

Usando o estipulado acima para w, obtém-se, com
auxilio de (3):

=_J Ee 7 B w(E)dE _
[ e mtEW(E)dE

1Porque tem-se que fazer E = ax? + b&2.
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e"RT—1

Se também se fizer ¢ = (R/N)Br (segundo a hipé6tese
quantica), obtém-se

E=27 ™)

bem como, com ajuda de (5), a férmula da radiagao de
Planck

81 Rf v3

=N tE

A Eq. (7) mostra a dependéncia da energia média do
ressonador de Planck com a temperatura.

Do que esta acima, emerge claramente em que sen-
tido a teoria cinético-molecular do calor deve ser modi-
ficada para ser levada a uma concordancia com a lei de
distribuicao da radiacao de corpo negro. Pois embora
tenha-se pensado antes que o movimento das moléculas
obedeca as mesmas leis que sao validas para o movi-
mento dos corpos em nosso mundo de percepcao senso-
rial (em esséncia, estamos apenas incluindo o postulado
de reversibilidade completa), somos forcados agora a
supor, para fons capazes de oscilar em freqiiéncias par-
ticulares que podem mediar uma troca de energia entre
matéria e radiagao, que a quantidade de estados que eles
podem assumir é menor do que para corpos dentro da
nossa experiéncia. Pois tivemos que fazer a hipotese de
que o mecanismo de transferéncia de energia é tal que a
energia das estruturas elementares sé pode assumir os
valores 0, (R/N)pBv, 2(R/N)Bv, etc.?

Eu creio agora que nao devemos nos contentar com
este resultado. Pois surge a questao: se as estruturas
elementares que devem ser supostas na teoria de troca
de energia entre radiacao e matéria nao podem ser
percebidas em termos da teoria cinético-molecular cor-
rente, entao nao estamos também obrigados a modificar
a teoria para as outras estruturas periodicamente os-
cilantes consideradas na teoria molecular do calor? Na
minha opiniao nao ha davida quanto a resposta. Se a
teoria da radiagao de Planck vai ao cerne da matéria,
entao as contradigoes entre a teoria cinético-molecular
corrente e a experiéncia devem também ser esperadas
em outras areas da teoria do calor, o que pode ser resol-
vido ao longo das linhas indicadas. Na minha opiniao,
isto é de fato o que ocorre, como eu agora tentarei
mostrar.

A concepgdo mais simples que se pode fazer so-
bre o movimento térmico em sdélidos é que os atomos

2E 6bvio que esta suposicdo também deve ser estendida para corpos capazes de oscilar consistindo de qualquer nimero de estruturas

elementares.
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individuais realizam oscilagoes senoidais em torno de
posigoes de equilibrio. Com esta hipdtese, aplicando a
teoria cinético-molecular (Eq. (4)) e levando em conta
que trés graus de liberdade de movimento devem ser
atribuidos a cada atomo, obtém-se para o calor es-
pecifico de um equivalente grama da substancia

c=3Rn,
ou - expresso em calorias-grama -
c=15,9%n,

onde n denota o niimero de 4tomos na molécula. E bem
conhecido que esta relacao se aplica como uma aproxi-
magao notavelmente proxima a muitos elementos e a
muitos compostos no estado de agregagao sélida (lei de
Dulong-Petit, regra de F. Neumann e Kopp).

No entanto, se estes fatos sdo examinados um pouco
mais de perto, encontram-se duas dificuldades que pare-
cem colocar limites estreitos na aplicabilidade da teoria
molecular.

1. H4 elementos (carbono, boro e silicio) que no
estado sélido e a temperaturas habituais tém calores
atomicos especificos muito menores do que 5,94. Além
disso, o calor especifico por molécula-grama é menor
que n . 5,94 em todos os compostos sélidos contendo
oxigénio, hidrogénio ou ao menos um dos elementos
mencionados.

2. O senhor Drude demonstrou [6] que os fendmenos
6pticos (dispersao) levam a conclusdo que muitas mas-
sas elementares que se movem independentemente umas
das outras devem ser atribuidas a cada &tomo de
um composto, pois ele com sucesso relacionou as
freqiiéncias proéprias infravermelhas a oscilagoes de
atomos (fons atomicos) e as freqiiéncias préprias do ul-
travioleta as oscilagoes dos elétrons. Isto coloca uma
segunda dificuldade significativa para a teoria cinético-
molecular do calor, porque o calor especifico deveria ex-
ceder significativamente o valor 5,94 n, ja que o ntimero
de massas pontuais em movimento por molécula é maior
do que este tltimo ntimero de dtomos.

Com base no que estd acima, dever-se-ia notar o
seguinte: se concebemos os condutores de calor em
sélidos como estruturas oscilando periodicamente cuja
freqiiéncia é independente de sua energia de oscilagao,
entao segundo a teoria da radiagao de Planck nao de-
veriamos esperar que o valor do calor especifico fosse
sempre 5,94 n. Em vez disso, terfamos que fazer (7)

3R

E= )
N e%fl

A energia de N de tais estruturas elementares, me-
dida em calorias-grama, tem portanto o valor
1612

Br )
eT —1

5,94
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de forma que cada uma de tais estruturas elementares
oscilantes contribui para o calor especifico com o valor

v 2
o - [%]

5,94 —
% -]

(8)

por equivalente-grama. Assim, a soma sobre todos os
tipos de estruturas elementares oscilantes que ocorrem
na substancia sélida em questao fornece a seguinte ex-

pressao para o calor especifico por equivalente-grama:
2
o [4
T
c=594) ﬁ (8a)
eT —1
6
.
. L
5 - a—"
A -
T
.’t
3 =
3
2 i
"'.,
o
1 .
. .

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

A figura acima* mostra o valor da expressio (8)

como uma funcao de z = (T/Bv). Se (T/Bv) > 0,9,
a contribuicao da estrutura para o calor especifico
molecular nao difere significativamente do valor 5,94,
que também segue da até agora aceita teoria cinético-
molecular; quanto menor v, menor a temperatura na
qual isto j& ocorrera. Ao contrario, se (T/fv) < 0,1,
a estrutura elementar em questao nao contribui signi-
ficativamente para o calor especifico. No intervalo, a
expressao (8) inicialmente cresce rapidamente e depois
mais lentamente.

Do que foi dito, segue-se antes de tudo que os
elétrons capazes de oscilar, que foram postulados para
explicar as frequéncias préprias ultravioletas, nao po-
dem contribuir significativamente para o calor es-
pecifico em temperaturas normais (7' = 300), porque
a desigualdade (T'/Bv) < 0,1 torna-se a desigualdade
A< 4,8 em T = 300. Por outro lado, se a estrutura
elementar satisfaz a condigao A > 48y, entao segundo
o que foi dito acima, sua contribuicao para o calor es-
pecifico deve ser préxima a 5,94 para temperaturas ha-
bituais.

Como em geral para as freqiiéncias préprias no in-
fravermelho A > 4,8u, de acordo com nossas con-
cepgoes estas oscilagoes préprias devem contribuir para

3Esta consideracdo pode ser facilmente estendida para corpos anisotrépicos.

4Cf. curva tracejada.
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o calor especifico, e quanto maior o A, maior esta con-
tribuigdo. Segundo as investigacoes de Drude, estas
freqiiéncias préprias devem ser atribuidas aos préprios
dtomos ponderdveis ({fons atomicos). A conclusdo mais
Obvia parece ser portanto considerar exclusivamente os
fons atomicos poisitivos como os portadores de calor em
solidos (isolantes).

Se as freqliéncias de oscilagao proéprias infraverme-
lhas v de um sélido sao conhecidas, entao segundo o que
foi dito anteriormente seu calor especifico bem como
sua dependéncia em temperatura seria completamente
determinada pela Eq. (8a). Desvios pronunciados da
relagado ¢ = 5,94 n seriam esperados a temperaturas
normais se a substancia em questao mostrasse uma
freqiiéncia prépria infravermelha Optica para a qual
A < 48 u; para temperaturas suficientemente baixas,
os calores especificos de todos os corpos sélidos deve-
riam diminuir significativamente com o decréscimo da
temperatura. Além disso, a lei de Dulong-Petit, bem
como a lei mais geral ¢ = 5,94 n, deve valer para to-
dos os corpos em temperaturas suficientemente altas,
a menos que novos graus de liberdade de movimento
(elétron-fons) tornem-se evidentes.

As dificuldades mencionadas acima sao resolvidas
pela nova interpretacao, e eu acredito que esta tltima
mostrard sua validade em principio. Evidentemen-
te, uma concordancia exata com os fatos estd fora de
questao. Durante o aquecimento, sélidos sofrem mu-
dangas no arranjo molecular (por exemplo, mudangas
em volume) que estdo associadas com mudangas em
conteuido de energia; todos os sélidos que conduzem
eletricidade contém massas elementares em movimento
livre que contribuem para o calor especifico; as os-
cilagoes de calor aleatérias tém possivelmente uma
freqiiéncia de alguma forma diferente das oscilagoes
préprias das estruturas elementares durante proces-
sos 6pticos. Finalmente, a hipdtese de que as estru-
turas elementares pertinentes tém uma freqiiéncia de
oscilagdo independente da energia (temperatura) é sem
divida inadmissivel.

Mesmo assim, € interessante comparar nossas con-
clusoes com a observacao. Ja que estamos interessa-
dos apenas em aproximagoes grosseiras, supomos, de
acordo com a regra de F. Neumann-Kopp, que cada
elemento contribua igualmente para o calor especifico
molar de todos seus componentes s6lidos mesmo se seu
calor especifico seja anormalmente pequeno. Os dados
numéricos apresentados na tabela a seguir sao tomados
do livro-texto de quimica de Roskoe. Observamos que
todos os elementos com calor atomico anormalmente
baixo tém pesos atomicos baixos; segundo nossa inter-
pretagao, isto deve ser esperado, ja que, ceteris paribus,
pesos atdmicos baixos correspondem a altas freqiéncias
de oscilagdo. A tltima coluna da tabela lista os valo-
res de A em microns que sao obtidos a partir destes
nimeros, se supusermos que eles sao validos a T' = 300,
com o auxilio da curva mostrando a relagao entre x e c.

Einstein

Elemento Calor especifico  Acqic.
atomico
SeP 5,4 42
Fl 5 33
0 4 21
Si 3,8 20
B 2,7 15
H 2,3 13
C 1,8 12

Além disso, consideramos alguns dados sobre os-
cilagdes préprias infravermelhas (reflexdo metélica,
raios residuais) de alguns sélidos transparentes das
tabelas de Landolt e Bornstein; os A observados sao
listados na tabela abaixo como “Aps.”; 0s nimeros
sob “Acqaie.” sao tomados da tabela acima se eles se
referirem a atomos com calor especifico anormalmente

baixo; para os outros, supoe-se que A > 48 u.

Substéancia Aobs. Acale.
CaFl 24; 31,6 33; > 48
NaCl 51,2 > 48

KCl 61,2 > 48
CaCOg 6,7; 11,4; 29,4 12; 21; > 48
SiO4 8,5; 9,0; 20,7 20; 21

Na tabela, NaCl e KCI1 contém apenas dtomos com
calor especifico normal; de fato, os comprimentos de
onda de suas oscilagoes proprias infravermelhas sao
maiores que 48 . As outras substancias contém apenas
atomos com calores especificos anormalmente baixos
(exceto Ca); de fato, as freqiiéncias destas substancias
variam entre 4,8 4 e 48 p. Em geral, os valores de
A obtidos teoricamente a partir dos calores especificos
sao consideravelmente maiores do que os observados.
E possivel que estes desvios possam ser explicados por
uma forte variacao da freqiiéncia da estrutura elementar
com sua energia. Seja como for, a concordancia entre
A observado e calculado é notavel tanto em relagao a
seqiiéncia quanto em relagao a ordem de grandeza.

Finalmente, vamos também aplicar a teoria ao dia-
mante. Sua freqiiéncia propria infravermelha nao é
conhecida, mas pode ser calculada com base na teoria
descrita se o calor especifico molecular ¢ for conhecido
para alguma temperatura T; o = correspondente a c
pode ser tomado diretamente da curva, e A é entao
calculado da relagdo (T'L/BN) = x.

Estou usando os resultados experimentais de H.F.
Weber, que tomei das tabelas de Landolt e Bornstein
(cf. a tabela a seguir). Para T = 331,3 temos
¢ =1,838; de acordo com a teoria descrita, disto segue
que A = 11,0u. Com base neste valor, os da ter-
ceira coluna da tabela sao calculados segundo a férmula
x=(TL/BN\), (3=4,86-10"11).
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T c T
2224 0,762 0,1679
2624 1,146 0,1980
283,7 1,354 0,2141
3064 1,582 0,2312
331,3 1,838 0,2500
3585 2,118 0,2705
413,0 2,661 0,3117
479,2 3,280 0,3615
520,0 3,631 0,3924
879,7 5,290 0,6638
1079,7 5,387 0,8147
1258,0 5,507 0,9493

Os pontos, cujas abscissas sao estes valores de x e
cujas ordenadas sao os valores de ¢ obtidos experimen-
talmente a partir das observacoes de Weber e listados
na tabela, devem estar sobre a curva x, c mostrada ante-
riormente. Nés tracamos estes pontos — indicados por
circulos — na figura acima; de fato, eles quase ficam
sobre a curva. Portanto temos que supor que os porta-
dores elementares de calor no diamante sao estruturas
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quase monocromaticas.
Entao, segundo a teoria, deve-se esperar que o dia-
mante mostre um méximo de absor¢ao para A = 11 p.

Berna, novembro de 1906. Recebido em 9 de no-
vembro de 1906.
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