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Sobre o principio da relatividade e suas implicagoes

*

(Uber das Relativtitsprinzip und die aus demselben gezogenen Folgerungen)

A. Einstein
Publicado em Jahrbuch der Radioaktivitdt und Elektronik 4, 411-462 (1907)

A equacdo de movimento de Newton mantém sua
forma, quando mudamos para um sistema de coorde-
nadas, que estd em movimento uniforme de translacao
em relagao ao primeiro, de acordo com as equagoes
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Enquanto nos ativermos a idéia de que toda a Fisica
poderia ser fundamentada pelas equagoes de movimento
de Newton, nao caberia duvida de que as leis da na-
tureza seriam as mesmas, independentemente dos sis-
temas de coordenadas movimentando-se relativamente
de maneira uniforme, (sem aceleracdo). Essa inde-
pendéncia do movimento em relacao ao sistema de co-
ordenadas utilizado, que chamaremos de “principio da
relatividade”, foi subitamente questionada pelas bri-
lhantes corroboragoes para a eletrodinamica dos cor-
pos em movimento de H.A. Lorentz [1]. Tal teoria estd
baseada na suposicao de um éter luminoso em repouso
e sem movimentos internos e suas equagoes basicas nao
sao tais que se transformam em equagoes da mesma
forma, quando as equacgoes de transformacao acima sao
aplicadas.

Desde a aceitagao dessa teoria esperava-se que se-
ria possivel demonstrar um efeito do movimento da
Terra relativo ao éter em fendomenos Opticos. O pré-
prio Lorentz demonstrou em seu trabalho, como con-
seqiiéncia de suas hipéteses basicas, que nenhum efeito
devido a esse movimento relativo da Terra sobre o cami-
nho éptico seria esperado, desde que os calculos se
limitassem aos termos nos quais a relagao v/c da ve-
locidade relativa a velocidade da luz no vacuo fosse li-
near. No entanto, o resultado negativo do experimento
de Michelson e Morley [2] mostrou que efeitos de se-
gunda ordem (proporcionais a v?/c?) também estavam
ausentes, embora devessem estar presentes de acordo
com a teoria de Lorentz para a situacao estudada.

E bem conhecido o fato de que tal contradicao entre

teoria e experimento é removida formalmente pela su-
posicao de H.A. Lorentz e Fitzgerald, de acordo com a
qual os corpos em movimento sofrem uma determinada
contracao na direcdo do movimento. Tal suposicao
ad hoc, no entanto, surgiu apenas como um artificio
para salvar a teoria, pois o experimento de Michelson
e Morley de fato demonstrou que fendmenos seguem o
principio da relatividade, mesmo em ambitos inespera-
dos para a teoria de Lorentz. Assim parecia que a teoria
de Lorentz deveria ser abandonada e reposta por uma
teoria cujos fundamentos corresponderiam ao principio
da relatividade, pois tal teoria teria prontamente pre-
visto o resultado negativo do experimento de Michelson
e Morley.

Mostrou-se, porém, de maneira surpreendente, que
apenas uma definicdo mais precisa do tempo seria su-
ficiente para superar o problema. Seria necessaria ape-
nas a constatacao de que a grandeza auxiliar intro-
duzida por H.A. Lorentz, chamada de “tempo local”,
poderia ser definida simplesmente como “tempo” geral.
Atendo-se a essa definicao de tempo, verifica-se que
as equagoes basicas da teoria de Lorentz correspondem
ao principio da relatividade, desde que as equagoes de
transformacao acima sejam substituidas por outras cor-
respondentes ao novo conceito de tempo. A hipdtese
de Lorentz e Fitzgerald passa a ser uma conseqiiéncia
compulséria dessa teoria. Somente o conceito de um
éter luminal como transportador de forcas elétricas e
magnéticas nao cabe na teoria descrita aqui, pois cam-
pos eletromagnéticos sao descritos agora nao como esta-
dos de alguma substancia, mas como entes que existem
independentemente, andlogos a “matéria ponderavel”,
tendo com ela em comum a caracteristica da inércia.

A seguir tenta-se resumir, como um todo, os tra-
balhos surgidos até agora da fusdo da teoria de H.A.
Lorentz e do principio da relatividade.

Nas primeiras duas partes do presente trabalho sao
tratados os fundamentos cinemaéticos, bem como suas
aplicagoes as equagoes basicas da teoria de Maxwell e
Lorentz. Nesse propésito ative-me aos trabalhos! de
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H.A. Lorentz [3] e de A. Einstein [4].

Na primeira secao, na qual sao aplicados exclusi-
vamente os fundamentos cineméticos da teoria, trato
também de alguns problemas &pticos (principio de
Doppler, aberragao, arraste da luz por corpos em movi-
mento): sobre a possibilidade de tal abordagem fui
informado pessoalmente, bem como por meio de um
trabalho, pelo senhor M. Laue [5] e também por um
trabalho (que alids necessita correcdes) do senhor J.
Laub [6].

Na terceira parte é desenvolvida a dinamica de um
ponto material (elétrons). Para a dedugdo das equagoes
de movimento eu utilizo o0 mesmo método do meu tra-
balho citado acima. A forga é definida como no trabalho
de Planck. As reformulacoes das equagbes de movi-
mento do ponto material, que mostram tao claramente
a analogia com as equacoes de movimento da mecanica
classica, também sao tiradas desse trabalho.

A quarta parte trata dos desdobramentos gerais,
em relacdo a energia e ao momento de sistemas fisicos,
aos quais a teoria da relatividade conduz. Esses des-
dobramentos foram desenvolvidos nos trabalhos origi-
nais [7, 8], bem como no de M. Planck [9], sendo
aqui derivados de um novo modo, que — na minha
opiniao — tornam especialmente claras as relagoes entre
as aplicagoes mencionadas e os fundamentos da teoria.
A dependéncia da entropia e da temperatura com o es-
tado do movimento também é tratada aqui; em relagao
a entropia ative-me totalmente ao trabalho de Planck
citado por iltimo, enquanto que a temperatura de cor-
pos em movimento eu defini como senhor Mosengeil no
seu trabalho sobre a radiagao de corpo negro em movi-
mento [10].

O resultado mais importante dessa quarta parte é
o da massa inercial da energia. Esse resultado suge-
re a questao se a energia também possui massa “pe-
sada” (gravitacional). Mais além, coloca-se a questao
se o principio da relatividade esté restrito a sistemas
em movimento nao acelerados. Para nao deixar essas
questoes completamente no ar, acrescentei ao presente
trabalho uma quinta parte, que contém uma nova con-
sideracao do ponto de vista da teoria da relatividade
sobre aceleracao e gravitacao.

I - Parte cinematica

§1. Principio da velocidade da luz constante:
Definicao do tempo. Principio da relatividade

Para descrever qualquer fenémeno fisico, precisamos
ser capazes de medir as mudangas que ocorrem em pon-
tos individuais do espago como fungao do tempo e da
posigao.

Einstein

Para determinar a posicao de um processo, que
ocorre durante um intervalo de tempo infinitesimal
(evento pontual), em um elemento do espaco pre-
cisamos de um sistema de coordenadas cartesiano, isto
é, trés varas mutuamente perpendiculares e rigidamente
atadas entre si, bem como uma vara rigida de unidade
de medida?. A geometria permite-nos determinar a
posicao de um ponto, ou seja, a localizacao de um
evento pontual, por meio de trés niimeros (coordenadas
x, y, z)%. Para medir o instante em que o evento ocorre
usamos um relégio em repouso em relagao ao sistema
de coordenadas e na vizinhanga onde o evento ocorre.
O tempo do evento pontual é definido pela leitura si-
multanea do relégio.

Imaginemos agora muitos relégios em repouso, em
relagao ao sistema de coordenadas, fixos em diferentes
pontos. Esses relégios sao equivalentes, ou seja, a
diferenca entre a leitura de dois deles permanece inalte-
rada se eles estao posicionados como vizinhos. Pense-
mos nesses relégios arranjados de tal forma que a totali-
dade deles, desde que colocados suficientemente perto
uns dos outros, permite a medida do tempo de qualquer
evento pontual, por meio, digamos, do uso do relégio
vizinho.

No entanto, o conjunto de leituras desses relégios
nao nos fornece ainda um “tempo”, como necesséario
para as finalidades da fisica. Para isso necessitamos
ainda de uma regra de acordo com a qual esses relégios
sao ajustados uns em relagado aos outros.

Agora assumiremos que os reldgios podem ser ajus-
tados de tal modo que a velocidade de propagacao de
qualquer feize de luz no vdcuo — medido por meio desses
reldgios — seja em qualquer lugar igual a uma constante
universal ¢, desde que o sistema de coordenadas nao
seja acelerado. Sejam A e B dois pontos em repouso,
relativamente ao sistema de coordenadas, equipados
com reldgios e separados por uma distancia r: se t4
é a leitura do relégio em A no momento em que o feixe
de luz propagando no véacuo na direcdo AB alcanca o
ponto A e tp é a leitura do relégio em B no momento
que o feixe alcanga B, entao devemos ter sempre

r
— =g
lp—ta

independentemente do movimento da fonte de emissao

da luz ou do movimento de qualquer outro corpo.

Que essa suposicao feita aqui, que chamaremos de
“principio da constancia da velocidade da luz”, ocorra
de fato na natureza nao é de modo algum evidente, mas
— pelo menos para um sistema de coordenadas de um
determinado estado de movimento — torna-se plausivel
pela confirmagéo da teoria de Lorentz [I], baseada na
suposi¢ao de um éter absolutamente em repouso, por
meio de um experimento?.

2Em vez de falar de corpos rigidos, podemos igualmente usar corpos sélidos que nao estéo sujeitos a forcas de deformacao.

3Para isso necessitamos ainda de réguas auxiliares.

4E de especial relevancia que essa teoria forneceu o coeficiente de arrasto (experimento de Fizeau) em acordo com o experimento.
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A esse conjunto de leituras de todos os reldgios, sin-
cronizados de acordo com a regra acima, que podemos
imaginar arranjados em pontos individuais do espago
em repouso em relacao ao sistema de coordenadas,
chamaremos de tempo pertencente ao sistema de co-
ordenadas ou, abreviadamente, o tempo desse sistema.

O sistema de coordenadas usado, juntamente com
a régua unitaria de medida e os relégios usados para
determinar o tempo do sistema, serd chamado de “Sis-
tema referencial S”. Vamos supor que as leis fisicas
sao conhecidas em relacao ao sistema referencial S, que
estd inicialmente em repouso em relagao ao Sol. De-
pois disso, o sistema referencial S é acelerado durante
um intervalo de tempo por meio de um agente externo,
retornado logo apds a um estado nao acelerado. Como
serao as leis fisicas se as aplicarmos aos processos rela-
tivos ao referencial S que agora estd em um outro estado
de movimento?

Nos faremos a mais simples das suposicoes, que é
também sugerida pelo experimento de Michelson e Mor-
ley: as leis da Fisica sdo independentes do estado de
movimento do sistema referencial, ao menos se o sis-
tema nao estd acelerado.

Sobre essa suposi¢ao, que chamaremos de “principio
da relatividade”, bem como sobre o principio da cons-
tancia da luz, basear-nos-emos no que segue.

§2. Comentarios gerais sobre espaco e tempo

1. Consideremos um grupo de corpos rigidos nao
acelerados e com a mesma velocidade (portanto em
repouso uns em relagdo aos outros). De acordo com
o principio da relatividade concluimos que as leis de
acordo com as quais esses corpos podem ser agrupa-
dos, uns em relagao aos outros, nao se modificam com
a modificacao dos estados de movimento comum aos
corpos. Dessa conclusao segue que as leis da geome-
tria determinam os possiveis arranjos dos corpos rigidos
em movimento nao acelerado sempre da mesma forma,
independentemente do estado de movimento comum.
Afirmagoes sobre a forma de um corpo em referenciais
nao acelerados tém, portanto, um significado claro. A
forma do corpo nesse sentido serd chamada de “forma
geométrica”. Essa obviamente nao depende do estado
de movimento do sistema referencial.

2. De acordo com a definicao de tempo dada em
81, uma afirmacao sobre o tempo tem significado ape-
nas em relacao ao sistema referencial em um estado de
movimento especifico. Pode ser, portanto, inferido (e
serd demonstrado no que segue) que dois eventos pon-
tuais espacialmente distantes, que sao simultaneos em
um sistema referencial S, sdo em geral ndo simultaneos
em um sistema referencial S’ em um estado de movi-
mento diferente.

3. Considere um corpo constituido de pontos ma-
teriais P movendo-se de algum modo em relagao a um
sistema referencial S. No instante ¢t de S cada ponto
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material P ocupa uma certa posicao em S, isto é, co-
incide com um certo ponto II, que estd em repouso em
relacao a S. A totalidade de posicoes dos pontos IT em
relacao ao sistema de coordenadas S chamaremos de
posicao e a totalidade das interrelagoes de posigoes de
pontos P chamaremos de forma cinematica do corpo
em relagdo a .S no tempo t. Se o corpo esta em repouso
em relagdo a S, sua forma cinemadtica serd idéntica a
forma geométrica.

E claro que observadores em repouso no sis-
tema referencial S podem determinar apenas a forma
cinemdtica em relagdo a S de um corpo que se movi-
menta em relacdo a S, mas nao a forma geométrica
desse corpo.

No que segue nao iremos usualmente diferenciar
explicitamente formas geométrica e cinemdtica; uma
afirmagao de significado geométrico refere-se a forma
cinemaética ou geométrica, dependendo se aquela se refe-
re ao sistema de referéncia S ou nao, respectivamente.

§3. Transformagoes de coordenadas e tempo

Sejam S e S’ sistemas referenciais equivalentes, isto
é, ambos possuem réguas de mesmo comprimento e
relégios que avancam a mesma razao, quando esses sao
comparados entre si em um estado de repouso rela-
tivo. E Obvio, entao, que todas as leis fisicas vélidas
em relacao a S serao validas de mesmo modo em S’
também, desde que S e S’ estejam em repouso relati-
vamente um ao outro. O principio da relatividade re-
quer também essa equivaléncia total se S’ estd em movi-
mento de translagao uniforme em relagao a S. Portanto,
especificamente, a velocidade da luz no vacuo tem que
ter o mesmo valor numérico em relagao a ambos os sis-
temas.

Seja um evento pontual determinado pelas varidveis
x, Yy, z, t em relacao a .S, e pelas varidveis x’, y’, 2’, t’ em
relacao a S’, sendo que S e S’ estao se movendo sem
aceleracao relativamente entre si. Precisamos buscar
as equagoes que relacionam as variaveis de um sistema
com as do outro.

Primeiramente podemos afirmar que essas equagoes
precisam ser lineares em relagao a essas varidveis, pois
isto é requerido pela homogeneidade do espago e tempo.
Disso resulta, em especial, que os planos de coordenadas
de S’ sdo planos se movendo uniformemente em relagao
a S, embora em geral nao sejam planos perpendicu-
lares entre si. Se escolhermos, no entanto, a posicao
do eixo z’ de tal forma que em relagao a S ele tenha
a mesma direcao que o movimento translacional de S’,
entao, por razoes de simetria, os planos de coordenadas
S’ tém que ser mutuamente perpendiculares do ponto
de vista do referencial S. Podemos e iremos escolher as
posigoes dos dois sistemas de coordenadas de tal modo
que o eixo x de S e o eixo x’ de S’ coincidam em todos
os instantes de tempo e que o eixo y’ de S’ no referen-
cial S seja paralelo ao eixo y de S. Além disso, deve-
mos escolher o instante no qual as origens dos sistemas



40

de coordenadas como o instante inicial em ambos os
sistemas. Dessa forma as equagoes de transformacoes
lineares procuradas serao homogéneas.

Das posicoes agora conhecidas dos planos de coorde-
nadas de S’ em relagao a .S, concluimos imediatamente
que os seguintes pares de equacoes sao equivalentes:

r = 0 e z—vt=0
Yy = 0 e y=0
Z = 0 e z=0

Trés das equacoes de transformacao procuradas
tém, portanto, a forma:

2 = alx—ovt)
/ — by
2 = ¢z

Como a propagagao da velocidade da luz no espago
vazio é ¢ em relacdo a ambos os referenciais, as duas
equagoes

22 4?2 = 22

2?4y 2 = 22
tém que ser equivalentes. Dessa equivaléncia e das ex-
pressoes para x’, y’, 2z’ concluimos, apés um céalculo
simples, que as equacgoes de transformagao tém que ter
a forma

t = w(v)~6~{t—:—2x}
Y= ) B (- )

nas quais

1-%

Agora iremos determinar a fungdo de v, ainda in-
determinada nas expressoes acima. Se introduzirmos
um terceiro sistema, S”, que é equivalente a S e S’,
movendo-se com velocidade -v em relacao a S’ e orien-
tado em relagao a S’ da mesma forma que S’ estd ori-
entado em relagao a S, obteremos, apés duas aplicagoes
das equacoes que acabamos de encontrar,

" = o) p(-v)-t
= ) -p(-v) -z
"= () p(-v) -y
2" = o) p(-v) -z

Einstein

Como as origens das coordenadas de S e S” coinci-
dem permanentemente, os eixos tém diregoes idénticas
e os sistemas sao “ equivalentes”, essa substituicao é a
identidade®, de modo que

p(v) - p(-v) = 1.

Além disso, como a relagao entre y e y’ nao pode
depender do sinal de v, temos

ser

v
¥ o= P ut) 1)
/ =
Z = =z
na qual
1
B = Y
=

Se resolvermos as Eqgs. (1)) para z, y, z, e t, obtere-
mos as mesmas equagcoes, com a exce¢ao de que as quan-
tidades “linha” sao substituidas pelas correspondentes
“sem linha” e vice versa, além de v ser substituido por
-v. Isso também ¢é conseqiiéncia direta do principio da
relatividade e do fato de que em relagao a S°, S realiza
uma translacao paralela com velocidade -v na direcao
do eixo X.

Em geral, de acordo com o principio da relativi-
dade, qualquer relagao correta entre grandezas “linha”
(definidas com relagdo a S’) e “sem linha” (definidas
em relacdo a S) ou entre grandezas de apenas um tipo
levam novamente a uma relagao correta se os simbolos
“sem linha” sdo substituidos por simbolos “linha” ou
vice-versa e se v é substituido por -v.

§4. Conseqiiéncias das equagoes de transformacao
sobre os corpos rigidos e relégios

1. Considere um corpo em repouso relativo a S’.
Sejam x1’, y1’, 21’ e x3’, y2', 22’ as coordenadas de
dois pontos materiais de um corpo em relagao a S’
De acordo com as equagdes de transformacao derivadas
acima, as seguintes relagoes entre xi1, y1, 21 € X2, Ys,
2o, coordenadas desses dois pontos no sistema referen-
cial S, mantém-se para todos os tempos t de S:

5Essa conclusdo é baseada na suposicao fisica de que o comprimento de uma régua e o perfodo do relégio ndo sofrem uma alteracio
permanente se esses objetos sao colocados em movimento e entao levados ao repouso novamente

64(v) = - 1 estd obviamente fora de questio.
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’U2 ! !
To—x1 = l—C—Q(mQ—ml)
/ /
Y2 — Y1 Y2 — Y1 (2)
20— 21 = 25— 2.

A forma cinemdtica de um corpo em movimento
translacional uniforme sempre depende, portanto, de
sua velocidade em relagao ao sistema referencial; de fato
a forma cinematica difere da forma geométrica apenas
de uma contragao na diregao do movimento relativo na

~ 2 . . .
razao 1: 1 —%. O movimento relativo de sistemas

referenciais com velocidades superluminais nao é com-
pativel com nossos principios.

2. Na origem do sistema de coordenadas S’ é colo-
cado um relégio em repouso que corre vy vezes mais
rapido que os relégios usados para medir o tempo em S
e S, ou seja, esse relégio completa vy periodos durante
um intervalo de tempo no qual um outro, em repouso
relativo a ele e do tipo usado para medir o tempo em
S e §’, aumenta sua leitura em apenas uma unidade.
Quao rapido corre o primeiro relégio se observado do
sistema S7

O relégio considerado completa um periodo nos
tempos t), = 7’2, na qual n cobre os numeros inteiros
e x’ = 0 para o reldgio o tempo todo. Usando as duas
primeiras equagoes de transformagao, obtemos para os
tempos t,, durante os quais o relégio completa um
periodo, visto de S:

Portanto, observado do sistema S, o relégio com-

pleta v = ”‘70 = voy/1— Z—; periodos por unidade de

tempo, ou dito de outra forma: a marcagao de um
relégio movendo-se uniformemente com velocidade v

relativa a um sistema de referéncia é mais lenta de uma

~ 2 .
razao 1: y/1 — %, se observada desse sistema, do que

do mesmo relégio em repouso relativo ao sistema.

A férmula v = vy /1 — Z—; tem uma aplicagao muito
interessante. O senhor J. Stark mostrou no ano pas-
sado [11] que os fons constituintes de raios de canais’
emitem linhas espectrais ao observar um desvio nas
linhas espectrais, que ele interpretou como devido ao
efeito Doppler.

Como o processo de oscilagdo que corresponde a
linha espectral deve ser considerado um processo intra-
atomico, cuja freqiiéncia é determinada somente pelo
fon, nés podemos considerar esse fon como um relégio
de uma certa freqiiéncia vy, que pode ser determinada,
por exemplo, pela investigacao da luz emitida por fons
idénticos em repouso em relagao ao observador. Essa
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consideragao mostra, portanto, que o efeito do movi-
mento sobre a freqiiéncia da luz, a ser determinado
pelo observador, nao é dado completamente pelo efeito
Doppler. O movimento também reduz a (aparente)
freqiiéncia propria dos fons emissores, de acordo com

a relacdo dada acima®.

§5. O teorema de adigao de velocidades

Considere um ponto movendo-se uniformemente em
relagao ao sistema S’ de acordo com as equagoes

r 1 gt
T o= u,t
/ — ! 4!
= u,t

!/ _ !4/
Z =yt

Se x’, y’, z’, t’ forem substituidos por suas ex-
pressoes em x, y, 2z, t com o auxilio das equagoes de
transformacao (1), obteremos z, y, z como fungoes de
t e, portanto, as componentes de velocidade g, uy, .
em relagao a S do ponto em movimento. Teremos, por-
tanto

ul, +v
1+ %%

u. C.
2

=

1-% )
7w 3
1+vum Yy (

\/1_7

2

U2

oz

c ’
T uz

z

1+

Uy ==

Uy ==

c2

A lei dos paralelogramos das velocidades é valida,
portanto, apenas em primeira aproximacao. Se es-
crevermos

2 2 2
Uy + Uy + U
12 _ 12 2 12 2 / 2
U = U, +u, +u,
e designarmos por « o dngulo entre o eixo =’ (v) e a

diregdo de movimento do ponto em relaciao a S’ (u’),
teremos

\/(02 + u'2 + 2vu/ cos ) — [”“/5’#} 2

c
1 vu’ cos o
+ ez

u =

Se as duas velocidades (v e u’) tem a mesma direcao,
teremos

v+u
- vu’
1 =

Dessa tltima expressao vemos que a adigao de duas
velocidades menores que ¢ sempre resulta em uma ve-
locidade menor que c, isto é, se definirmos v = ¢ — k,
k’ = c¢ — X, com k e )\ positivos e menores que ¢, entao

"N.T.: trata-se de um efeito de raios catédicos “ kanalstrahlen”, ver Braz. J. Phys. 29, 401 (1999) (N.T.).

8Veja também, §6, Eq. (4a).
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. 2c—k—A
2c—k— A+ £

<c.

Uma conseqiiéncia adicional é que a adigao da ve-
locidade da luz ¢ a uma “velocidade subluminar” re-
sulta novamente na velocidade da luz.

Do teorema de adigao das velocidades chega-se
também & interessante conclusao de que nao existe um
sistema arbitrario de sinalizagao e que se propague mais
rapido que a luz no vacuo. Por exemplo, considere uma
faixa de algum material esticada ao longo do eixo = de
S, relativa a qual um certo efeito (do ponto de vista
da faixa) se propaga com velocidade W. Considere
também dois observadores, um deles no ponto x = 0
(ponto A) e o outro no ponto z = A (ponto B) do eixo
x e que estdo em repouso em relacdo a S. O observador
em A envia um sinal, por meio do efeito mencionado
acima, ao observador em B através da faixa material,
que nao estd em repouso, mas movendo-se na diregao x
negativa com velocidade v (< ¢). Como conseqiiéncia
da primeira das Eqgs. (3)), o sinal serd transmitido de A

para B com velocidade 1W;,‘; . O tempo T necessario
2

c
para essa transmissao serd, portanto?,

_ Wo

_ c?
T=1 —

A velocidade v pode assumir qualquer valor menor
que c. Portanto, se assumirmos W > ¢, podemos
sempre escolher v tal que T' < 0. Esse resultado sig-
nifica que teriamos que considerar a possibilidade de
um mecanismo de transmissao pelo qual o efeito al-
cancado precederia a causa. Ainda que esse resultado,
na minha opiniao, nao contenha nenhuma contradicao
de um ponto de vista puramente l6gico, provocara sim
um conflito com o carater de toda a nossa experiéncia
adquirida, que me parece prova suficiente da impossi-
bilidade da hipétese W > c.

86. Aplicagao das equactes de transformacao a alguns
problemas de 6ptica

Suponha que uma componente de uma onda plana

de luz que se propaga no vacuo é proporcional a

lx—l—my—l—nz]
c

senw [t —

em relagao ao sistema S e

Senw/ |:t/ B llfL'/ + m/y/ + an/:|
&

9No original aparece [ em vez de A (N.T.).
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em relagdo a S’. As equagbes de transformacao desen-
volvidas em §3 requerem as seguintes relagoes entre as
quantidades w, I, m, n e w’, I’, m’, n’:

W o= wp [l—l%}

-
R (4)
m o= —

A
n o= —

A

Iremos interpretar a expressao para w’ de duas
maneiras diferentes, dependendo se considerarmos o ob-
servador em movimento e a fonte de luz (infinitamente
distante) parada, ou vice-versa.

1. Se um observador se move com velocidade v rela-
tiva a uma fonte de luz de freqiiéncia v infinitamente
distante, de tal forma que a linha conectando a fonte de
luz ao observador forma um angulo ¢ com a velocidade
do observador do ponto de vista de um sistema de coor-
denadas em repouso em relagao a fonte de luz, entao a
freqiiéncia v/ da fonte de luz percebida pelo observador
é dada pela equagao

1 —cosp?
V=py——=rc.

1-%

2. Se uma fonte de luz de freqiiéncia vy relativa a um
sistema que se move junto com essa fonte de tal forma
que a linha conectando a fonte ao observador forma um
angulo ¢ com a velocidade da fonte de luz em relacao a
um sistema em repouso relativo ao observador, entao a
frequéncia v da fonte percebida pelo observador é dada
pela equagao

-3
V=1yp———.

01 — cos vz

Essas ultimas duas equagoes expressam o principio
de Doppler em sua forma geral; a ultima equagao
mostra como a freqiiéncia observével da luz emitida (ou
absorvida) por raios de canal depende da velocidade de
movimento dos fons que formam os raios e da direcao
de observagao.

Se os angulos entre a direcao de propagacao (diregao
do raio) e a dire¢do do movimento relativo de S’ em
relacdo a S (ou seja, com o eixo z e x’, respectiva-
mente) sdo denominados ¢ e ¢’, [quando medidos em
S e S, respectivamente]'’, entdo a Eq. de I’ toma a
forma

100 trecho entre colchetes falta no original, mas é necessério acrescentar para dar sentido & frase. Comparar a equagio a seguir com

a expressao para I’ em (4) (N.T.).
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cosy’ = 7;0890 — %U .
—cosp®

Essa equagao mostra o efeito do movimento rela-
tivo de um observador sobre a posi¢ao aparente de uma
fonte de luz infinitamente distante (aberragéo).

Adicionalmente, iremos examinar quao rapida a luz
se propaga em um meio que se move na dire¢ao do raio
luminoso. Consideremos o meio em repouso em relagao
ao sistema S’ e o vetor de luz proporcional a

:L,/
senw’ |t — =
1%

ou a
-

senw [t — =1,

1%

dependendo se o processo se refere a S’ ou S, respecti-
vamente.
As equagoes de transformacgao levam a

w:ﬂw’[l—f-%}

w W' V'
Tk s
% 1% c

Aqui V' deve ser considerada como uma funcao de
w’, como conhecido da éptica de corpos estaciondrios.

Dividindo essas equagoes, obtemos

V/
v Y
1+ 7o

C

Essa equagao também poderia ser obtida direta-
mente do teorema de adigao de velocidades [12]. Se V’
for considerada conhecida, essa ultima equacgao resolve
o problema completamente. No entanto, se somente a
freqiiéncia (w) em referéncia ao sistema “estaciondrio”
S é considerada conhecida, como no experimento bem
conhecido de Fizeau, entao as duas equagoes anteriores
tém que ser utilizadas juntamente com a relagao entre
w’ e V' para poder determinar as trés incognitas w’, V’
eV.

Além disso, se G ou G’ é a velocidade de grupo em
relagao a S ou S’ respectivamente, entao, de acordo
com o teorema de adicao das velocidades,

G 4w
_1+G’2'u'

C

Como a relagao entre G’ e w’ pode ser obtida da
6ptica de corpos estaciondrios'! e w’ pode ser calcu-
lada de w de acordo com o visto acima, a velocidade

’
HPorque G’ = %
57 Ga7
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de grupo G pode ser calculada, mesmo no caso em que
somente a freqiiéncia da luz relativa a S e a natureza e
velocidade do corpo em movimento forem conhecidas.

I1. Parte eletrodinamica

§7. Transformagao das equacoes de Maxwell-Lorentz

Tomaremos como ponto de partida as equagoes

1 0X ON OM
(ot 5} =5~ 7
1 v\ _OL ON
c{uyp+ 815}_82 Ox 5)
1 0Z\ 0OM 0L
c{“ZP é?t}&nay

10L Y 9Z
cot 9z oy
10M  0Z 09X
cot O 0z
10N 09X 9Y

cot 9y Oz

Nessas equacoes?, (X, Y, Z) é o vetor “intensidade
de campo elétrico”, (L, M, N) é o vetor “intensidade
de campo magnético”, p = ZX 4 Y 4 9Z & 4 densidade

p g P ox oy 0z

3

de carga multiplicada por 47 e (uz, uy, u;) é o “vetor

velocidade da eletricidade”.

Essas equagoes, juntamente com a suposicao de que
as cargas elétricas sao imutaveis e ligadas a pequenos
corpos rigidos (fons, elétrons), fornecem os fundamen-
tos da eletrodinamica de Lorentz e a 6ptica dos corpos
em movimento.

Se essas equacgoes, que sao validas em relagao ao
sistema S, forem transformadas pela aplicacdo das
equacoes de transformagao (1) para o sistema em movi-
mento S’, que se move em relagao a S como nas con-
sideragoes anteriores, obteremos as seguintes equagoes

1{u,p,+8X’} _ ON' 7871\4’

c | ® ot oy’ 0z

1 Y’ L N’

¢ {u;p’ + 88t’ } - gz’ a %x’ (5)
l{u’p’—i- 6Z’} _ oM’ B oL’

c | ”? ot ox' 07

12As Eqgs. (5) sdo as componentes da lei de Ampere e as Eqgs. (6) as componentes da lei de Faraday. E interessante conservar a
notagao original, bem como a terminologia como “ vetor velocidade da eletricidade” em vez de densidade de corrente (N.T.)
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1oL 9y 97
cot 0z Oy
Lowr oz ox' ”
c ot Ox' 0z
LON' 90X oY’
c ot oy  ox

Nessas equacgoes sao adotadas as seguintes
definigoes:
X = X
v
/ — —_ —
Y = 3 (Y CN) (7a)
7 = B(z2+°M)
c
L' = L
M= p(M+2z) (7b)
N = 8 (N _ ”Y)
ox' oYy oz vy
! = =3(1- “)
= B Ty "o s(1-"g)e  ®
Uy — U
u, = ——
U
w = Y 9
T - Y
! Yz

Essas equagbes tém a mesma forma das Egs. (5]
e (6). Por outro lado, de acordo com o principio da
relatividade, os processos eletrodindmicos obedecem as
mesmas leis tanto em relagao ao sistema S’ como em
relagao ao sistema S. Disso concluimos que X', Y', Z’
e L', M'’, N' nada mais sdo, respectivamente, que as
componentes das “intensidades dos campos elétrico e
magnético relacionadas ao sistema S’ 713, Além disso,
a inversdo das Egs. (3) mostra que as quantidades
g, uwy,, u’ nas equagdes sdo as componentes da “veloci-
dade da eletricidade”™# em relacdo a S’ e, portanto, p’
é a “densidade da eletricidade”®® em relacdo a S’. As-
sim a base da teoria de Maxwell-Lorentz esta de acordo
com o principio da relatividade.

Para a interpretagao das Eqgs. (7) nota-se o seguinte.

Imagine uma “quantidade pontual de eletricidade”1

Einstein

que esteja em repouso em relagao a S e é de magnitude
“um” em S, ou seja, exerce a forga de 1 dina sobre uma
quantidade igual de eletricidade localizada a 1 cm e em
repouso em relagao a S. De acordo com o principio
da relatividade, essa “massa”l” elétrica também é igual
a “um”, quando em repouso em relagao a S’ exami-
nada de S8, Se essa “quantidade de eletricidade” estd
em repouso em relagdo a S, entdo (X, Y, Z) é igual,
por definicao, a forca agindo sobre ela, que poderia ser
medida, por exemplo, por uma balanca de mola em re-
pouso em S. O vetor (X', Y’, Z’) tem um significado
analogo em respeito a S°.

De acordo com as Eqs. (7a) e (7b), campos elétricos
e magnéticos nao tém uma existéncia em si, ja que de-
pendem da escolha do sistema de coordenadas se existe
ou nao um campo elétrico ou magnético em uma dada
posicao (mais exatamente: ambiente espago-temporal
de um evento pontual). Além disso, se um sistema
referencial em repouso em relagao a carga elétrica é
introduzido, vé-se que as forcas “eletromotrizes” que
passam a agir sobre a carga movendo-se em um campo
magnético, nada mais sdo que forcas “elétricas”. Isso
torna a quest@ao sobre a origem dessas forgas eletro-
motrizes (em mdquinas unipolares) irrelevante, pois a
resposta depende da escolha do estado de movimento
do sistema referencial usado.

O significado da Eq. (8) pode ser inferido do que
segue. Um corpo carregado eletricamente estd em re-
pouso em relacao a S’. Sua carga total €’ do ponto de
vista de S” ¢ [ %dx’dy’dz’. Qual serd sua carga total
¢ em um dado instante ¢ de S?

Da tultima das equagdes em (1) temos que a seguinte
relacao para t constante é valida:

dx'dy'dz’ = Bdzdydz.

Em nosso caso a Eq. (8)) significa

Dessas duas equagoes concluimos que temos neces-
sariamente

g =¢&.

A Eq. (8) afirma, portanto, que a carga elétrica é
uma grandeza que é independente do estado de movi-
mento do sistema referencial. Portanto, se a carga de

130 acordo entre essas equagdes e as Egs. (5) e (6) deixa, no entanto, aberta a possibilidade de que as grandezas X', etc., difiram
de um fator constante das intensidades de campo relativas a S’. Que esse fator é necessariamente 1 é facilmente demonstravel por um

método anédlogo ao empregado em §3. para a funcio ¢(v).
MVelocidade das cargas elétricas (N.T.).
5 Densidade de carga (N.T.).
16Carga pontual (N.T.).

I7Mais uma terminologia curiosa para leitores de hoje: massa em vez de carga (N.T.).
18Essa conclusdo baseia-se na suposicdo de que a magnitude da carga elétrica ndo depende da histéria anterior de seu movimento.
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um corpo € constante do ponto de vista de um sistema
referencial movendo-se com esse corpo, entdo a carga
também é constante em relagao a qualquer outro sis-
tema referencial.

Com o auxilio das Egs. (1), (7), ), e (9), to-
dos os problemas de eletrodinamica e 6ptica de cor-
pos em movimento, nos quais apenas velocidades, mas
nao aceleragoes, desempenham um papel essencial,
podem ser reduzidos a uma série de problemas de
eletrodinamica ou 6ptica para corpos estaciondarios.

Iremos ilustrar a aplicacao dessas equacgoes com um
exemplo simples. Uma onda de luz plana propagando-
se no vacuo ¢ descrita pelas seguintes equagoes em
relagao a S:

= Xpsend
Yosen®
Zosen®
= Lysend
Mysen®
= Nysen®

( lm—i—my—i—nz)

B 2 E NN <
|

Perguntamo-nos agora sobre a composi¢ao dessa
onda com respeito a S’.

Aplicando as equagoes de transformacgao (1) e (7),
obtemos

X' = Xysend’

Y = 3 (YO - ENO) sen®’
c

7' = j (ZO + %M0> send®’

L' = Lysend

M = ﬂ(Mb+EZOmm@
c

N = ﬂ(N@—B%)%m@
c

Uz’ +m'y +n'z
O =0t - .
w ( :

Da condicao de que as fungoes X’ etc. tém que
satisfazer as Egs. (5’) e (6), segue que a dire¢ao de
propagacgao da onda, campo elétrico e campo magnético
sao vetores mutuamente perpendiculares no sistema .S’
e os dois dltimos sdo iguais. As relagoes que advém
da identidade ®’ = ® foram discutidas em §6. Ape-
nas a amplitude e a polarizacao da onda no sistema .S’
precisam ainda ser determinados.

Escolhemos o plano X — Y paralelo a direcao de
propagacgao da onda e analisaremos primeiro o caso em
que as oscilagoes elétricas sao paralelas ao eixo Z. Nesse
caso impomos que
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Xo = 0 Lo= —Aseny
Y = 0 My= —Acosyp
Zy = A No= 0

na qual ¢ representa o angulo entre a direcao de
propagagao da onda e o eixo X. Dessas definigoes segue
que
X =0 L' =
Y = 0

—Asenpsend’
M= p (— cos p + 2) Asend®’
c

7' = ﬂ(lfgcosga> Asen®’ N = 0
c
A amplitude da onda, A’, em relacdo a S’ é dada

por

1—Zcosp

_ 2
c2

Para o caso especial no qual o campo magnético
é perpendicular a direcao de movimento relativo e a
direcao de propagacao, a mesma relacao é obviamente
mantida. Como desses dois casos especiais podemos
construir um caso geral por superposicao, concluimos
que a Eq. (10) tem validade geral na introdugdo de um
referencial S’ e que o angulo entre o plano de polari-
zacao e o plano definido pela direcao de propagacao e
a direcao do movimento relativo é o mesmo em ambos
os referenciais.

A=A (10)

III. Mecanica de um ponto material
(elétron)

§8. Derivacao das equagoes de movimento de um
ponto material (lentamente acelerado), ou do elétron

Em um campo eletromagnético move-se uma
particula com carga elétrica e (que serd chamada daqui
em diante de “elétron”) e sobre sua lei de movimento
pode-se dizer o que segue:

Se o elétron encontra-se em repouso em um dado
instante de tempo em relagao ao sistema S’ (nao acele-
rado), seu movimento em relagdo a S’ dar-se-4 de
acordo com as seguintes equagoes, no instante de tempo
seguinte,

d*x), ,
Wz — =X
d*yy ,
Wape =<
d*2g '
Wape =<2

nas quais x(, y,, 20’ representam as coordenadas do
elétron em relacao a S’ e u uma constante que chamare-
mos de massa do elétron.
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Introduziremos um sistema S, em relacao ao qual o
sistema S’ estd em movimento, como nas nossas con-
sideragoes anteriores, e transformaremos as equagoes de
movimento usando as equagoes de transformagao (1)) e
(7a).

As primeiras no presente caso sao

v

t/ = 6 (t — f2$0>
c

xy = B(xg—vt)

Yo = %

2y = %o

Dessas equacoes e definindo dd% = Ig, etc. deduzi-
mos:
dxy o —v
0 = Bl ) etc.,

d da:6
dzxg dt { at’

1( —m)fioﬂ-(io—v)m
B 62( _@) < ete.
C

Inserindo essas expressdes nas equagoes de movi-
mento para o elétron, definindo g = v, g9 =0, 29 =0
e a0 mesmo tempo substituindo X’, Y’, Z’ por meio
das Egs. (7a), obtemos

iy = X

%o = (Y -=N)

Wi, = E(Z+9M).
C

Essas equagbes sao as equagodes de movimento do
elétron para o caso em que &9 = v, g = 0, 29p = 0
no instante em questao. No lado esquerdo, portanto, v
pode ser substituido pela velocidade ¢, definida por

q=\/%5 + U5 + %5

e no lado direito v pode ser substituido por &y. Além
disso, colocaremos nos lugares apropriados os termos
obtidos de %"M e —%ON por meio de permutagoes
ciclicas, que serao cancelados no caso particular em
questdo. Omitindo o indice em xj, obteremos as
seguintes equagoes, que no caso considerado sao equiva-
lentes as equagbes acima:

Einstein
d .
il e =K,
dt 1— Zé
d .
2L g, (11)
dt 1_2
T2
d .
r i = Kza
dt 1 %z
nas quais definimos
K, = ¢ {X + YN - ZM}
c c
K, = s{Y+ZL— IN} (12)
c c
K, = s{Z+mM—yL}.
c c

Essas equacoes nao modificam sua forma com a in-
trodugao de um novo sistema de coordenadas com eixos
em diregoes diferentes e que estd relativamente em re-
pouso. Portanto, essas equagoes tém validade geral e
nao apenas para y = 2 = 0.

O vetor (K, K, K.) serd identificado como a forga
agindo sobre o ponto material. Se ¢? é muito pequeno
comparado a ¢?, de acordo com as Egs. (11), K, K,,
K, reduzem-se as componentes de uma forca segundo
a definicao de Newton. Na proxima segao sera demons-
trado que, também em outros aspectos, esse vetor tem
o0 mesmo papel na mecanica relativistica que a forca na
mecanica classica.

Vamos manter as Egs. (11)) também no caso em que
a forca exercida sobre o ponto material nao é de na-
tureza eletromagnética. Nesse ltimo caso as Eqs. (11)
nao tem um contetdo fisico, mas devem ser entendidas
como uma definicdo de forga.

89. Movimento da massa pontual
e os principios da mecénica
Se multiplicarmos as Eqgs. (5)) e (6) sucessivamente
por ﬁ, %...%, e integrarmos sobre um volume em cuja
fronteira as intensidades dos campos se anulam, obte-
mos

dE,
/ﬁ(uIX—i—uyY—i—uzZ)dw—i— I =0, (13)

na qual

E, =

1 1
— (X?+Y?+2%) + — (L* + M? + N?) |dw
[l e er ez e @t
¢é a energia eletromagnética contida no volume conside-
rado. De acordo com o principio da energia, o primeiro
termo na Eq. (13) é igual & energia fornecida pelo
campo eletromagnético ao portador de carga elétrica
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por unidade de tempo. Se cargas elétricas estao rigida-
mente ligadas a pontos materiais (elétrons), entao sua
parte no termo acima se iguala & expressao

e(Xi+Yy+272),

na qual (X, Y, Z) representa o campo elétrico externo,
isto é, o campo menos a parte correspondente a carga
do elétron em si. Utilizando as Egs. (12) essa expressao
torna-se

Koi+ K+ K.4.

Portanto, o vetor (K, K,, K.) designado como
“forga” no ultimo parigrafo (segdo) tem a mesma
relagdo com o trabalho realizado como na mecanica
newtoniana.

Assim, se sucessivamente multiplicarmos as Egs.
(11) por &, 9, 2, somarmos os termos e integrarmos so-
bre o tempo, deveremos obter a energia cinética do
ponto material (elétron):

2
/ (Kpd + Kyj + Ko 2)dt = —2—

2
q
1=

+ const. (14)

Assim fica demonstrado que as equacoes de movi-
mento (11) estdo de acordo com o principio da energia.
Vamos agora mostrar que elas também estao de com o
principio de conservagao do momento.

Multiplicando a segunda e a terceira das Eqgs. (5]
e depois a segunda e terceira das Eqs. (6) por
%, f%, fé, %, somando os termos e integrando so-
bre um volume em cuja fronteira os campos se anulam,
obtemos

d 1
o [/ 47rc(YN_ ZM)dw] +

P Uy np_ Uz -
/M[XJFCN CM}dw 0 (15)

ou, de acordo com as Egs. (12),

d 1
— —(YN — ZM)d, K,=0. 15
dt [/4#0( )w]—i—z v (152)

Se a carga elétrica estd presa a um ponto material
que se move livremente (elétron), essa equacao, através
de (11), transforma-se em

% U ﬁ(w\/ - ZM)dw} +)° \/:Lq = 0. (15b)

Em conjunto com as equagoes obtidas por per-
mutagao ciclica, essas equacoes expressam o principio
de conservagao de energia para o caso considerado aqui.
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Portanto, a grandeza ¢ = % desempenha o papel
2

do momento linear de um pontco material e, de acordo
com as Egs. (11)), temos

g

dt
como na mecanica cldssica. A possibilidade de intro-
duzir um momento linear do ponto material é baseada
no fato de que nas equagoes de movimento a forga, isto
é, o segundo termo da Eq. (15), pode ser representada
como uma derivada temporal.

Além disso, vemos imediatamente que nossas
equagoes de movimento para o ponto material podem
ser colocados na forma de equagbes lagrangianas de
movimento; pois, de acordo com as Egs. (11)), temos

K,

d [0H
dt {ax} = K,

etc. na qual colocamos

H=—uc l—f—l—const
= N 62 .

As equagbes de movimento também podem ser re-
presentadas de acordo com o principio de Hamilton

ty
/ (dH + A)dt = 0,
to

na qual ¢ e as posigoes inicial e final sao invariantes e
A representa o trabalho virtual

A= K,0x + K,0y + K.0xz.

Finalmente estabeleceremos ainda as equagoes de
movimento candnicas de Hamilton. Isso é feito ao intro-
duzirmos as “coordenadas de momento” (componentes
do momento linear) &, n, ¢, definindo, como feito acima,

q .
5287:7/101. s etc.

oz /17%2

Se considerarmos a energia cinética L como funcao de
€, m, ¢, e definir €2 4+ n? + (2 = p?, obteremos

2
02 P
L =puc 1_M2C2

+ const.,

e as equacoes de movimento de Hamilton passam a ser

dé dr 0L dn

a = B dt — o€ a = B
dy 9L dC_ o dz 0L
dt  0On a dt — o¢’
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§10. Sobre a possibilidade de um teste experimental
da teoria de movimento do ponto material.
A investigagao de Kaufmann

Uma perspectiva de comparagao com experiéncias
dos resultados derivados na tltima secao existe somente
no caso em que os pontos materiais carregados eletrica-
mente movem-se com velocidades cujos quadrados nao
sdo despreziveis em relacao a c¢?. Essa condicdo é satis-
feita no caso de raios catédicos mais réapidos e raios de
elétrons (radiagdo ) emitido por substancias radioati-
vas.

Existem trés grandezas caracteristicas de feixes
(raios) de elétrons cujas relagdes mituas podem ser
objeto de investigagao experimental mais detalhada, a
saber: o potencial gerador ou a energia cinética do feixe,
a capacidade de ser defletido por um campo elétrico ou
por um campo magnético.

De acordo com a Eq. (14), o potencial gerador IT é
dado pela férmula

1
e = p{ ——— —1 2.

iz

Para calcular as duas outras grandezas, usamos a
dltima das Egs. (11) para o caso em que o movimento
¢ momentaneamente paralelo ao eixo X. Designando
por € o valor absoluto da carga do elétron, obtemos

d’z € q? q
77:7\/17f{z —M}.
a2 pu c2 er

Se as unicas componentes do campo defletor sao Z e

Me, portanto, o desvio se d& no plano XZ, o raio de cur-
. ’ . ’ 2 2 .

vatura R da trajetéria é dado por % = [%]. Assim,
definindo a capacidade de deflexdo dos campos elétrico
e magnético como A, = % :Ze A, = % : M, respecti-
vamente, para o caso em que apenas uma componente
do campo elétrico defletor ou apenas uma componente
do campo magnético defletor esta presente, temos

¥

4, = SVI-@
‘ nooq?

1- 9

g c2

A, = ¥ <
" poocq

No caso dos raios catédicos as trés grandezas I,
A, e A, sao possiveis candidatos para medigoes; no
entanto, nenhuma investigagao com raios catédicos su-
ficientemente velozes foi até agora realizada. No caso
da radiacdo [, apenas as grandezas A. e A,, s@o (na
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pratica) acessiveis & observacdo. O senhor W. Kauf-
mann inferiu a relagdo entre A. e A,, para radiacdo
0 emitida por graos de brometo de rddio com notével
cuidado [13]. Ambas as figuras foram tiradas desse ar-
tigo.

Seu aparelho, cujas partes principais estao
esbocadas em tamanho real na Fig. 1, consiste essen-
cialmente de uma capsula de bronze a prova de luz, H,
colocada em um recipiente de vidro evacuado, com um
grao de radio colocado numa pequena roda, O, no fundo
A da cépsula. Os raios 8 que emanam do radio passam
através da lacuna entre as placas de capacitor, P; e Ps,
atravessam o diafragma D, cujo didmetro é de 0,2 mm,
colidindo depois em uma placa fotografica. Os raios sao
defletidos, tanto pelo campo elétrico formado entre as
placas do capacitor, quanto por um campo magnético
na mesma diregdo (produzido por um grande magneto
permanente), que deflete perpendicularmente a essa
direcdo. Assim os raios com a mesma velocidade mar-
cam um ponto na placa, enquanto que um aglomerado
de particulas com velocidades diferentes marcam uma
curva na mesma placa.

Figura 1 -

A Fig. 2 mostra essa curval® que na escala para
a abscissa e a ordenada, representa a razao entre
A, (abscissa) e A, (ordenada). As pequenas cruzes
acima da curva calculadas de acordo com a teoria
da relatividade, se o valor de ¢/u for tomado como
1,878 x 107.

19 As unidades dadas no gréfico representam milfmetros na placa fotografica. A curva desenhada nio é exatamente a curva observada,

ma a curva “reduzida a deflexdes infinitesimalmente pequenas”
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Figura 2 -

Em vista das dificuldades envolvidas no experi-
mento inclinamo-nos a considerar esse acordo como sa-
tisfatorio. No entanto, os desvios sao sistematicos e con-
sideravelmente além do limite do erro do experimento
de Kaufmann. Que os célculos do senhor Kaufmann
sao livres de erros é demonstrado pelo fato de que o
senhor Planck, baseado em outro método de célculo,
chegou a resultados que estao em perfeito acordo com
os do senhor Kaufmann [14].

Apenas com disponibilidade de um corpo de obser-
vagOes mais amplo serd possivel decidir com confianga
se esses desvios sistematicos sao devidos a uma fonte
de erros ainda nao identificada no experimento, ou de-
vido a circunstancia que os fundamentos da teoria da
relatividade nao correspondem aos fatos.

Deve ser mencionado também, que as teorias de
Abraham [I5] e de Bucherer [16], para o movimento
do elétron, levam a curvas que estao significativamente
mais préximas a curva experimental, que & curva obtida
da teoria da relatividade. No entanto, a probabilidade
de que essas teorias estejam corretas é, na verdade, pe-
quena, na minha opiniao, porque suas hipéteses bésicas,
relacionadas a dimensao do elétron em movimento, nao
sao sugeridas por sistemas tedricos que déem conta de
conjuntos mais amplos de fendmenos.

V - Sobre a mecanica e a termodinamica
dos sistemas

§11. Sobre a dependéncia da massa
em relagao a energia

Consideraremos um sistema fisico encapsulado por
um invélucro impenetrdvel a radiagdo. Suponha que o
sistema flutue livremente no espago e nao esteja su-
jeito a nenhuma forga, exceto aos efeitos das forgas
elétricas e magnéticas do espago circundante. Através
desse ultimo, energia pode ser transferida ao sistema
na forma de trabalho e calor. Essa energia pode sofrer
conversoes de algum tipo no interior do sistema. A
energia absorvida pelo sistema, de acordo com a Eq.
(13), é dada pela seguinte expressao, quando relativa
ao sistema referencial S,

/dE: /dt/f (Xotie + Yoty + Zou,) dw,
I8
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na qual (X,, Y, Z,) é o vetor de campo do campo ex-
terno (que nao ¢ incluido ao sistema) e /= ¢é a densidade
de carga encapsulada. Transformamos essa expressao
com a inversdo das Eqs. (7a), (8), e (9), levando em
conta que, de acordo com as Egs. (1), o determinante

funcional

D(JT/7 y/7 Z/a t/)
D(CE, Y, =z, t)

¢ igual a um. Com isso obtemos que
/

/ dE = 3 / / 2l X 4 Y], 7)o+
0

/ u/ /
Bu //i(xg + N = vyt
47 c c

ou, ja que o principio da conservacao de energia é valido
no sistema S’ também, em uma notagao simplificada

dE = BdE' + ﬂv/ [Z K;}dt’. (16)

Vamos agora aplicar essa equagdo ao caso em que
o sistema considerado move-se uniformemente, de tal
forma, que como um todo esteja em repouso em relagao
a S’. Entao, desde que as partes do sistema se movem
tao lentamente em relacao a S’, que os quadrados
das velocidades sejam despreziveis em relacdo a c?,
podemos aplicar os principios da mecanica newtoniana
em relacao a S’. Portanto, de acordo com o teorema do
centro de massa, o sistema considerado (ou, mais pre-
cisamente, seu centro de massa) pode permanecer em
repouso permanentemente apenas se para cada t’

> K, =0

Mesmo assim, o segundo termo do lado direito da
Eq. (16) nao desaparece necessariamente, pois a in-
tegragao sobre o tempo é feita entre dois valores es-
pecificos de t e nao de t’.

Se considerarmos, no entanto, que no inicio e no fi-
nal do intervalo de tempo considerado nenhuma forga
age sobre o sistema de corpos, entao esse termo se anula
e obtemos simplesmente

dE =3 -dFE'.

Em primeiro lugar concluimos dessa equacao que a
energia de um sistema em movimento (uniforme), que
nao é afetado por forcas externas, é uma funcao de duas
variaveis, a saber: a energia Fj do sistema relativa ao
sistema referencial movendo-se junto a ele?V e a veloci-
dade de translagao ¢ do sistema. Assim obtemos

20 Aqui, como no que seguird, usamos um simbolo como o indice “0” para indicar que a quantidade em questdo se refere a um sistema
de referéncia que estd em repouso em relagdo ao sistema fisico considerado. Como o sistema fisico considerado estd em repouso em

relagdo a S’, podemos substituir E’ por Ey aqui.
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oE 1
8E0 1— Zé )
Disso segue que
1
E=——=F+¢(q),

&)

iz

na qual ¢(v) é uma funcao de ¢ desconhecida por agora.
O caso no qual Fy é igual a zero, ou seja, que a energia
do sistema em movimento é somente funcao da veloci-
dade g, ja foi examinado em §8 e §9. Da Eq. (14]) segue
imediatamente que devemos colocar

p(v) = Ke + const.
1_ @
C2
e com isso obtemos
E, 2
E=(p+=2) S, (16a)
c? 2
1-%

na qual a constante de integragdo foi omitida. Uma
comparacao dessa expressao para F com a expressao
para a energia cinética de um ponto material na Eq.
(14) mostra que as duas expressdes apresentam a
mesma forma: no que se refere & dependéncia da energia
em relacao a velocidade de translagao, o sistema fisico
sob consideracao comporta-se como um ponto material
de massa M, onde M depende do conteido de energia
FEy do sistema, de acordo com a féormula

M=p+—. (17)

Esse resultado é de importancia extraordinaria, do
ponto de vista tedrico, pois a massa inercial e a energia
do sistema fisico aparecem nele como objetos do mesmo
tipo. Em relagao a inércia, uma massa p é equivalente
a uma quantidade de energia de magnitude pc?. J4 que
podemos atribuir arbitrariamente a origem de energia
para Fy, nao estamos em condigbes de nem ao menos
distinguir entre a massa “real” e a massa “aparente” do
sistema sem arbitrariedades. Parece muito mais natural
considerar qualquer massa inercial como uma reserva de
energia.

De acordo com o nosso resultado, a lei de con-
servacao da massa aplica-se a um dado sistema fisico
apenas no caso em que sua energia permanece cons-
tante. Nesse caso a conservagao da massa é equivalente
ao principio de conservacao de energia. Certamente as
mudancas experimentadas pelas massas dos sistemas
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fisicos durante processos fisicos familiares sao imensu-
ravelmente pequenas. Por exemplo, a diminuicao de
massa de um sistema que libera 1 kcal é de apenas
4,6 x 10711 grama.

O decaimento radioativo de uma substancia é acom-
panhado pela emissao de enormes quantidades de ener-
gia. Sera que a redug@o de massa em tais processos nao
seria grande o suficiente para ser detectada?

O senhor Planck escreveu o seguinte a respeito disso:
“De acordo com J. Precht [17], 1 4tomo-grama de radio
cercado por uma camada suficientemente espessa de
chumbo, libera 134,4 x 225 = 30.240 gramas calorias
por hora. De acordo com (I7) isso implica em uma
diminuicao da massa de

30240 - 419 - 10°

5 105 g=1,41 x 1075 mg

por hora ou 0,012 mg por ano. Essa quantidade é ob-
viamente ainda muito pequena, especialmente em vista
do elevado peso atomico do radio, que deve estar ainda
fora do intervalo experimental acessivel hoje em dia.” A
questao ébvia que se impoe é se seria possivel alcangar
esse objetivo por meio de métodos indiretos. Se M é o
peso atomico de um atomo que esta se desintegrando e
my, Mo, etc., sdo os pesos atomicos dos produtos finais
da desintegracao radioativa, entao temos que ter

E
M—Zng,

na qual F significa a energia produzida durante a desin-
tegragao de um atomo grama. Isso pode ser calcu-
lado se a energia liberada por unidade de tempo du-
rante a desintegracao estacionaria e a constante de
desintegragao média do atomo forem conhecidas. Se
o método pode ser aplicado com sucesso depende prin-
cipalmentg,da existéncia de reagoes radioativas para as
quais W nao é muito pequena comparada a 1. No
exemplo do rddio mencionado acima obtém-se — se o
tempo de vida médio for tomado como 2600 anos —
aproximadamente

M- m 12-107%-2600
M 250

=0,00012.

Portanto, se o tempo de vida do rddio foi esti-
mado com razoavel precisao, poderiamos checar nossas
relagoes se conhecéssemos os pesos atomicos envolvidos
com uma precisao de cinco casas. Isso, obviamente, é
impossivel. No entanto, é possivel que processos ra-
dioativos ainda sejam detectados, para os quais uma
porcentagem significativamente mais alta da massa do
atomo original seja convertida em energia de uma varie-
dade de radiagoes do que no caso do rddio. Ao menos
parece razoavel imaginar que a energia produzida du-
rante a desintegragao de um atomo varie, de substancia
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para substancia, ao menos tanto quanto a constante de
decaimento?.

Esté tacitamente implicito na discussao acima, que
essa mudanca na massa poderia ser medida por um ins-
trumento que usualmente utilizamos para medir mas-
sas, ou seja, uma balanga e, portanto, a relagao

seria valida, nao somente para a massa inercial, mas
também para a massa gravitacional, ou, em outras
palavras, a inércia de um sistema e o peso sao es-
tritamente proporcionais sob todas as circunstancias.
Nés teriamos que assumir também, por exemplo, que
a radiagao contida em uma cavidade possui nao ape-
nas inércia, mas também peso. Essa proporcionalidade
entre a massa inercial e a gravitacional é valida, no en-
tanto, sem excecao para todos os corpos com a precisao
possivel até agora, de modo que devemos assumir sua
validade geral até prova em contrario. Iremos encon-
trar um novo argumento em favor dessa suposicao na
dltima secgao desse artigo.

§12. Energia e momento de um sistema em movimento

Como na secgao anterior, iremos uma vez mais con-
siderar um sistema que flutua livremente no espago
e estd encapsulado por uma pelicula impermeavel
a radiacao. Novamente iremos designar os campos
eletromagnéticos externos, que intermedeiam as tro-
cas de energia com outros sistemas, por X,,Y,, Z,,
etc. Podemos aplicar a esse campo externo o mesmo
raciocinio que nos levou & férmula (I15) e assim obter

d [/1 (YaN, - ZaMa)dw] +

dt 4re
/ﬁ [Xa +LN, - kMa} dw = 0.
47 c c

Assumiremos agora que o principio de conservagao
do momento é universalmente vélido. Nesse caso deve
ser possivel representar a parte do segundo termo da
equacao acima, que se estende sobre a regiao de en-
capsulamento do sistema, como uma derivada tempo-
ral de uma grandeza G, que é completamente determi-
nada pelo estado instantaneo do sistema e que nomeare-
mos como a componente x do momento do sistema.
Desejamos agora encontrar a lei de transformagao da
grandeza G,. Aplicando as equagoes de transformacao
(@), (7), (8) e (9), obtemos, exatamente do mesmo modo
como na se¢ao anterior, a relagao

/ u/ /
/dszﬁ//p— [XH?’N;—%M; o' - dt'+
47 c c

o1

Bu r
=z o [ Xoul, + Yu, + Zyul,| do' - dt

ou

G, = 5%@’ + ﬁ/ {Z K;}dt'. (18)

Novamente, deixemos o corpo mover-se sem acele-
ragao, de modo que se encontre permanentemente em
repouso em relacao a S’. Temos, novamente, que

> K, =0

Embora os limites de integragao temporal depen-
dam de x’, o segundo termo do lado direito da equagao
acima desaparece no caso do corpo nao estar sujeito a
forgas externas, antes e apés a mudanca em questao.
Teremos entao

dG, = f—dE'.
C

Dessa relacao segue que o momento de um sistema
nao exposto a forgas externas é fungao apenas de duas
variaveis, a saber: a energia Fy do sistema relativa-
mente ao referencial movendo-se junto a ele e a veloci-
dade de translagao q desse ultimo. Assim

Isso implica que

6-—— |2 +u).

Jiog

na qual ¥(q) é uma fungio de ¢ ainda desconhecida.
Como (q) é, de fato, o momento se esse for deter-
minado apenas pela velocidade, concluimos da férmula
(15b) que

q
lq) = — =
-2
Obtemos assim
q E
G:{u+620}. (18a)

Jiog

21 A primeira verificacdo experimental documentada da relagio massa-energia em reacdes nucleares é de 1932. (N.T.)
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A tnica diferenca entre essa expressao e a expressao
para o momento de um ponto material é que p foi subs-
tituida por [u + %] , de acordo com o resultado da
segao prévia.

Vamos agora determinar a energia e o momento de
um corpo em repouso relativo a S, no caso desse corpo
estar sujeito a forcas externas permanentes. Mesmo que
nesse caso também seja valido que

> K, =0,

para cada instante t’, a integral

/ [Z K;} dt’

que aparece nas Eqgs. (16) e (18) nao se anula, porque
precisa ser estendida a dois valores definidos de ¢ e néo
de t’. Como a inversao da primeira das Egs. (1) fornece

o ’ v,
os limites de integracao sobre ¢’ serao dados por

h vy o b2_vy
g g

na qual t; e ts sdo independentes de z’, 3/, z’. As-
sim os limites de integracao para a integragao temporal
em relacao a S’ dependem da posicao dos pontos de
aplicacao das forgas. Dividiremos a integral acima em
trés integrais:

o~
=

—

/ [Z K;} dt’ =

+
L'I/
2

to
B N

/ + .

f’fl

B

b t2
B B

A segunda dessas integrais se anula porque tem
como limites instantes de tempo constantes. Se, além
disso, as forcas K’, variam de modo arbitrariamente
rapido, as outras duas integrais nao podem ser calcu-
ladas, de modo que nao se pode falar, em hipdtese al-
guma, da energia ou momento do sistema ao aplicar os
principios usados aqui [I8]. No entanto, se essas forgas
variarem pouco durante os intervalos de tempo da or-
dem de Uc—‘g, podemos definir

1
B

%
O KLt =Y K. / dt’:c%zx’l(;.

v’

2

t1 _ wa!

B 2

u
B .

Apo6s manipulagao similar da terceira integral obte-
mos
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/ (ZK;)dt’ - —d{c%zx’l(;}.

Agora a energia e o momento podem ser calculados
das Eqgs. (16) e (18) sem dificuldades:

M

E= [u + EO} ¢ - = Z (60Kos) (16D)
NN
G- _ 1 [M N Eoy — 222(50K05)} 7 (18b)

Jiog

na qual Kys representa a componente na direcao do
movimento de uma for¢ga medida em um sistema refe-
rencial movendo-se junto ao corpo e Jy representa a
distancia, medida nesse mesmo sistema, entre o ponto
de aplicacdo da forca e um plano perpendicular a
direcao de movimento.

No caso de que a forca externa consista de uma
pressao pp, como assumiremos daqui em diante, que
independe da direcao e age sempre perpendicularmente
a superficie do sistema, teremos o caso especial

> (60Kos) = —poVa, (19)

na qual Vj é o volume de um sistema averiguado em um
sistema referencial que se move juntamente com aquele.
Egs. (16b) e (18b) tomam entdo a forma

E[) 02 ZT
FE = M+72 2 + 2100% (16C)
s s
_ q Ey +poVo
G= — [u—i— =2 } (18¢c)
C2

§13. O volume e a pressdao de um sistema em
movimento. Equacoes de movimento

Para determinar o estado do sistema considerado
usamos as grandezas Fy, pg, Vp, que sao definidas em
relagdo ao sistema referencial que se move junto com o
sistema fisico. Podemos, no entanto, ao invés de usar
essas grandezas, utilizar as grandezas correspondentes
que sao definidas com respeito ao mesmo sistema refe-
rencial do momento G. Para fazer isso precisamos exa-
minar como o volume e a pressao se modificam com a
introducgao desse novo sistema referencial.

Considere um corpo em repouso com relagao ao sis-
tema referencial S’. Considere V’ como sendo o volume
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desse corpo em relagdo ao mesmo referencial S’ e V
seu volume com relacdo a S. Segue imediatamente das
Egs. (2) que

2
/dx~dy-dz=\/1—%/daz'~dy/-dz’
c

ou

V=y/l-—= V. (20)

Para obter as equagdes de transformagao para as
forcas que exercem pressao, precisamos partir das
equagoes de transformacao que se aplicam as forgas em
geral. Como definimos as forgas em movimento em §8
de tal modo que elas podem ser substituidas por forcas
de campos eletromagnéticos sobre cargas elétricas,
podemos restringir-nos a determinar as equagoes de
transformacdo dessas tltimas?2.

Consideremos a carga elétrica € em repouso em
relagio a S’. De acordo com as Egs. (12), a forca
agindo sobre ela é dada pelas equagoes

K,=¢X K, =¢eX’
K,=e[Y - IN| K =eY’

K. = [Z+ BM] K =cZ'.
C

Dessas equagoes e as relagoes (7a) segue que

K, = K,
KZ/I = ﬂ‘Ky (21)
K, = 38-K,

Essas equagoes permitem calcular as forgas quando
elas s@o conhecidas em relacao ao sistema referencial
que se move junto ao sistema fisico considerado.

Agora consideramos a forga de pressdo agindo so-
bre um elemento de superficie s’, que estd em repouso
relativo a S’:

K, = p's-cosl'=p -5,

r It o
K, = ps-cosm =p-s,
K, = p's'-cosn’ =p" s,

na qual I’, m’, n’ representam os cossenos da direcao
normal (com sentido para o interior do corpo) e
/ / ! = : ~ )

Sys Sy, S, s80 as projecoes de s’. Das Egs. (2) temos
que
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sl Sz
I

sy = B-sy

Slz = ﬁ * Sz,

na qual sz, sy, S, s@o projecoes do elemento de su-
perficie com relagdo a S. Para as componentes K, K,
K., das forgas de pressao com relagao a S, obtemos a
partir dos trés ultimos sistemas de equagoes

K, = K,=p'sl,=p s, =p" scosl
1 1

K, = BK;:Bp's;:p'~sy:p’~Socosm
]‘ / 1// / /

K, = BKZ:E s,=p -5,=p -5-cosn,

na qual s é a magnitude do elemento de superficie e
[, m, n sao os cossenos de sua direcao normal com
respeito a S. Assim obtivemos o resultado de que a
pressao p’ com relacao ao referencial que se move junto
com o corpo pode ser substituido, com respeito a outro
sistema referencial, por uma outra pressao de mesma
magnitude e que também é perpendicular ao elemento
de superficie. Na nossa notagao temos entao

P = po- (22)

As Egs. (16¢), (20) e (22) permitem que deter-
minemos o estado de um sistema fisico usando as
grandezas FE, V, p, que sao definidas em relagao ao
mesmo sistema do momento G e a velocidade ¢, ao invés
de usar Ey, Vj, po que se referem ao sistema referencial
que se move junto ao sistema fisico. Por exemplo, se
para um observador que se move junto com o sistema, o
estado do sistema considerado estda completamente de-
terminado por duas varidveis (Ey e Vp), ou seja, se as
equacoes de estado do sistema podem ser consideradas
como relagoes entre py, Vp e Ey, entao, com a ajuda
das equacoes mencionadas acima, a equacao de estado
pode ser colocada na forma

©(q,p,V,E) =0.

Analogamente, a Eq. (18c) pode ser colocada na
forma

E+pV
G:q[cf}, (18d)

que, combinada com as equagles que expressam o
principio de conservagao do momento

dG,
7t :ZKQC, etc.,

22Essa circunstancia também justifica o procedimento usado na investigacio precedente, na qual introduzimos apenas interacdes de
natureza puramente eletromagnética entre o sistema considerado e suas vizinhangas. Os resultados sao validos em geral.
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determina completamente o movimento translacional
do sistema como um todo, se, além das grandezas
> K, etc., conhecemos E, V, p como fungéo do tempo;
ou ainda, se ao invés dessas trés fungoes, se conhecemos
trés dados equivalentes relacionados as condicoes sob as
quais o movimento do sistema se realiza.

§14. Exemplos

O sistema a ser considerado consiste de radiacao
eletromagnética, que estd limitada por um corpo oco
sem massa, cujas paredes equilibram a pressao de ra-
diagao. Se nenhuma forga externa age sobre o corpo
oco, aplicamos as Egs. (16a) e (18a) ao sistema como
um todo (incluindo o corpo oco). Teremos assim:

E,
E = 0
1-%
G = _ a4 bk _ E
1_£02 2’
(;2

na qual Ej é a energia da radiagao em relacao ao sis-
tema referencial que se move junto com o sistema fisico
em consideragao.

No entanto, se as paredes do corpo oco sao comple-
tamente flexiveis e extensiveis, de modo que a pressao
de radiagao exercida do interior tem que ser equilibrada
por forcas externas exercidas por corpos nao perten-
centes ao sistema considerado, é necessario aplicar as
Egs. (16¢) e (18c) e inserir o resultado do valor de
pressao de radiacao bem conhecido

1 Ey
p0_3%7
obtemos
Bo |1+ %]
F = —-
1-4
4
¢ = ——2_320
1-4 ¢

A seguir vamos considerar o caso de um corpo sem
massa eletricamente carregado. Se forcas externas nao
agem sobre o corpo, podemos novamente aplicar as
férmulas (16a) e (18a). Designando por Ej a energia
elétrica relativa ao sistema de referéncia que se move
junto ao sistema fisico considerado, teremos

E

E = 0
1-%

G = ¢__Eo
1-3%02
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Uma parte desses valores deve ser alocada ao campo
eletromagnético e o resto ao corpo sem massa, que estd
sujeito a forgas devidas & sua carga [19].

§15. A entropia e a temperatura de corpos em
movimento

Das varidveis que determinam o estado de um siste-
ma, utilizamos até agora a pressao, volume, energia,
velocidade e momento, mas nao foram discutidas ainda
grandezas térmicas. A razdo para isso é que para o
movimento de um sistema é irrelevante que tipo de
energia é fornecido, de modo que nao ha motivo para
distinguir entre calor e trabalho mecanico. Agora, no
entanto, queremos introduzir também grandezas térmi-
cas.

Consideremos que o estado de um sistema em movi-
mento seja completamente determinado pelas quanti-
dades ¢, V e E. Obviamente, nesse caso temos que
considerar que o calor fornecido, d@), seja igual ao au-
mento de energia total menos o trabalho produzido pela
pressao e que é usado no aumento do momento, de
modo que??

dQ = dE + pdV — qdG. (23)

Ap6s definirmos dessa forma o calor fornecido a um
sistema em movimento, podemos introduzir uma tem-
peratura absoluta T e a entropia 7 do sistema em movi-
mento considerando processos ciclicos reversiveis do
mesmo modo como nos livros-texto de termodinamica.
Para processos reversiveis, a equagao

dQ = Tdn (24)

também é vélida no presente contexto.

O préximo passo é derivar as equacoes relacionando
as grandezas d@, n, T e as grandezas correspondentes
dQo, no, 1o, que se referem ao sistema de referéncia que
se movimenta junto com o sistema fisico considerado.
No que se refere a entropia, estarei repetindo a argu-
mentagao do senhor Planck [20], chamando a atengao
ao fato de que os sistemas de referéncia “linha” e “sem
linha” devem ser entendidos como os sistemas referen-
ciais S e S.

“Imaginemos que um corpo ¢é levado, por meio de
um processo reversivel e adiabdtico, de um estado, no
qual esteja em repouso em relagdo ao sistema referen-
cial “sem linha”, para um segundo estado, no qual ele
se encontra em repouso em relagao ao sistema referen-
cial “linha”. Se a entropia do corpo para o sistema
“sem linha” no estado inicial é 7; e no estado final é

23Essa equacdo, como vérias outras, apresenta um erro tipografico no original, que esté corrigido nessa traducédo. No presente caso

aparece ¢d@ em vez de ¢dG no original (N.T.)
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72, entao, por causa da reversibilidade e da natureza
adiabética do processo, 1 = 1. O processo é igual-
mente reversivel e adiabdtico para o sistema referencial
“linha”, portanto temos também que 1} = n5.”
“Agora, se n{ nao for igual a 7y, mas, digamos,
1y > 11, isso significaria que: a entropia de um corpo é
maior para um sistema referencial em relacdo ao qual o
corpo estd em movimento, do que para o sistema refe-
rencial em relagao ao qual se encontra parado. Essa
proposi¢ao, no entanto, requer também que 775 > 19,
pois no ultimo estado o corpo esta em repouso no refe-
rencial “linha” e em movimento no referencial “sem
linha”. Nota-se que essas duas desigualdades estao
em conflito com as duas igualdades estabelecidas. Do
mesmo modo nado se pode ter 1] > 1 e, conseqiiente-
mente, 1] = 11 e, em geral, ' =7, ou seja, a entropia do
corpo nao depende da escolha do sistema referencial”.
Usando nossa notagao, temos que estabelecer que

n=To- (25)

Se agora introduzirmos as grandezas pg, Vp e Ey no
lado direito da Eq. (23), usando as Egs. (16¢), (18c),
(20)) e (22), obtemos

q2
dQ =1/1- o) (dEo + podVy)
d \/ ¢

Além disso, como de acordo com (24) as equagoes

ou

dQ = Tdn
dQo = Todn

sao validas, obtemos finalmente, levando em conta (25)
e (26), que®*

2
I_h-z (27)
To 02
Portanto, a temperatura de um sistema em movi-
mento é sempre menor em relagao a um sistema referen-
cial que se move relativamente a ele, do que em relacao a
um sistema referencial em repouso em relagdo ao mesmo
sistema fisico.

§16. A dinamica dos sistemas
e o principio de minima acao

No seu tratado “Sobre a dindmica dos corpos em
movimento”, o senhor Planck comega a partir do
principio de minima agdo (bem como das equagoes de
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transformacdo para a pressdo e temperatura da ra-
diagdo de corpo negro)[20] e chega a resultados que
sao idénticos aos discutidos aqui. Surge, portanto, a
questao de como os fundamentos de seu estudo se rela-
cionam com os do presente trabalho.

Partimos do principio de conservagao de energia e
do principio de conservacao do momento. Se as com-
ponentes da resultante das forgas agindo sobre o sis-
tema sao chamadas Fy, F, F,, podemos formular da
seguinte maneira os principios que usamos para proces-
sos reversiveis e um sistema cujo estado é definido pelas
varidveis g, V, T

dF = Fydx + Fydy + F.dz — pdV + T'dn (28)

dG,
dt ’

E, = etc. (29)

Tendo em mente que

Fydx = Fyidt = idG, = d(iGy) — Gudi, etc

e que

T'dn = d(Tn) — ndT,

obtemos das equagoes acima a seguinte relagao

d(—E+Tn+¢G) = Gpdi + G,dy +
G.dz + pdV +ndT.

Dado que o lado direito dessa equagao também tem
que ser um diferencial total e levando em conta (29),
segue que

OH

av P

or ~ "

Essas sao, no entanto, as equagoes derivaveis a par-
tir do principio da minima acao, que o senhor Planck
utilizou como ponto de partida.

T

24\Muitos anos depois, Einstein retoma o problema e chega a um resultado diferente: 4 = =L (N.T.).

To 2
1-15
c
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V. Principio da relatividade e gravitacao

§17. Sistema referencial acelerado e
campo gravitacional

Até agora aplicamos o principio da relatividade, ou
seja, a suposicao de que as leis fisicas sao independentes
do estado de movimento do sistema referencial, apenas
para sistemas referenciais ndo acelerados. E concebivel
que o principio da relatividade também se aplica a sis-
temas que estao acelerados relativamente entre si?

Embora esse nao seja o foro para uma discussao de-
talhada dessa questao, essa tera ocorrido a qualquer um
que tenha acompanhado as aplicacoes do principio da
relatividade. Por isso eu nao vou me abster de tomar
uma posicao sobre o problema.

Vamos considerar dois sistemas de movimento, ¥, e
3. Seja Xp acelerado na diregdo do seu eixo X e seja
~ a magnitude (temporariamente constante) da acele-
ragao. Yo encontra-se em repouso, mas localizado em
um campo gravitacional homogéneo que provoca uma
aceleracao — v a todos os objetos na direcao do eixo X.

Até onde se sabe, as leis fisicas em relacdo a X1 nao
diferem daquelas em relacdo a 3s. Isso baseia-se no fato
de que todos os corpos estao igualmente acelerados no
campo gravitacional. Pelo presente estado de conheci-
mento e experiéncia, nao temos razoes para supor que
Y1 e Yy difiram um do outro em qualquer aspecto e
na discussao que se segue assumiremos, portanto, uma
equivaléncia fisica completa entre um campo gravita-
cional e uma aceleragao correspondente de um sistema
referencial.

Essa suposicao estende o principio da relatividade
ao movimento de translagao uniformemente acelerado
de um sistema referencial. O valor heuristico dessa
suposicao repousa no fato de que ela permite substi-
tuir um campo gravitacional homogéneo por um sis-
tema referencial uniformemente acelerado, sendo esse
ultimo caso acessivel, em certa extensao, a um trata-
mento tedrico.

§18. Espacgo e tempo em um sistema referencial
uniformemente acelerado

Inicialmente consideraremos um corpo, cujos pon-
tos materiais individuais, em um dado instante ¢ de um
sistema referencial S nao acelerado, nao tém velocidade
em relagao a S, mas uma certa aceleracao. Qual é a in-
fluéncia da aceleragao v na forma do corpo em relagao
a S?

Se essa influéncia estiver presente, consistira de uma
dilatagao, com razao constante, na direcao da acele-
ragao e, possivelmente, nas duas diregoes perpendicu-
lares a ela, pois efeitos de outro tipo sdo impossiveis por
razoes de simetria. As dilatacoes causadas pela acele-
ragao (se existem de fato) tém que ser fungdes pares de
~; portanto podem ser desprezadas se nos restringirmos
ao0s casos para os quais v é tao pequeno que termos de
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segunda ordem (e superiores) de 7 podem ser despreza-
dos. J& que vamos nos restringir a essas situagoes, nao
precisamos assumir que a aceleracao tem alguma in-
fluéncia sobre a forma do corpo.

Consideraremos agora um sistema referencial > que
estd uniformemente acelerado em relagao ao sistema S
nao acelerado na direcdo do eixo X desse iltimo. Os
relégios e réguas de medida de ¥, quando examinados
em repouso, devem ser idénticos aos relégios e réguas
de S. A origem do sistema de coordenadas de ¥ deve
mover-se ao longo do eixo X de S e os eixos de ¥ devem
ser perpetuamente paralelos aos eixos de S. A qualquer
momento existird um sistema referencial nao acelerado
S’ cujos eixos coordenados coincidirao com os eixos de
3 no momento em questdo (a um dado instante ¢’ de
S”). Se as coordenadas de um evento pontual ocorrendo
no instante t’ sao &, n, ¢ com relagao a X, teremos

= &
/ — 7,]
7= G

porque de acordo com o dito acima, nao vamos su-
por que a aceleracao afeta a forma dos instrumentos
de medida usados para medir £, 1, (. Iremos imaginar
também que os relégios de ¥ sao ajustados no instante
t’ de S’ de tal forma que a leitura dos mesmos nesse
instante serd t’. Como serd o passo dos relégios no
préximo elemento de tempo 77

Primeiramente temos que ter me mente que um
efeito especifico da aceleragao sobre o passo dos reldgios
de ¥ nao precisam ser levados em conta, pois teriam que
ser da ordem de 2. Além disso, como o efeito da ve-
locidade adquirida durante 7 sobre o passo dos relégios
é desprezivel e as distancias viajadas pelos relégios du-
rante 7 em relagao aquelas viajadas por S’ também sao
da ordem de 72, ou seja, despreziveis, entdo as leituras
dos relégios de ¥ podem ser perfeitamente substituidos
pelas leituras dos relégios de S’ para o elemento de
tempo 7.

Do exposto acima segue que, em relacao a X, a luz
se propaga no vacuo durante o intervalo 7 com a ve-
locidade universal ¢ se definirmos a simultaneidade no
sistema S’ que estd momentaneamente em repouso em
relagdo a X, e se os relogios e as réguas usamos para
medir tempo e distancia sao idénticos com aqueles usa-
dos nas medidas de tempo e distancia em referenciais
nao acelerados. Assim o principio da constancia da ve-
locidade da luz pode ser usado na presente situacao
também para definir simultaneidade, se nos restringir-
mos a trajetérias de luz muito curtas.

Imaginemos agora que os relégios de ¥ sao ajusta-
dos do modo descrito no instante ¢ = 0 de S em que
> estd instantaneamente em repouso em relacao a S.
A totalidade das leituras dos relégios de ¥ ajustados
desse modo é chamado de “tempo local” ¢ do sistema
3. O significado fisico de o fica imediatamente evidente
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no argumento seguinte. Se alguém usa o tempo local o
para uma estimativa temporal de processos ocorrendo
em elementos espaciais individuais de X, entao as leis
obedecidas por esses processos nao podem depender
da posicao desses elementos espaciais, isto é, de suas
coordenadas, se nao apenas os reldégios, mas também
as réguas usadas nos diversos elementos espaciais sao
idénticos.

Em vista disso, ndo devemos nos referir simples-
mente ao tempo o como o “tempo” de X, porque de
acordo como a definicao dada acima, dois eventos pon-
tuais ocorrendo em posicoes diferentes de 3 nao sao
simultaneos, quando seus tempos locais ¢ sao iguais.
Se no instante t = 0 dois relégios de ¥ s@o sincronos
com relagao a S e sdo sujeitos aos mesmos movimen-
tos, entao eles permanecerao sincronos para sempre em
relagao a S. No entanto, por essa razao, de acordo com
84, eles nao avancam sincronizados em relagao ao sis-
tema S’, instantaneamente em repouso em relacao a %,
mas em movimento em relagao a S e, portanto, também
nao avancam sincronizados em relagao a X, de acordo
com a mesma definicao.

Agora definimos o “tempo” 7 do sistema X como a
totalidade das leituras do relégio situado na origem das
coordenadas de X, que sao, de acordo com a defini¢ao
acima, simultaneas aos eventos que devem ser estima-
dos temporalmente?®.

Devemos agora determinar a relacao entre o tempo
7 e o tempo local ¢ de um evento pontual. Decorre da
primeira das Eqgs. (1) que dois eventos sao simultaneos
em relagao a S’ e, portanto, em relagao a X se

v
ty — Sz =1o —
c

D) X2,

c2
na qual os indices se referem aos dois eventos pontu-
ais. Vamos inicialmente nos ater a tempos que sao
téo curtos?®, que todos os termos contendo quadrados
ou poténcias superiores de 7 e v podem ser omitidos.
Levando (1) e (29) em conta, podemos definir

/ !/
T2 — X1 Ty —21 =86 &
tl = g1
tg = g9
v = vt =77,

de modo que obtemos da equacao acima

o9 — 01 = g(fz —&1).

Se movermos o primeiro evento pontual para a
origem das coordenadas, de modo que 01 =7 e & =0,
obtemos, omitindo o indice para o segundo evento pon-
tual,

(30)

£
UT[lJrZQ].

[7})

o7

Essa equacao é valida acima de tudo se £ e 7 estao
abaixo de certos limites. E ébvio que é valida para 7
arbitrariamente longo se a aceleragao -y for constante
em relacao a X, porque a relagdo entre o e 7 tem que
ser linear. A Eq. (30) ndo é vélida para & arbitrari-
amente grande. Do fato de que a escolha da origem
das coordenadas nao deve afetar a relacdo, temos que
concluir que, estritamente falando, a Eq. (30) deve ser
substituida por

€
o =Tec,

Mesmo assim, manteremos a férmula (30).

De acordo com §17, a Eq. (30) também se aplica
a um sistema de coordenadas no qual age um campo
gravitacional homogéneo. Nesse caso temos que definir
® = ~¢, na qual ® é o potencial gravitacional, obtendo
entao

c=r1 [1 + ;{;] (30a).

Definimos dois tipos de tempo para . Qual das
duas defini¢oes nés temos que usar em cada caso? Va-
mos supor duas localidades com potenciais gravita-
cionais (7€) diferentes com um sistema fisico em cada
um, cujas quantidades fisicas queremos comparar. Para
fazer isso, o procedimento mais natural pode ser o
seguinte: primeiramente levamos nossos instrumentos
de medida para o primeiro sistema fisico e fazemos as
medidas e, em seguida, levamos os instrumentos para
o segundo sistema e 14 realizamos as mesmas medi-
das. Se os dois conjuntos de medidas fornecem os mes-
mos resultados, denominaremos os dois sistemas fisicos
de “iguais”. Os instrumentos de medida incluem um
relégio com o qual medimos tempos locais . Disso con-
cluimos que, para definir as grandezas fisicas em uma
certa posicao do campo gravitacional, é natural usar o
tempo o.

No entanto, se lidarmos com um fenémeno no qual
objetos situados em posicoes com potenciais gravita-
cionais diferentes tém que ser considerados simultane-
amente, teremos que usar o tempo 7 nos termos nos
quais o tempo ocorre explicitamente (isto é, ndo ape-
nas na defini¢do de quantidades fisicas), pois de outro
modo a simultaneidade dos eventos nao seria expres-
sada pela igualdade dos tempos dos dois eventos. Como
na definicao do tempo 7 foi usado um relégio situado
em uma posicao arbitrariamente escolhida, mas nao em
um instante arbitrario, quando usamos 7 as leis da na-
tureza podem variar com a posi¢ao, mas nao com o
tempo.

25Portanto o simbolo “7” é usado aqui em um sentido diferente daquele anterior
26De acordo com (1)) estamos supondo também uma certa restricio aos valores de & = 2.
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§19. O efeito de campos gravitacionais sobre relégios

Se um relégio mostrando o tempo local estd locali-
zado em um ponto P com potencial gravitacional ®,
entdo, de acordo com (30a) sua leitura serd (1+ 3% )vezes
maior do que o tempo T, isto é, ele corre (1 + % )vezes
mais rapido do que um relégio idéntico localizado na
origem das coordenadas. Imagine um observador lo-
calizado em algum lugar do espago que percebe as in-
dicagoes dos dois relégios de um certo modo, por exem-
plo, opticamente. O tempo A7 que passa entre o ins-
tante em que o relégio indica um tempo e o instante
em que essa indicagao é percebida pelo observador é
independente de 7. Assim, para um observador situ-
ado em algum lugar do espago, o relégio no ponto P
corre (1+ %)Vezes mais rapido que o relégio na origem
do sistema de coordenadas. Nesse sentido poderiamos
dizer que os processos que ocorrem no relégio e, de
modo mais geral, qualquer processo fisico, evolui mais
rapidamente, quanto maior o potencial gravitacional na
posicao onde ocorre o processo.

Existem “relégios”, que estao presentes em locali-
dades com diferentes potenciais gravitacionais, com
seus contadores de tempo controlados com grande pre-
cisao, que sao os produtores de linhas espectrais. Pode
ser concluido pelo que foi mencionado acima??, que o
comprimento de onda da luz vindo da superficie do Sol,
originaria de um tal produtor (de linhas espectrais) é
maior do que o da luz produzida pela mesma substancia
na superficie da Terra de uma parte em dois milhdes?®.

§20. O efeito da gravitacao sobre fenomenos
eletromagnéticos

Se nos referirmos a um processo eletromagnético em
um instante de tempo em relagao a um sistema referen-
cial S’ nao acelerado, que estd momentaneamente em
repouso em relacdo ao sistema referencial X, acelerado
como no exposto acima, entao as seguintes equacoes
serao validas, de acordo com (5) e (6)):

1 [ aX’} ON'" oM’
E p = — ——, etc.

/!

Vet 0 | T oy T o
or oy oz
cot 0z oy’

etc.

De acordo com isso, podemos imediatamente igualar
as grandezas p’, u’, X', L’, 2, etc., relativas a S,
as correspondentes grandezas p, u, X, L, etc., relati-
vas a X; se nos limitarmos a um periodo infinitesimal-
mente curto??, que estd infinitesimalmente perto ao ins-
tante do repouso relativo de S’ e ¥. Além disso, temos
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que substituir ¢’ pelo tempo local . No entanto, nao
podemos simplesmente definir

o 0

ot Oo’
porque um ponto que estd em repouso relativo a X
muda sua velocidade relativa a S’ durante o intervalo
de tempo dt’ = do e a essa mudanga corresponde mu-
dancas no tempo das componentes de campo relativas
a Y. Temos, entdo, de acordo com (7a) e (7b)

X' 90X oL 0L
ot o ot do
Y'Y 4 OM' M
i et B R M 4
! !
0z' 0z _~ ON' _ON 7,
ot’ oo c ot’ ot c

Portanto, as equactes eletromagnéticas referidas a
Y sao

1], L 0X| _oN oM
¢ [P g o  oC
1w Y oy 9L _ON
Pl ™55 T ¢ ac  oc
L P oM 9L
PUe™ 5 ~ ¢ ac o

oL _oy oz
cdo  OC On

08 On

Q|

[W_VZ}_GZ 0X

Oo c

ol

O 1] - 0x v
do c

- on 9

Multiplicamos essas equagoes por {1 + Z—g} e defini-

mos para fins de abreviagao

X* = X{1+7§]
c
Y* =Y {14— ’yﬂ , etc.
c
. V€

27Enquanto assumirmos que a Eq. (31) também é valida para campos gravitacionais ndo homogéneos.
28Trata-se da primeira predicdo de Einstein do que foi chamado depois de desvio para o vermelho gravitacional de linhas espectrais

(N.T.).

29Essa restricdo nao afeta o intervalo de validade dos nossos resultados, porque as leis a serem derivadas ndao podem depender do

tempo inerentemente.
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Desprezando entao termos quadraticos em +, obte-
mos as equacgoes

L[ 90X oNt o

c _p T o0 | ) ¢

17, Y+ dL*  ON*

P R = i T Tl
V[ e 027] _ oM* oL

L = R T,

lorr _ ov* 9z°

cdo O on

19M* 87*  AX*

coe T o o (32a)
1ON*  9X* oy

c 0o On o€’

Essas equagoes mostram, em primeiro lugar, como
o campo gravitacional afeta fenomenos estaticos e esta-
ciondrios. As mesmas leis sao validas como no caso
sem campo gravitacional, exceto pelo fato que as com-
ponentes de campo X, etc. s@o substituidas por
X {1—1—;’—25}, etc., e p por p [1+Z—§].

Além disso, para seguir o desenvolvimento de es-
tados nao estacionarios, fazemos uso do tempo 7 nos
termos diferenciados em relacdo ao tempo, bem como
nas definigoes de corrente elétrica, ou seja, colocamos
de acordo com (30)

0 _ |1, %2
597'_[1+02]80

0X ON* OM*
—_— *w —‘ri = — — —— etc. 31b
i+ ] [” ¢ ar} e (31b)
e
L oL oyt oz (32b)

c2

c[1+%]0or ~ %

Essas equagoes também tém a mesma forma que as
correspondentes equagoes para o espago sem gravidade
ou nao acelerado, no entanto ¢ é substituido por

£ (0]
c[l—l—zz} :c{l—f-cz}.
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Disso segue que os raios de luz que nao se propagam
ao longo do eixo £ sdo defletidos pelo campo gravita-
cional. Pode ser facilmente verificado que a mudanca
na dire¢do ¢ de seny por cm de trajetéria da luz, na
qual ¢ representa o angulo entre a diregao da gravidade
e a do raio de luz.

Com a ajuda dessas equagoes e as equagoes relacio-
nando a intensidade do campo e a corrente elétrica em
um ponto, conhecidas da éptica dos corpos em repouso,
podemos calcular os efeitos do campo gravitacional so-
bre fenomenos 6pticos de corpos em repouso. Temos
que manter em mente que, no entanto, as equacoes men-
cionadas acima para a éptica dos corpos em repouso
sao validas para o tempo o. Infelizmente o efeito do
campo gravitacional terrestre é tao pequeno, de acordo
com a nossa teoria (devido ao valor pequeno para y),
que nao ha previsdes para comparar essa teoria com a
experiéncia.

Se multiplicarmos sucessivamente as Egs. (31a) e
(32a) por ff—; ..... f—;e integrarmos sobre o espago in-
finito, obtemos, usando a notagao anterior, a seguinte
relagao

2
€T e
/ |:1+CZ:| E('L%X‘FUUY‘FUCZ)CZW"‘

752 1 0
A 2 2 2 _
/[14— ] 3 (X +Y +...+N)dw—0.

£ (ueX +uy)Y +ucZ) é a energia 7, fornecido a
matéria por unidade de volume e unidade de tempo
local o, se a energia é medida por instrumentos de me-
dida situados nas posigdes correspondentes. Assim, de
(30)7 Nr = Mo |:1 - 27:|
gia (medida de maneira andloga) fornecida & matéria
por unidade de volume e unidade de tempo local 7.
8%7 (X2 + o+ Nz) é a energia eletromagnética € por
unidade de volume, medido da mesma forma. Se levar-
mos em conta que, de acordo com (30), temos que

definir [% = [ — 7—5] 0

acordo com a Eq. é a ener-

131 5, obtemos

/[1+§]n7dw+di {/ [1+Z§] sdw}:O.

Essa equacgao expressa o principio da conservagao de
energia e contém um resultado notavel. Uma energia,
ou injecao de energia, que, medida localmente, tem o
valor £ =€ dw ou F =1 dw dr, respectivamente, con-
tribui para a energia total, além do valor E que corres-
ponde & sua magnitude, também um valor £~¢ = 5@,
que corresponde a sua posicao. Portanto, para cada
energia F/ no campo gravitacional corresponde uma
energia de posigcao que se iguala & energia potencial de
uma massa “ponderdvel” de magnitude C%

Assim, a proposigao derivada em §11, na qual a uma
quantidade de energia F corresponde uma massa C%, é
valida nao apenas para a massa inercial, mas também
para a massa gravitacional, se a suposicao introduzida
em §17 for correta.
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Corregoes ao artigo:
“Sobre o principio da relatividade
e de suas conseqiiéncias” [21]

A. Einstein??

Durante a leitura das provas do artigo citado, eu
infelizmente esqueci varios erros, que deveriam ter sido
corrigidos, pois dificultam a leitura do artigo®!.

Foérmula 15b deveria ser

d 1 pr
- [/M(YN—ZM)dw] +Z\/17q2_0.

O fator 4/3 na segunda férmula na pagina 451 estd
errado: a férmula deveria ser

E
G=—2L 20

12
ez

Foérmula 28 na pagina 453 deve ser

dE = F,dz + F,dy + F.dz — pdV + Tdn.

Algumas linhas depois o subscrito em G, deve ser
adicionado. Na pentltima linha na pagina 455 deve ser
usado “substituivel” em vez de “utilizavel”.

Na péagina 461 deve ser

A

E: 2| oo

2t

Na pégina 462 os subscritos nas grandezas ug e ug
devem ser adicionados. Além disso, aproximadamente
no meio dessa pagina um erro de sinal precisa ser cor-
rigido: a equagao deve ser:

Uma carta do senhor Planck induziu-me a acrescen-
tar o seguinte comentario suplementar com o propdsito
de evitar mal entendidos, que poderiam facilmente
ocorrer:

Na secao “principio da relatividade e gravitagao”
um sistema referencial em repouso em um campo gra-
vitacional homogéneo, temporariamente constante, é
tratado como fisicamente equivalente a um sistema refe-
rencial sem gravitacao e uniformemente acelerado. O
conceito “uniformemente acelerado” necessita um es-
clarecimento adicional.

Einstein

Se — como no nosso caso — considerarmos um movi-
mento retilineo (do sistema ), a aceleragao é dada pela
expressdo dv/dt, na qual v significa a velocidade. De
acordo com a cinemética em uso até hoje em dia, dv/dt
¢ independente do estado de movimento do sistema
referencial (ndo acelerado), de modo que poder-se-ia
falar diretamente de aceleracdo (instantanea), quando
o movimento em um dado elemento de tempo é dado.
De acordo com a cinemdtica por nés utilizada, dv/dt
depende sim do estado de movimento do sistema refe-
rencial (ndo acelerado). No entanto, dentre todos
os valores de aceleragao que podem ser obtidos dessa
maneira, para uma determinada época de movimento,
esse um se distingue por corresponder a um sistema
referencial em relagao ao qual o corpo considerado tem
velocidade v = 0. E esse valor de aceleracao que pre-
cisa permanecer constante em nosso sistema “uniforme-
mente acelerado”. A relacdo v = <t usada na p. 457
é valida, portanto, apenas em primeira aproximacao.
Isso, no entanto, é suficiente, porque apenas termos li-
neares em t e T, respectivamente, precisam ser levados
em conta nessas consideragoes.
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