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James Clerk Maxwell elaborou uma teoria do Eletromagnetismo, a partir de propriedades dindmicas de um
fluido, o éter. Seguindo os cédlculos de Maxwell, é possivel identificar principios, fisicos e matemadticos, nos quais a
teoria se apdia. A principal propriedade é a elasticidade rotacional do fluido, introduzida por James MacCullagh.
Mas a teoria deixa problemas, entre os quais os mais impactantes sao a natureza da corrente e o tratamento de
condutores. Embora a teoria nao seja mais aceita, ela estabeleceu categorias para a ciéncia do Eletromagnetismo.
Um sub-produto do artigo é o detalhamento dos célculos e argumentos de Maxwell.

Palavras-chave: James Clerk Maxwell, eletromagnetismo, um modelo mecénico do éter.

James Clerk Maxwell formulated a theory of Electromagnetism from dynamic properties of a fluid. According
to these calculations, it is possible to identify principles, both physical and mathematical, on which the theory is
based. The most important property is the rotational elasticity of the fluid, introduced by James MacCullagh.
However the theory left loopholes, the most striking of which are the nature of the electric current and the tre-
atment of conductors. Although we no longer accept the theory, it established categories of the Eletromagnetic

science. A byproduct of this paper is the detailing of the calculations and arguments invoked by Maxwell.
Keywords: James Clerk Maxwell, eletromagnetism, a mechanical model for the ether.

1. Introducao

James Clerk Maxwell desenvolveu uma teoria do Mag-
netismo e da Eletricidade a partir de propriedades de
um meio — o éter — que preencheria o espago. Maxwell
apresenta a teoria do Eletromagnetismo em: On Fa-
raday’s Lines of Force (1856) [M], On Physical Lines
of Force (1861) @], A Dynamical Theory of the Elec-
tromagnetic Field (1864) [B] e no livrto A Treatise on
FElectricity & Magnetism (1873) [@]. O modelo do éter
é apresentado em [B]; a motivagdo mais imediata de
Maxwell para desenvolver tal teoria foi sua descrenga
na agao a distancia [B, p. 527]:

Eu preferi procurar uma explicagao do fato
[de que corpos distantes interagem] |[...] su-
pondo que [as interagOes] sdo produzidas
por agbes que acontecem no meio em volta
bem como nos corpos excitados [pela in-
teragdo] e tentando explicar a agdo entre
corpos distantes sem assumir a existéncia
de forgas capazes de agir diretamente a
distancias sensiveis.

[...] A teoria que proponho pode ser
chamada de uma teoria do Campo Eletro-
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magnético, porque ela tem a ver com o
espaco nas vizinhancas dos corpos elétricos
ou magnéticos e pode ser chamada de Teo-
ria Dinamica, porque ela assume que nesse
espago ha matéria em movimento, o que
produz os fenomenos eletromagnéticos ob-
servados.

Muitos atribuem as motivacoes de Maxwell & cons-
trugao de “analogias”; assim, ele procuraria uma ana-
logia entre o Eletromagnetismo e movimentos de um
fluido. Basicamente, a construgao de analogias é uma
declaracao de principios, epistemolégica, que Maxwell
fez sobre o contetido de verdade de sua teoria [@, p. 156]:

Para obter idéias fisicas, sem adotar uma
teoria fisica, nés nos devemos familiarizar
com a existéncia de analogias fisicas. Por
analogia fisica, eu quero dizer aquela simi-
laridade parcial entre as leis de uma ciéncia
e aquelas de outra, que faz com que cada
uma ilustre a outra.

O mesmo discurso é encontrado na Ref. [H] para jus-
tificar a analogia entre um gas perfeito e massas puntu-
ais em colisao, e, dai, deduzir a distribuicao de velocida-
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des das moléculas em um gas perfeito, a hoje chamada
“distribuicao de Maxwell”. Por outro lado, é dificil
evitar a sensacao de que Maxwell parece envergonhar-
se de formular uma teoria ad hoc e deixa claro para
seu leitor de que sua teoria pode nao ser baseada em
principios verdadeiros. De qualquer modo, as duas ca-
racteristicas — uma teoria microscopica baseada em
Mecanica e o desapreco pela acao a distancia — nao
eram idéias estranhas ao tempo de Maxwell. Edmund
Whittaker (Ref. [B, p. 98-99]) cita que Leonhard Eu-
ler, como Maxwell depois, considerava o meio da pro-
pagacao da luz o mesmo dos fendmenos elétricos; mais
interessante é a natureza da gravitagao como concebida
por Euler; nas palavras de Whittaker [, p. 98-99]:

[A eletrificacio de um corpo] acontece,
quando o éter contido em seus poros se
torna mais ou menos elastico do que o que
reside nos corpos adjacentes. Isso acon-
tece, quando uma maior quantidade de éter
é introduzida nos poros de um corpo ou
quando parte do éter que ele contém ¢é
forcada para fora. Naquele caso, o éter
se torna mais comprimido e, conseqiiente-
mente, mais eldstico; no outro caso, ele se
torna rarefeito e perde sua elasticidade. Em
ambos os casos, [0 éter no corpo] ndo mais
estd em equilibrio com aquele que é externo;
e os esforgos que [o éter] faz para recuperar
seu equilibrio produzem todos os fendmenos
da eletricidade.

Nao somente fenoémenos elétricos, mas
também gravitacionais, foram explicados
em termos de um éter. A explicacao de-
pendia da suposicao de que a pressao do
éter cresce com a distancia do centro da
terra, seja, como [C — % (C é uma cons-
tante)], de modo que a forca que pressiona
um corpo para a terra é mais forte do que
a dirigida para longe dela, o balanco dessas
forgas sendo o peso do corpo.

Neste artigo, é apresentada uma analise da teoria de
Maxwell. Seguindo os cdlculos de Maxwell, é possivel
identificar principios, fisicos e matematicos, nos quais
ele baseia o Eletromagnetismo. O principio fisico bésico
é a propriedades de elasticidade rotacional do éter. A
equacao de Ampere e a equacao de Faraday encontram
justificativa dentro do modelo: Aquela é a prépria elas-
ticidade rotacional; essa é deduzida. Embora a teoria
nao mais seja aceita em sua forma original, ela mos-
trou os problemas de uma teoria do Eletromagnetismo,
apontando onde buscar suas categorias; dentre os mais
importantes problemas deixados pela teoria esta o en-
tendimento da natureza da corrente elétrica e da con-
dutividade elétrica. A licao foi aprendida por uma
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geragao, os chamados maxwellianos.

Os célculos sao apresentados como Maxwell os fez,
nas mesmas seqiiéncias de passos (a menos que in-
dicado); porém, a notagdo é modernizada. Detalhes
dos célculoas sao apresentados nos apéndices; no texto,
indica-se os pontos chave dos argumentos que justificam
o calculo. Maxwell é sucinto e o baixo entendimento de
seus calculos tem levado a afirmativas equivocadas so-
bre Maxwell; um produto deste artigo é o detalhamento
dos célculos e dos argumentos invocados por Maxwell.2

2. O éter

Com o estabelecimento de que a luz é uma onda trans-
versal, o que se deu na década de 1810-1820, um tema
de pesquisa era a propriedade de um meio que respon-
desse por esse modo de propagacao [B]; fundamental-
mente, procurava-se um meio que fosse elastico e vi-
brasse transversalmente. A solucao veio com An Essay
Towards a Dynamical Theory of Crystalline Reflexion
and Refraction (1839) [@]; nesse artigo, MacCullagh
prop0s que o meio tivesse a propriedade de elasticidade
rotacional. Essa propriedade significa [B, p. 143], [@,
p. 156]: Se e é uma perturbagdo de um ponto do éter
e p uma constante magnética (similar a constante da
mola), entdo a energia potencial por unidade de vo-
lume, na situagdo em que o meio estd em seu estado
nao perturbado, é dada por (em notagao moderna)

1
o=-ulVxel;
2
em termos de coordenadas,

1
© = Sulejas (0acp) ejmn (Omen)] =
1
S €jap€imn (Daep) (Omen)] -

Maxwell foi, inicialmente, influenciado pelas linhas
de forca, introduzidas por Michael Faraday. Em Fara-
day’s Lines 0], ele imagina que essas linhas sejam linhas
de fluxo de um fluido, formando tubos de escoamento.
Essas linhas nao se cruzam, significando que o ntimero
de linhas em um volume se conserva; entao, o fluido é
nao compressivel e obedece a equacao da continuidade.

Maxwell nao acreditava em agao a distancia e, se-
guindo a idéia da similaridade de linha de forca com o
fluxo de um fluido, sup6s que um meio pudesse respon-
der, também, pelas forgas magnética e elétrica. Esse
fluido seria o mesmo éter de MacCullagh. E interes-
sante que o mesmo meio respondesse por fenémenos
até entao distintos, mas a idéia nao é tao original. Le-
onhard Euler ja havia considerado que o éter da luz é
a fonte de fendmenos elétricos. Talvez bons fisicos nao
gostem de multiplicar entidades!

2As traducdes de extratos dos textos originais foram feitas pelos autores.
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3. Modelo mecanico do magnetismo e
da eletricidade

3.1. Modelo de éter com elasticidade rotacio-
nal

Maxwell propde uma origem para o magnetismo [B,
p. 455]:

Supomos que o fenémeno do magnetismo
dependa da existéncia de tensoes na diregao
das linhas de forga, combinada com uma
pressao hidrostética; ou, em outras pala-
vras, uma pressao maior na regiao equa-
torial do que na dire¢ao axial. A préxima
questao é: Que explicacao mecanica pode-
mos dar para essa desigualdade de pressao
em um fluido ou meio em movimento? A
explicagdo que mais prontamente ocorre a
mente é que o excesso de pressao na diregao
equatorial surge da forga centrifuga dos
vértices [...] no meio, tendo seus eixos na
direcao paralela a das linhas de forca.

Os vortices formam um fluido. Em qualquer parte
do fluido [B, p. 455], esses vértices giram em torno de
eixos paralelos, no mesmo sentido, com velocidade an-
gular constante; mas ao passar de uma parte para outra
do campo, a direcao dos eixos, a velocidade de rotagao
e a densidade podem ser diferentes. Forcas centrifugas
acarretam uma pressao [B, proposicao II, p. 457], que
dé origem & forca magnética. A seguinte analogia estéd
implicada em todo o artigo do Maxwell

Grandeza Grandeza
hidrodinamica eletromagnética
velocidade do vértice: v H
vorticidade do fluido: V x v 47j

onde j é a corrente. A indugao é definida por B = pH,
onde p é uma grandeza magnética. A lei de Ampere
estd implicita na analogia e resulta da elasticidade ro-
tacional, expressa pela vorticidade do fluido; em hidro-
dinémica, vorticidade é definida por $V xv [B]. A lei de
Faraday vai ser demonstrada. O modelo ainda teria de
definir a natureza da corrente (j), o campo elétrico indu-
zido (E) e a natureza dos condutores; esses problemas
tiveram impacto na histéria do eletromagnetismo [H].

3.2. Origem da forgca magnética

O célculo da pressao, feito por Maxwell, é apresentado
no Apéndice 1. Modernizando a notagéo, as componen-
tes do tensor de tensao (stress tensor [8]) sao [B, férmula
(2), p. 457-458]

pii =

1 )
1 Hvivi = o (sem somar em 1),

1
pi; = Eﬂvﬂ}j:pﬁa
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onde v; é a componente ¢ da velocidade linear de
rotacao; p € uma constante relacionada a alguma pro-
priedade magnética; pg é uma pressao isotrépica. No
valor da pressao, deveria aparecer a densidade e nao,
uma grandeza magnética; Maxwell substitui a densi-
dade por ﬁ,u (Apéndice 1); o objetivo é escrever a lei
de Ampere como 47j = V x H.

Em hidrodindmica [B], a densidade de forca é a di-
vergéncia do tensor pressao; para facilitar a notagao,
denominando p; = Pist + piyj' + pizl%, a componente 1%
da for¢ca magnética é

_ Opia n Opiy n Opi.

i or dy 0z

EVpZ, ou ‘/—'.,: jpij-

Célculo direto das derivadas fornece [B, p. 458, fér-
mula (5)]

| P 19,
Fi= v Zj:%j(#”j) +§#£U -

1
. v X (VX V)] onente i -

De acordo com a analogia entre o magnetismo
e propriedades hidrodinamicas, a densidade da forca
magnética é

1 1 1
F...= —H(V.B)+ _—uVH?*+ — H) x B.
mag = 1 -H(V.B) + -y VH" + — (V x H) x
Para interpretar o primeiro termo, Maxwell define

V.B =41 m,

onde m é a densidade de matéria magnética; entdo [B,
p. 460]:

...sob a hipdtese de vértices molecula-
res, nosso primeiro termo fornece uma ex-
plicacao mecénica para a forga agindo nos
polos norte ou sul de um campo magnético.

O segundo termo, E%W,uVHz7 significa [B, p. 460-461]

Portanto, qualquer corpo colocado no
campo serd pressionado em dire¢do a cor-
pos de intensidade magnética mais intensa
com uma forga que depende, parcialmente,
de sua prépria capacidade para a inducgao
magnética e, parcialmente, da taxa de cres-
cimento do quadrado da intensidade.

A lei de Ampere é conseqiiéncia da prépria analogia,
de forma que o terceiro termo é: j x B.

Em resumo, um corpo em um campo magnético so-
fre a forga

1
F...=mH+ S—MVH2 +jxB.
Y5
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3.3. Origem da inducao elétrica

No modelo (Fig. 1), os vértices giram no mesmo
sentido. Ora, vOrtices contiguos girariam em sentido
contrario. Para girarem no mesmo sentido, Maxwell
imaginou pequenas esferas entre os vortices, as quais
funcionam como “rodas livres” (idle wheels); elas trans-
mitem o movimento de um vértice para outro e consti-
tuem a matéria elétrica.

Figura 1- Asrodas livres [B, placa VIII, Fig. 2]. Os “hexdgonos”
acima e abaixo de A-B representam os vortices de éter. As pe-
quenas esferas sao as “rodas livres”, colocadas entre os vortices;
elas formam a matéria da eletricidade.

Inicialmente, vortices e esferas estao em repouso. Se
houver um deslocamento das esferas, por exemplo, de
A para B (da esquerda para a direita), significa que
uma corrente comegou. KEsse movimento faz com que
os vértices g-h, acima de A-B, sejam colocados em mo-
vimento na dire¢ao oposta a do relégio (diregdo +).

Se as outras esferas sao livres para se mover, elas
giram no sentido dos ponteiros do relégio (considerado
—) e, ao mesmo tempo, transladam da direita para a
esquerda, em sentido oposto ao da corrente primaria,
formando uma corrente induzida [B, p. 477]. Se houver
resisténcia (elétrica) do meio, o movimento das esferas
causa a rotagao dos vortices k-l na direcao +, como
os vértices g-h, até que os vértices atinjam uma velo-
cidade tal que o movimento das particulas se reduza,
apenas, ao de rotacdo. O movimento das “rodas livres”
nao se da de maneira instantanea e sim, sequencial-
mente [B, p. 477):

Parece, pois, que os fenémenos da corrente
induzida sao parte do processo de comu-
nicac¢ao da velocidade rotatoria dos vortices
de uma parte do campo para outra.

Maxwell exemplifica a lei de Faraday na Fig. 2,
abaixo. Na figura, B é um anel circular, sobre o qual
é enrolado um fio. Se uma corrente passa no fio, um
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ima dentro do anel sera afetado, mas nenhum efeito
magnético ocorre em um ponto externo; assim, nenhum
efeito aparece em um iméa externo. Mas, se um condu-
tor, C, envolver o anel, como na figura, uma forga ele-
tromagnética atua no fio, quando a corrente variar e, se
o circuido fechar, haverd uma corrente em C' [B, p. 478]:

[Esse experimento mostra que] tudo que é
preciso [para produzir forga eletromotriz] é
que as linhas de forca passem através do cir-
cuito e que essas linhas de forga variem em
quantidade durante o experimento.

Figura 2 - Lei de Faraday. B, placa VIII, Fig. 3]. A figura mostra
um bobina por onde passa uma corrente (B) e um circuito (C),
envolvendo a bobina.

3.4. A natureza mecanica da corrente elétrica

Uma particula na superficie de um vértice tem velo-
cidade (linear) de rotacdo v. A normal & superficie é
n; entao, a componente da velocidade, paralela a su-
perficie é V| = VX n ou v = vsin (éngulo entre ¥ e ﬁ)
A velocidade de um ponto da superficie ¢, pois, u = v
ou [B, p. 469, férmula sem nimero]

u=v X n.

Essa porcao da superficie estd em contato com ou-
tro vértice. Uma camada de “rodas livres” entre os
vortices rola sem deslizar com uma velocidade, que
é a média das velocidades dos voértices que separam,
Wooda tivee = % (u; 4+ up), onde os indices 1 e 2 referem-
se, respectivamante, a dois vértices contiguos, vortice 1
e vortice 2 [B, p. 469, férmula (27)]

1 . .
Woda tivee = 3 [Vi X 7ty + Vo X fg] =

1[vl—vQ] xﬁzlAvfo,
2 2
pois as superficies sendo contiguas, a normal a um
vortice aponta para o interior do outro e resulta 17 =
—no = n. Em componentes

1

U; = ieiaﬁAvanﬁa (1)

1
Us = 5 [n.Av, —n,Av,], etc.
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Maxwell, agora, define: Se j, é o nimero de “rodas
livres” atravessando a unidade de area na unidade de
tempo na direcao x, entdo o momentum transferido na
direcdo x, pelas particulas no volume V é [B, p. 470,
férmula (28)]

jm :/ua:a-dsa:v

onde a integral é sobre todas as componentes x de par-
tes da superficie separando dois vortices e onde o é o
numero de “rodas livres” por unidade de area. Maxwell
nao justifica como chegou a essa expressao, mas ela
pode ser verificada por mera analise dimensional; hoje,
esse é um cdlculo padrao (Apéndice 2), que faz parte da
formagdo de um fisico. Apds integragio (Apéndice 2)

quantidade de particulas

1
=j=-0V xv
unidade de drea X unidade de tempo 2

Maxwell substitui ¢ por
Ampere seja valida; entao

%, de modo que a lei de

1
j=—V xv.
J 4n
O j calculado aqui é idéntico ao j que aparece no
terceiro termo de F,... Interpretando [B, p. 471]

Parece, portanto, que [...] uma corrente
elétrica é representada pela transferéncia de
particulas moveis interpostas entre vortices
vizinhos [...]. Supde-se que as particulas
rolem sem deslizar entre os vértices, [...] e
nao se tocam, de modo que enquanto per-
manecerem dentro de uma molécula, nao
hé perda de energia por resisténcia. Entre-
tanto, quando ha uma transferéncia geral
de particulas em uma direcao, elas devem
passar de uma molécula para outra e, ao
fazé-lo, experimentam resisténcia, de modo
a perder energia e gerar calor.

4. A lei de Faraday

Como a indugao estd associada ao movimento das “ro-
das livres”, Maxwell estuda como esse movimento afeta
o movimento dos vortices. Quando as “rodas livres” va-
riam sua energia, essa energia passa aos vértices como
energia cinética das particulas na superficie do vortice.
Entao, Maxwell calcula a variagao de energia do campo
(dos vortices) e das “rodas livres” e as iguala; como
conseqiiéncia, segue-se a lei de Faraday.

A energia do campo é cinética e, substituindo p por
+-, a densidade de energia ¢ [B, p. 475, férmula (51)]

1
U= 87#2; v

onde a escolha da constante vem da aplicagao a um caso
simples, ndo discutido neste artigo [B, p. 473, férmula
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(44)]; entao, sendo V' o volume, a energia é
U=UV = iu VY v}
8 - v

A variagdo local da energia é [B, p. 475, férmula (52)]

oU 1 dv; 1 ov
oy T @

A seguir, Maxwell calcula a poténcia transmitida
pelas “rodas livres”. Seja F,.. a forca por unidade de
“rodas livres” ou de matéria elétrica na superficie dos
vortices; eqiiivale, pois, ao campo elétrico, E. Como
cada “roda livre” toca dois vértices diferentes, nas ex-
tremidades de um diametro, a reagao é igualmente di-
vidida entre vortices e é —%Felec. Maxwell faz a den-
sidade superficial de “rodas livres” igual a ¢ = i;
entdo a (densidade de) forca transmitida a um voértice
é —ﬁch e a (densidade de) poténcia é [B, p. 474,
férmula (47)]

ou 1
E = 75 %Fclcc.u ds.

Expansao em série de Taylor, onde os indices 1 e 2
referem-se, respectivamente, a dois vértices contiguos,
vortice 1 e vortice 2

Fi = Fi (Po)+dre.VF; (Py) = Fi (Po)+(z14 — 72,) 04 F;
junto com a expressao da velocidade, Eq. (1)

1
u; = §€mﬁnaAvg,

permitem achar (Apéndice 3)
F dS——EA 0, f-——i (V x Foe)
elec- U - 2 ’Uﬂeﬁaz aY 1 T 47TV. elec) -

Entao [B, p. 475, férmula (50)]

oU 1

E = _EVV X Fclcc V. (3)

Igualando as Eqgs. (2) e (3), obtém-se [B, p. 475,
férmula (54)]

-V XxF,.= MO;—::. (4)

ou, lembrando que F,.. é a forca por quantidade de
“rodas livres” ou por unidade de matéria elétrica

OH
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4.1.

Michael Faraday reconhece que a indugao envolve um
“novo estado elétrico ou condi¢ao da matéria”, ao qual
deu o nome de “estado eletrotonico” [, p. 273], em

1831:

Maxwell explora a idéia de Faraday de um “estado

O estado eletrotonico e a lei de Faraday

60. Enquanto o fio estd sujeito a inducao,
seja eletro-voltaica seja magneto-elétrica,
parece estar em um estado peculiar. Pois
resiste a formacao de uma corrente nele,
enquanto que tal corrente seria produzida,
quando em sua condicao comum; e, quando
nao influenciado, tem o poder de originar
uma corrente, um poder que o fio ndo possui
em circunstancias comuns. Essa condigao
elétrica da matéria nao foi reconhecida,
até agora, mas ela provavelmente exerce
uma influéncia muito importante em mui-
tos, senao na maioria dos fenémenos pro-
duzidos por correntes de eletricidade. Por
razdes que aparecerao a seguir (71), apds
aconselhamento com amigos doutos, eu me
aventurei a chama-la de estado eletrotonico.

71. Esse peculiar estado parece ser um
estado de tensao e pode ser considerado
equiivalente a uma corrente de eletricidade,
pelo menos igual aquela produzida, seja
quando a condigdo é induzida ou [seja
quando] destruida. A corrente gerada, en-
tretanto, no inicio ou no término, nao é
para ser considerada uma medida do grau
de tensao que o estado eletrotonico atingiu.

eletroténico” [, p. 166]:

Quando um condutor se move na vizi-
nhanca de uma corrente de eletricidade
ou de um ima ou quando uma corrente
ou ima préximos ao condutor se movem
préximos ao condutor, ou alteram a inten-
sidade, entao uma forca atua no condutor
e produz tensao elétrica ou uma corrente
continua, conforme o circuito seja aberto ou
fechado. Essa corrente é produzida somente
por mudancgas dos fenomenos elétrico ou
magnético em volta do condutor e, na me-
dida em que esses [fen6menos| permanegam
constante, nao hé efeito observado no con-
dutor. Ainda assim, o condutor estd em es-
tados diferentes, tanto quando perto de uma
corrente ou ima como quando [for] afastado
de sua influéncia, pois a remocao ou des-
truigao da corrente ou do ima ocasiona uma
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corrente, a qual nao existiria se o ima ou
a corrente nao tivessem estado previamente
em acgao. Esse tipo de consideracao levou
o Professor Faraday a conectar sua desco-
berta da indugao de correntes elétricas a
concepgao de um estado no qual todos os
corpos sao colocados pela presenca de imas
ou correntes. Esse estado nao se manifesta
por algum fenomeno, na medida em que
ele permaneca impertubdvel, mas qualquer
mudanca nesse estado é indicada por uma

corrente ou tendéncia a uma corrente.

esse estado, ele deu o nome de “estado ele-
trotonico” e, embora ele tenha, posterior-
mente, tido sucesso em explicar o fenémeno
que o sugeriu [ao estado eletrotonico] por
meio de concepgdes menos hipotéticas, em
varias ocasioes ele sugeriu a probabilidade
de que algum fenomeno possa ser desco-
berto, o qual tornaria o estado eletrotonico

0 objeto de indugao legitima.

Maxwell identifica o “estado eletrotonico”.

auséncia de “matéria magnética”

VB=4rm=0

uwv =-V x A.
Derivando,
ov 0A
Wor =Y o

ou, usando a lei de Faraday, na Eq. (4) acima

A
-V xF,.=-Vx —a =
ot
0A
V X |Faee — — 1| =0.
X |: elec at}
A solucao é
0A
Fo.=—+Vo.
clec = 5 +

Inicialmente, porém, Maxwell escreve apenas

0A

Foo= —
elec at I

= B=-VxA ou

Na

e sO posteriormente, embora ainda no mesmo artigo, ele

adiciona o gradiente.

E possivel, agora, identificar o “estado eletrotonico”

@, p. 476]:

[...] eu apresentei razoes para considerar as
quantidades, [A;], [Ay], [A.] como partes
resolvidas [componentes] daquilo que Fara-
day conjeturou existir e chamou de estado

eletrotonico.
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4.2. A forga eletromotriz em um corpo em mo-
vimento

A variacao de velocidade de um vértice é devida a forga
eletromotriz, pela Lei de Faraday, u% = -V x F,...
Porém, se — além de sua rotagao em torno de um eixo,
que responde pelos efeitos magnéticos — o vortice tem
um movimento, que causa uma deformacao ou mudanga
de posigao, a variagao de velocidade deve ter um termo
que responda por esses efeitos. Apds longo cédlculo
(Apéndice 4), Maxwell demonstra que esse termo é [B,
p. 481, férmula (68)]

ov = (v.V)dr,
ou, em termos de componentes,
0v; = (V00n) 0,

onde dz; é variacao do vértice devida & deformagao ou
movimento. Entao, se w = ‘;—‘; for a velocidade com que
se da a deformagao

ov
S (v.V)w.

Entao [B, p. 481, férmula (69)]

dv 1
E = —;V X Felec + (VV) Ww.

Por outro lado, a derivada convectiva, devida ao movi-
mento w, é [B, p. 481, férmula (70)]

dv ov
Igualando
1
— ;V XFoee + (v.V)w=(w.V)v+ % (5)

Agrupando termos

1 ov
;V X Foee + i (v.V)w — (w.V)v.

O leitor moderno reconhece a expressao do célculo ve-
torial

Vx(wxv)=wVv—-—vVw+ v.V)w— (w.V)v;

no caso em que [B, p. 482, férmula (72)] V.v = V.H =
0 (auséncia de matéria magnética) e em que [B, p. 481,
férmula (71)] V.w = 0 (fluido incompressivel), a ex-
pressao se torna

Vx(wxv)=(v.V)w— (w.V)v.

Maxwell nao invoca a expressao do célculo vetorial;
como trabalha diretamente com componentes, ele es-
creve (5) para a componente = e abre as derivadas,
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usando a férmula de derivagao de um produto, jun-
tamente com as condigoes de auséncia de matéria
magnética e incomprensibilidade. O resultado é o
mesmo [B, p. 482, férmula (73)]

1 ov
—VXFoe+—=VX(wxXV). (6)
u ot

Essa expressao pode ser re-escrita usando potenci-
ais, como feito por Maxwell [B, p. 482]. Usando que,
na auséncia de matéria magnética, V.B = 0 [B, p. 482,
férmula (74)]

B=-VxA, ou uwv=—-VxA.

Derivando [B, p. 482, férmula (75)]

ov 1 0A

o u Car
Colocando esse valor na Eq. (6)

VxFelec—Vx%—?:Vx(wxpv),

ou [B, p. 482, férmula (76)]

A
V x [Felec— (8& +w></w>} =0.

A solugao é (B, p. 482, férmula (77)]

O0A
Fo. — (8t +w X MV> =-Vo,

0A
Felec =WwWX /,LV+ E _V¢7

ou, em termos de B:

FQIQC:WXBJra—A—V(I).
ot
A interpretagao dessa expressao é a seguinte [B, p. 482]:
O primeiro termo é o efeito devido ao movimento em
um campo magnético; o segundo termo é a mudanca no
estado eletrotonico produzido por alteracoes da posicao
ou da intensidade de imas ou correntes no campo; o ter-
ceiro é a tensao elétrica no campo.

“Modernizando” a expressao, ela coincide com o
que, hoje, se chama forca de Lorentz em um corpo car-
regado em movimento (onde ¢ é a carga do corpo), es-
crita no sistema CGS [[]:

1
E = E 000 + =W X B,
q

onde

A
67 - Vq) = qustético'

F..=qE
elec — qLU, € ot
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5. A corrente de deslocamento

Maxwell assim descreve a diferenga entre um condutor
e um dielétrico [, p. 490-491)):

Aqui temos duas qualidades independentes
dos corpos, uma pela qual eles permitem
a passagem de eletricidade através deles e
outra, pela qual eles permitem que a agao
elétrica seja transmitida através deles, mas
sem permitir a passagem da eletricidade.

Um corpo condutor pode ser comparado a
uma membrana porosa que opdoe maior ou
menor resisténcia a passagem de um fluido,
enquanto um dielétrico é como uma mem-
brana eldstica que pode ser impermeavel ao
fluido, mas transmite a pressao do fluido em
um lado ao [fluido] no outro.

Quando age em um condutor, a forga mo-
triz produz uma corrente que, ao encontrar
resisténcia, ocasiona uma transformacao in-
termitente de energia elétrica em calor, a
qual é incapaz de ser armazenada, de novo,
como energia elétrica por reversao do pro-
cesso.

A forga eletromotriz agindo em um
dielétrico produz um estado de polarizagao
de suas partes, similar em distribuicao a
polaridade de particulas de ferro sob a in-
fluéncia de um ima e, como a polarizagao
magnética, capaz de ser descrita como um
estado no qual cada particula tem seu pdlo
em condigoes opostas.

Em um dielétrico sob induc¢ao, pode-se con-
ceber que a eletricidade em cada molécula
esteja tao deslocada que um lado se torna
positivamente elétrico e o outro, negativa-
mente elétrico, [e conceber que] a eletri-
cidade permaneca inteiramente conectada
com a molécula e nao passe de uma molécula
para outra.

O efeito dessa acdo na massa inteira do
dielétrico é produzir um deslocamento ge-
ral da eletricidade em uma certa diregao.
Esse deslocamento nao se torna uma cor-
rente, pois, quando atinge certo valor, fica
constante, mas é o comego de uma cor-
rente e suas variagoes constituem correntes
na diregao positiva ou negativa, dependendo
se o deslocamento cresce ou decresce.

De acordo com o texto de Maxwell, acima, existe
uma corrente — a corrente de deslocamento — devida
a intermiténcia do deslocamento, A; portanto, por de-
finicao
oA
Jdcslocan)cnto - 8t .

.
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7

A definigdo de “deslocamento” é apresentada de forma
mais sucinta na Ref. [B, p. 554]

Deslocamento elétrico consiste na eletri-
ficacao oposta dos lados de uma molécula
ou particula de um corpo que pode ou nao
ser acompanhada de transmissao através do
corpo.

Por outro lado, a forca eletromotriz por unidade de
“rodas livres” é definida como proporcional ao desloca-
mento (talvez por ser eldstica)

F... = —4me? A,

elec

onde € é um coeficiente que depende da natureza do
dielétrico. Entao
1 a:E‘elec
4dre? Ot

ou, como F,. é for¢a por unidade de “rodas livres”:

1 OE
Amwe? 8t

.
Jdeslocamento —

Jdcslocanlcnto -

6. As equacgoes do eletromagnetismo

Somente em 1864, em A dynamical theory of the ele-
tromagnetic field (3], Maxwell reune esses resultados
em um conjunto de equagoes para o eletromagnetismo.
Nesse artigo, ele apresenta uma descri¢ao macroscopica
do eletromagnetismo, o que nao significa que tenha
abandonado suas idéias anteriores. As equagoes sao [B,
p. 534 e p. 562]

(A) Relacdo entre deslocamento elétrico, corrente
real, e corrente total, composta por ambas

. OX
corrente total: J=j+ =
i+ 3 1 aFclcc
'] -]dcslocamcnto - J 47]'62 8t

(B) Relagao entre as linhas de for¢a magnética e os
coeficientes de indugao de um circuito

forca magnética: V.B=0ouB =V x A =pH

(C) Relagao entre a intensidade de uma corrente e
seus efeitos magnéticos, de acordo com o sistema ele-
tromagnético de medida

corrente elétrica: VxH=J=j+]

deslocamento

(D) Valor da forc¢a eletromotriz em um corpo, a qual
resulta do movimento do corpo no campo, da alteracao
do préprio campo e da variagao do potencial de uma
parte do campo a outra

forga electromotriz: F...=wx B — o Vo
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(E) Relacao entre o deslocamento elétrico e a forga trouxe um problema [[3, p. 453-458], descrito a seguir,
eletromotriz que o produz como formulado em [@, p. 142-150]. Dielétricos pos-
suem elasticidade do éter, de modo que VxH = j # 0,
porém condutores nao tém elasticidade rotacional e
V x H = 0. Como entender a propagacgao de eletri-
cidade em um circuito? Pela lei de Ampere, em torno

da seccao do fio deveria valer fc Hdl =1 onde[ éa
resisténcia elétrica: F,... = o j (conductores) corrente; mas em condutores fc H.dl = 0; trocando H
por E, como fez Larmor, o leitor moderno reconhece o
argumento usado, hoje, para introduzir a corrente de
deslocamento. Larmor resolve o problema [[3, p. 453-
458], [@, p. 142-150], postulando que o éter sofre uma
ruptura de elasticidade em volta do condutor, de modo

elasticidade elétrica: F, .. = kA

(F) Relagdo entre uma corrente elétrica e a forca
eletromotriz que a produz

(G) Relagao entre a quantidade de eletricidade livre
em um ponto e o deslocamento elétrico na vizinhaga

equacao da eletricidade livre: V.A =e

(H) Relacao entre o cescimento ou diminui¢do de a formar “tubos” de escoamento com elasticidade ro-
eletricidade livre e as correntes elétricas na vizinhanga tacional, em torno dos quais a circulacao é nao nula.
ap A solugao de Larmor sofre uma critica de Kelvin [[A]:

+V.ji=0 A forga entre dois de tais tubos de escoamento tem si-
nal diferente da forga entre dois fios, dada pela lei de
Ampere [, p. 291-293], [3, p. 504-508]. Na procura de
uma solugao para o problema, Larmor — sempre gui-
ado por FitzGerald — abandonou o modelo e colocou
pontos de elasticidade ou centros de rotacional na su-
peficie dos tubos — os elétrons [3, p. 455]. Esse elétron
tedrico nao necessariamente foi considerado como parte
integrante da matéria ou do atomo [B,[H]. A histéria
que se segue é longa [[3].

equacao da continuidade: 9

7. Um cadaver no armadrio (a condugao)

O trabalho de Maxwell influenciou uma geragao, que in-
cluiu George Francis Fitzgerald, Joseph Larmor, Oliver
Lodge, Oliver Heaviside, Joseph John Thomson. Fitz-
gerald e Lodge desenvolveram modelos mecanicos para
o éter ).

A corrente de deslocamento era justificada no mo-
delo, mas nao a condugao de eletricidade, o j [@]. Isso

J

Apéndices
1: Calculo das pressoes

Inicialmente, Maxwell supoe vértices circulares e homogéneos, girando com a mesma velocidade angular, em torno
de eixos paralelos [B, p. 456]. A pressao radial, perpendicular ao eixo, é dada pela for¢a centrifuga em uma superficie
do éter, S, perpendicular ao raio do circulo (r). A velocidade tangencial ndo é constante: rw = v; a pressdo na
circunferéncia é

2 2
forca centrifuga: 6F = poV Ca— porésS Lk (onde 0V = 014S)
r T
2 2
pressdo na face 6S: dp, = oF = por v porr? g pw? rér
) r r

Integrando, acha-se a pressao na circunferéncia [B, p. 456, férmula sem nimero] p, = pj + fw?r? = pj + Sv?, onde
Py € uma pressao no eixo. Maxwell introduz, ainda, uma pressdo média no eixo, devida a ndo uniformidade da
. . . . ;1 1,,2) _ 1,2 — o 12
velocidade ao longo do raio [B, p. 456, férmula sem ntimero] p,, —py = 3 (0 + 5pv ) = 7pv°, logo pp, = py + g pv°.
No eixo atuam, pois, a pressao centrifuga e uma pressao média: p, —p, = 3 pv2. Postos lado a lado, os vértices
formam um fluido que exerce a pressao p = ipvQ. Se os vortices nao sao circulares e se as velocidades angulares
e densidades nao sao uniformes, mas variam igualmente para cada vértice, o resultado é generalizado: p = Cpv?,
onde C' depende da distribuicdo da velocidade angular e da densidade. Maxwell substitui Cp por {=, de modo
o B2

que [@, p. 457): p = f=v°.
As componentes da pressao (tensor stress) exercida pelo meio, paralelamente aos planos coordenados, parecem

ser originadas dos efeitos centrifugos
1
Dij = fm/wivj = Pji-

As componentes perpendiculares aos planos, paralelas aos eixos, parecem ser uma generalizacdo; Maxwell inicia o
capitulo com uma andlise dimensional elementar, mostrando que pressao é proporcional a pv?, o que legitima a
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analogia; entao
1

pii = — i —po, (sem somar em )
47
onde py é uma pressao hidrostatica isotrépica, introduzida talvez para opor a um achatamento ao longo dos eixos,
efeito para o qual Maxwell chama atengao [B, p. 457].
2: Caélculo da quantidade de rodas livres transferidas através da unidade de area na diregao €; na

unidade de tempo

Seja €; qualquer uma das diregoes 7, j e k. As particulas que cruzam a drea normal a €; no tempo &t sao aquelas
contidas no cilindro de volume (udt) .€; dS; (sem somar em ¢). Entdo, se p é a densidade de matéria elétrica

pll.éi dSZ ot (sem soma em i)

massa de matéria elétrica através de dS; = dS;¢; (sem soma em i) em 8t

massa de matéria elétrica através de dS;

= pu.eAZ dSZ = puldsz (sem soma em i)

unidade de tempo

massa de matéria elétrica através da superficie separando dois vértices, movendo na diregao é;
= P Uj dSZ,
unidade de tempo Z Sl

onde > S; indica que a soma é sobre todas as superficies S;. Ora, por defini¢do

massa de matéria elétrica transferida na diregao €;

Ji= unidade de area x unidade de tempo

ji X drea = j{ pu; dSq;
-8

notando que p tem unidades de
férmula (28)]

onde o é a densidade superficial de matéria elétrica, obtém-se [B, p. 470,

j¢V:j{ g U; dSl
S

o
distancia’

Calculo da integral

Substituir u; pelo seu valor, (1) acima, u; = %emgnaAvg e expandir em série de Taylor, em torno de P, onde 1 e 2
referem-se, respectivamente, a dois vortices contiguos, vortice 1 e vortice 2

Avg = (T1y — T2y) [Oyv5]p

1
%Z s u; dS; XZ: ?{91 iﬁiaﬁna (17 — T25) [6"/1)13]P ds;
1
= Cap [B’Yvﬂ]P Z ?2 na (17 = 727) S

1 1
= e [awvﬁ]pZ/v AVi Do (21 — 224) = o CiaB [0yv8] p Sary Z/dVi

1 1 1
= S€ias [0398] pdar D Vi = S€iap [0avs]p V =5 (VX V) (P)leomponene + V
3: Poténcia transmitida pelas rodas livres
Usando a notagao das seccoes 3.3 e 3.4
]:i = ./—"Z (Po) + dI‘sz (Po) = -FZ (Po) + (xlfy — IQ»Y) 67}}
1
u; = €iagNaAvg

2
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obtém-se

1 1
%Felec.u dsS = ?{(mm — T2y) 87.7:1-§emgnaAvg ds = iﬁmﬁAU,@&y]“i 7{ (14 — T24) NadS

1 1
—5AU565M&Y}} /dV Oa (T1y — T2y) = —5AU565M&Y}}5Q7

1
= —§Avgegm-8a]:i

4: Variacao da velocidade dos vértices
Variagao da velocidade por translagao infinitesimal da superficie do vértice

Para deformar ou mover as faces de um cubo infinitesimal do vértice, um trabalho tem de ser realizado contra as
pressoes calculadas no Apéndice 1. Entao, usando os valores das pressoes do Apéndice 1

trabalho para mover a face yz de dx: forga X dx = [pg, X drea] x 0z = —ﬁvi yzox
trabalho para mover a face xz de dy: forca x dy = [py, X drea] x dy = —ﬁvi 20y
trabalho para mover a face xy de dz: forga x dz = [p,, X drea] x dz = —ﬁv? xydz

Entao [B, p. 479, férmula (59)]
OW =po 6V — f (viyzéz + vzxzéy + vizydz)
7r

Uma particula na face do cubo tem uma velocidade linear de rotagao v, de modo que a resisténcia a deformacao
resulta em [B, p. 479, férmula (60)]

75T = iviévi V
47

Conservagao da energia

0 = —6W
ﬁ (V2005 + vydvy +v00.] zyz = +ﬁ (v2yzéz + vimzéy + vizydz)
5 0 )
V0V + Vy0vy + v 0V, = vi—x + vi—y + vz—z
' x Yy z

ou [B, p. 480, férmula (61)]

(S.’L‘i .
Z’Ui ((51)z — Uy T ) = O,

. 7
7
como os v;’s sdo independentes, a soma é zero s6 se [B, p. 480, férmula (62)]

lszl:i
T4

OransVi = Vg para todo i (sem somar em in ) (7)

Variagao da velocidade por rotagao infinitesimal da superficie do vértice

Por uma rotagdo infinitesimal que transforma {z,y, z} em {z', ¢, 2’}
0x = +1yfs — 205 oy = —xb3 + 264 0z = +xbs — yb:

ou
6rotxi = _€iaﬂ9ax,8

Essa é, também, a lei de transformagcao de vetores por rotagoes infinitesimais, de modo que, se a velocidade gira
em torno do eixo 7 [B, p. 480, férmula (63)]

0,00V = —€3080003 (8)
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Transformacao de vetores

Sejam &;;, i,j = 1,2,3, os elementos da matriz da transformacao linear de {x,y, z} em {2’,3/,2'}.

A transformacao direta é x} = &;,24 Ou

! = <%’.i)x+ (ﬁ’.A’)er <5’.f€>z££11z+£12y+§132
y = (J/Z) z + (3' ) y+ (5' k) 2 = €217 + §22y + §232
7 = (l;:’.i) z + (]}’ ) y+ (1%' fﬂ) z = €310 + €32y + €332

A transformagdo inversa é x; = =/ £,; ou

(il%) =&’ + €y + 317

(5 K ) 2’ = E1oa’ + Loy + €327

<
Il
YounY
<o
=2
S—
H\
Jr
~
S S
. ‘Q) >
\_/
+ T+

(ff E ) 2 = &13x’ + €23y’ + £337

Caso particular da velocidade

Dias e Morais

Um vetor é, por definicao, uma grandeza que varia de acordo com essas transformacoes. Portanto, a transformagao

da velocidade é [B, p. 481, férmula (65)]

U; = giozvoz;
a transformacao inversa é

Vi = gaivla

No caso de rotagoes infinitesimais, obtém-se a Eq. (8)

0,0tVi = —€iajBav; onde a matriz da transformacao é: &5 = —€qjba

ij
No caso das translacoes infinitesimais
0o

OiransVs = iV onde, de (7): dv, = 2v, (sem somar em «)

T

OeransVi = Eaiovl, onde, de (7): dv, = LI (sem somar em «)

zl, o
Portanto
= Xttt = St
trans at @
A
ou, usando a Eq. (9)

trans Z gazgaﬂ
Sx!

Usando a notagdo ¢/, = == (o que Maxwell nédo faz), a matriz da transformagéo é:

Ty,
megwc

Caso particular da posicao

As coordenadas também se transformam como nas Egs. (10) e (12)

0o i = +€iajla; e

Z €aiaiCh

(9)
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Caso particular do gradiente da posicao
Calculando derivadas na Eq. (13):
08 (0,i) = —0p(+€iajbat;) = —€iapba = +€igaba
95 (Srane:) Zsmgwc (9p;) mefa/iC

Somando, obtém-se as 9 componentes do gradiente, 0g (02;) = 93 (0,0¢%i) + 08 (diransTi), em termos das quantidades
independentes [B, p. 480] ¢! = (transla(;ao 3 quantidades), 0; (rotacdo: 3 quantidades) e 3 cossenos diretores [B,
p. 481, férmula (64)]

a §.T1 mefaﬁf +€2ﬁo¢ «@ (14)

Transformagao geral da velocidade

A deformacdo mais geral é uma translagdo da superficie junto com uma rotacdo. Entdo: v = 0,0,V + OyansV.
Portanto, a transformacao mais geral de v; é,

0v; = £ai0V), — €iapbavp

ou, abrindo a expressao [, p. 481, férmula (66)]

dv1 = €116V] + €210vh + €310v5 + v300 — va03
dva = &€126vV] + E220vh + E320v5 — v103 + v361
SJvg = €136V] + E230vh + E330v5 + v102 — vab

Usando a Eq. (7), obtém-se a soma das Egs. (11) e (8)

dv; = <Z i oz,

o,/
; ’Ua> — emg@avg
'TO(

ou, abrindo a expressao [B, p. 481, férmula (67)]

oz’ oy’ oz

So1 = vy 4 envh L 510l 4 v302 — 203
T y z
ox’ oy’ oz

dvg = £12v) - + 5221)&?7'7{ + 5321}&7/ —v103 +v361
6 &y’ 5

vy = 5131)1 + €a3vh —— y + 533113 + v162 — v261

Usando a Eq. (9), obtém-se a soma das Eqs. (12) e (8)

<Z Eai—F gaﬂ“ﬁ) - Giaﬁeoﬂ/b’

ou, abrindo a expressao

sx’ 5y’ 6z’
vy = 7511 [€11v1 + €12v2 + E13vs] + 7521 [£21v1 + €202 + E23v3] + 7531 [€31v1 + £32v2 + €3303)
+  wzfa — val3
dvy = ]+ 522 [ [€31v1 + 3202 + £3303]
— 103 +v36;
sz’ sy’ 6z’
vz = 7513 [€11v1 + E12v2 + E13v3] + ?523 [E21v1 + 2202 + Eazvs] + 7533 [€31v1 + €32v2 + E3303]

+  wifz —v26,

Agrupando termos, obtém-se o resultado final

ov; = V3 l(z ﬁaiiaﬁé};) + eiﬁaea‘| (15)



3601-14 Dias e Morais
ou, abrindo a expressao
5y’ 52" ox’ 6y' 52'
dvi = un [511511 + 521521 + &31831— } + va [511512 + 521522 + 531532 - 93]
y/ 6Z/
+ w3 [51151 + &31€3 }
/ z’ ’ 6z
dvy = vy [51251 — + 532531* — 93} + v2 [512512 + 522522 + &32832—- ]
6 ’
+ w3 [ v +§32E33*+91]
/
dvy = w1 [5135117 + 523521 y + 5335317 + 92] + v2 [5135127 +§23§22 " + 5335327 - 91}
z
+  vs [ }

Falta entender o significado da Eq. (1

0v; = (vgdg) dx;,
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