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Geragoes de fisicos e engenheiros tém se utilizado das transformadas, principalmente da transformada de La-
place, como atalhos para solugao de problemas e para estudo de fenémenos transitérios e permanentes. Mas seria
a transformada de Laplace mesmo de Laplace? Mais do que simplesmente uma técnica, a historia que permeia
seu desenvolvimento pode ser vista como uma verdadeira saga de quase 200 anos. Seu nome rende homenagens
ao grande matemdtico francés Pierre-Simon de Laplace, mas isso ndo é tudo. Na tentativa de responder a esta
questao e estimular o interesse pelo estudo das técnicas de transformacao em geral, sdo apresentados alguns
tracos histéricos e inovagoes que fizeram dessa extraordindria ferramenta uma verdadeira obra de engenharia.
Palavras-chave: transformada de Laplace, histéria da fisica, educacao superior.

Generations of physicists and engineers have been using the mathematical transforms, especially the Laplace
transform, as a short-cut to solve countless problems and to study transient and steady-state phenomena. Howe-
ver, it is the Laplace transform really Laplace’s? Its history could be viewed as a truly 200 year-old saga. Its
name pays homage to the great french mathematician Pierre-Simon de Laplace, but that is not all. In attempt
to answer this question and stimulate the interest on topics concerned to transform techniques, a historic ap-
proach is presented showing some technical innovations that made out of this extraordinary tool a real work of

engineering.

Keywords: Laplace transform, history of physics, higher education.

1. Introducgao

A transformada de Laplace é amplamente conhecida
e utilizada, principalmente nas ciéncias exatas e en-
genharias.  Encarada como um “ritual de passa-
gem” pelos estudantes de graduacao, ela pode ser
usada para andlise de sistemas lineares invariantes
no tempo, tais como circuitos elétricos, osciladores
harmonicos, dispositivos 6pticos e sistema mecanicos.
Nessas aplicacoes costuma-se interpreta-la como trans-
formacoes do dominio do tempo para o dominio de
frequéncias. A vantagem mais interessante desta trans-
formacao é que as integracoes e derivagoes tornam-se
multiplicagoes e divisoes. Ela permite fazer a resolucao
de equagoes diferenciais em forma de equagoes polino-
miais, que s20 muito mais simples de resolver.

1.1. A transformada é de fato de Laplace?

Pelo menos em teoria, todo sistema fisico pode ser des-
crito por meio de uma ou mais equagoes diferenciais
que representam com precisao ou, pelo menos, razoa-

1E-mail: tonidandel@ufmg.br.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

velmente bem a dinadmica do sistema. Rigorosamente,
uma equacao diferencial é uma equagao que possui de-
rivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis depen-
dentes em relagao a uma ou mais varidveis independen-
tes. Estas equagoes podem ser obtidas através das leis
fisicas que regem o comportamento do sistema, como
as leis de Newton para sistemas mecanicos ou as leis de
Kirchhoff para sistemas elétricos. Para sistemas line-
ares e invariantes no tempo as equagoes sao ordinarias
e podem ser analisadas por meio de alguma técnica de
transformacao, como a transformada de Laplace, que
tem a propriedade de transformar uma equacao dife-
rencial ordindria em equacao algébrica, ou uma equagao
diferencial parcial em ordinaria.

E mais do que natural pensar que seu nome deva-se
ao grande matematico e astronomo francés, marqués da
corte de Napoleao Bonaparte, Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827). Contudo, a transformada de Laplace se-
ria mesmo de Laplace? A resposta para esta pergunta,
por mais 6bvia que pareca, nao é tao simples. Em ver-
dade, sua histéria é uma verdadeira saga de quase 200
anos, recheada de inovacoes empolgantes, disputas e
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mal-entendidos, que remonta aos primeiros trabalhos
do matemadtico suico Leonhard Euler (1707-1783) em
1737 e Laplace em 1774, passando por nomes como Jo-
seph Louis Lagrange (1736-1813) e o conterraneo de La-
place, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), j4 no século
XIX [1].

Laplace certamente desenvolveu as bases da te-
oria nascente e propiciou grandes contribuigoes em
funcoes especiais, teoria das probabilidades, astronomia
e mecénica celeste. A transformada de Laplace F(s) de
uma fungao causal? f(t) é definida pela Eq. ()

L{f(t)}=F(s) = 7°f (t)dt | (1)

em que s = 0 + tw é uma variavel do plano complexo
e a notacao “L{}” é um operador linear que significa
“transformada de Laplace de”. O termo exponencial é
o chamado kernel ou nicleo da transformacao.

Historicamente, o desenvolvimento das técnicas de
transformacdo comega com a procura por solugoes de
certos tipos de equagoes diferenciais na forma de inte-
grais reais definidas [0 que mais tarde acabou nao se
verificando, pois as transformadas em sua maioria sao
integrais de contorno em um plano complexo]. Esta
busca comega com Euler, que considera transformagoes
do tipo (B), similares a versao moderna da transformada
de Laplace [2]

b
y(u) = / KR P(z)d, (2)

a

para resolver uma equacao linear de segunda ordem com
coeficientes varidveis da forma

L(u)@ + M(u)%

du2 T Ny = Ra)eXWD, - (3)

que aplicada na Eq. (B) leva a uma solugao na forma
de integral definida do tipo

u2

y(z) = /e“wV(u)du. (4)

Somente em 1779, FEuler considera a solugao de
equagoes diferenciais parciais. Mas, como Laplace entra
nesta histéria? Apds os primeiros trabalhos de Euler,
Lagrange fez uso [com algumas adaptacoes] das inte-
grais de Fuler no estudo da teoria das probabilidades
que, por sua vez, viriam a influenciar o marqués de
Laplace. Apos 1774, Laplace escreveu varios artigos so-
bre o assunto, incorporando os resultados em 1812, em
seu Théorie Analytique des probabilités. No artigo de
1779 [3], quando estudava o problema da interpolagao,
Laplace apresenta a nocao de funcao geratriz de uma
sequéncia:

2Uma funcgio f(t) é dita causal se f(t) = 0 para todo t < 0.
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u(t) = Zy””tf”. (5)
=0

Se y,. for definido para todo =z > 0, a equagao pode
ser rescrita como

u(t) = | y*t*dzx, (6)
/

o que mostra que ja a esta época, Laplace escre-
via a transformacgao de uma forma préxima a atual.
Hoje ela ainda é utilizada para resolver certos tipos de
equagoes diferenciais e é conhecida como transformacao
de Mellin. As investigacoes de Laplace no problema da
interpolacao parecem ter sugerido o estudo de formas
similares & Eq. (), por ter obtido algumas solugées na
forma exponencial [4]. Contudo, o desenvolvimento do
que os estudantes conhecem hoje como “transformada
de Laplace” nao termina por ai.

1.2. Reinvencgao da transformada

O desenvolvimento da transformada de Laplace deve-se
a muitos nomes além do préprio Laplace, como Cauchy,
por seus trabalhos em céalculos de residuos e exploracoes
em métodos simboélicos (utilizando operadores diferen-
ciais). Importante ressaltar que um grande contri-
buto para que a teoria pudesse se tornar um método
vidavel para solugao de problemas praticos foi dado pelo
intrépido e obscuro inglés Oliver Heaviside (1850-1925).
Heaviside, homem simples e sem instrucao formal, foi
uma das tragicas figuras da ciéncia, ao mesmo tempo
amado e odiado por homens de ciéncia do seu tempo.
Seu peculiar modo de trabalho, que chamava de “ma-
temdatica experimental” e seu estilo debochado cau-
saram a ele muitos embaragos. Com o inestimével
auxilio de G.F. Fitzgerald e O.J. Lodge [5], Heaviside
contribuiu para formalizar a teoria eletromagnética de
Maxwell — que originalmente totalizava 38 equagoes, em
apenas 4 equagoes fundamentais — e contribuiu para que
o calculo vetorial se firmasse como ferramenta basica do
eletromagnetismo, em oposicao a teoria dos quaterni-
ons de Hamilton. Também foi quem primeiro resolveu
o problema da onda viajante em uma linha de trans-
missao sem distorgbes, o que tornou possivel a comu-
nicagao transatlantica de telégrafos. Em fisica, foi o
primeiro a teorizar a existéncia de uma camada condu-
tiva na atmosfera (ionosfera ou camada de Heaviside-
Kennely), que permite que uma onda eletromagnética
viaje segundo a curvatura da Terra. Foi também quem
sugeriu que uma carga elétrica em movimento aumenta
sua massa com o aumento da velocidade (uma das pre-
missas da teoria da relatividade). Chegou inclusive a
prever a propriedade da supercondutividade nos mate-
riais.
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2. Redescobrindo a transformada

2.1. O calculo operacional

Durante o tdltimo quarto do século XIX, Heaviside es-
creveu para modesta revista de técnicos em eletrici-
dade, chamada The Electrician (O eletricista, poste-
riormente compilados nos FElectrical Papers de 1892)
[6], sobre uma técnica que havia desenvolvido e cha-
mado de célculo operacional. Tal técnica era, em alto
e bom som, nada menos que a transformada de La-
place, de maneira préxima como a conhecida atual-
mente, inclusive com a nogao de operadores lineares.
A diferenca era que, até entdo, o calculo operacional
tratava de fungoes apenas no dominio do tempo. Nao
se tinha ainda a nocao de “dominio da frequéncia’ e
“dominio do tempo”, que foram incorporados posteri-
ormente. Mas como ele procedeu? A melhor forma de
entender o método de Heaviside é, sem duvida, com
um exemplo pratico, em consonancia com seu peculiar
método de trabalho.

2.2. Fazendo matemaética experimental

Considere um circuito composto por um resistor e
um indutor (RL) alimentado por uma fonte de tensao
e = E.H(t), onde H(t) é a fungao de Heaviside, que
muito mais tarde ficou conhecida como fungao degrau
unitdrio. Esta fungdo, que foi criacdo de Heaviside [7],
pode ser expressa como

O0set<0
H(t)_{lset>0 (7)
e é ilustrada na Fig. 1.
4 H()
1 @
1 1

Figura 1 - Fungao degrau unitario ou fungdo de Heaviside.

Aplicando a lei de Kirchhoff das tensoes no circuito
da Fig. 2, tem-se

d;(tt), (8)
sem a maior cerimonia, Heaviside rescrevia a equagao,
substituindo o simbolo de derivada “d/dt” pela letra
“p”. A partir dai, comegava a tratar o “p” como uma
entidade algébrica qualquer, um nimero, logo

e(t) = Ri(t) + L

e = Lpl + RI, (9)

em que I = I(p). Logo, isolando I, tem-se

2601-3
R
L
Figura 2 - Circuito RL alimentado.
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I(p)=———c¢c. 10
0= TR © (10)

A Eq. (M) é chamada equagdo operacional do pro-
blema. Em seguida, Heaviside buscava comparar a
forma da equagao operacional com solugoes conhecidas
de problemas existentes, para inferir, deste modo, re-
gras para sua interpretacao e converté-la em solugao
explicita (em funcdo de t). Uma de suas saidas favori-
tas eram as séries de poténcia [8]. Ele sabia que

1
(1+2)

E por analogia, rescrevia a expressao em poténcias

descendentes de p
RN _(RY,
Lp Lp
R\ (RY,
Lp Lp
Substituindo o valor da tensao de entrada e =
E.H(t), chega-se a
RN (RN,
Lp Lp
R\* [ R\
(7) - () +
O uso da fun¢@o degrau unitario causava muita con-
fusao, em virtude da notagao usada por Heaviside, que

a denotava por “1”7. Além disso, uma investigagao da
Eq. (3) levanta a questao: o que vem a ser a expressao

=l-ac+az?—a34---. (11)

1

1+ &

e®) _
Lp

I(p) =

0)="2

CH(1). (13)

BN O (d>_1 CH(t) ? (14)

Ora, se

entao



2601-4

Loty = [ fryar®. (15)
p 0
Logo,
p’l-H(t):(ZH(T)dT:t (16)
p? H(E) =p~ - H() = [rdr =5 (7
0 2!
_ t"
pHE = (15)

Assim, substituindo as Egs. (@) a (IR) na Eq. (13),
tem-se a expressao da corrente em uma série de
poténcias ascendentes de t

E (R 1 (R\> 1(R)\’
i) ==-[(=t) - = (=t —(=t) —...|-H@) .
i) =% <L> 2!<L>+3!(L> 1 ®)
(19)
No entanto, Heaviside sabia que
2 23
—x_q1_ =z
e’ =1 x+2! 3!—1—..., (20)

logo, comparando-se as Egs. (Id) e (E0), reconhece-se
que

(1) = 21— el =R/ (21)

que ¢ a solucao correta e completa para a corrente.

O processo de expandir equagdo operacional (em
forma de séries convergentes, como a Eq. (II3) ou séries
divergentes) de tal modo a obter a solugao temporal
é o que Heaviside chamava de “algebrizing”, um “pro-
cesso de algebrizar” a equagao. Curioso notar que ele
nao tinha (ou nao se preocupava em fornecer) uma jus-
tificativa plausivel para o uso. Talvez por isto ele cri-
ava um ambiente de hostilidade*®* com os matematicos
da época, utilizando justificativas do tipo: “o antidoto
estd, quase sempre, muito préximo ao veneno”.

Contudo, deve-se enfatizar que Heaviside nao ensi-
nou nada de novo aos matemadticos: ja aquela época,
o uso de operadores diferenciais era conhecido, apesar
de Heaviside ter criado sua proépria versao do assunto,
principalmente pelo uso das séries de poténcias.

A verdadeira contribuicao de Heaviside, e pela qual
ele merece crédito, foi por ter mostrado como aplicar
o que ele chamou de “Célculo Operacional” em pro-
blemas fisicos reais de grande relevancia tecnolédgica.
Mais especificamente, uma de suas contribuices foi
o “Teorema da Expansao”: similar ao que hoje é co-
nhecida como expansao em fragGes parciais para uma

3Aqui, Heaviside omite a constante de integracéo.
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funcao racional, sua formulagao e utilizacao sao as pro-
vas vivas de seu estilo, j4 que foi estabelecido sem
qualquer prova matemadtica. Atualmente, o Teorema
da Expansao ainda é uma das bases fundamentais en-
tre os métodos que englobam a transformada de La-
place. Todavia, inovacao de Heaviside nao reside ape-
nas neste fato e sim, principalmente, por ter usado o
Teorema da Expansao, com sucesso, para fungoes nao-
racionais, principalmente ao defrontar-se com o pro-
blema das linhas de transmissao, que desafiava os ci-
entistas da época. Nele, Heaviside utilizou o teorema
para resolucao de uma equagao diferencial parcial, o que
seria “proibitivo”. A férmula da expansao é a Eq. (E2)

(22)
que fornece a funcao temporal f(t) a partir da equagao
operacional, o que é similar ao que é chamado hoje
“transformada inversa”, simbolizada por “T~17. Os
valores de a1,...,ar sao os polos do denominador
D(p); N(p) é o numerador da expressdao operacional
(em funcao da varidvel p). Outros métodos, apesar
de eficazes, sao geralmente dispendiosos por exigirem
operagoes como integrais de linha em contornos fecha-
dos ou expansoes assintéticas em séries de poténcias,
geralmente distantes do dia-a-dia do engenheiro, o que
os tornam muitas vezes impraticaveis.

3. Do calculo operacional para a inte-
gral de Laplace

Dentre os responsaveis por estabelecer o rigor faltante
ao método de Heaviside estd um dos seus grandes ad-
miradores, o engenheiro americano, da Bell Telephone
and Telegraph Company, John Carson. Em seu livro,
Electric Circuit Theory, publicado em 1926 e reeditado
em 1953 [9], Carson toma para si a responsabilidade
de continuar o trabalho de Heaviside, introduzindo o
formalismo matematico e deduzindo todas as féormulas
que o mentor havia proposto. Foi ele o responsavel pela
conexao entre o Célculo Operacional de Heaviside e a
integral de Laplace, apresentada na segao 1.1, demons-
trando que todas as férmulas criadas por Heaviside po-
deriam ser obtidas a partir dela, sem a utilizagao das
“irritantes” séries divergentes.

3.1. Como ele conseguiu?

Utilizando o método operacional, Carson, assim como
Heaviside, considerava a funcao de entrada de um cir-
cuito uma tensao do tipo degrau unitdrio H(t). A res-
posta de corrente (em fungdo de p) a esta entrada era

4Até mesmo admiradores de Heaviside mudavam de opinido neste quesito: Em seu livro, Carson denomina a utilizacdo de séries

divergentes por Heaviside de “intelectualmente repugnante”.
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dada pela Eq. (E3)

onde A,; foi chamada de Admitincia Indicial ou Ad-
mitancia Indicial de Transferéncia, ou seja, a “funcao
de transferéncia” do sistema, do ramo n em relagao
ao ramo 1. Para obter a equagao do “tipo Laplace”,
Carson considerava um circuito elétrico qualquer. Em
resposta & uma entrada arbitraria e(t), a corrente em
um instante ¢t = 7 seria ¢ = e(7)A(t — 7). Supondo a
decomposigdo de e(t) em uma série de degraus tem-se,
pelo principio da superposigao, a corrente de saida mais
conhecida como integral de Duhamel

dt
i(t) = — [e(r)A(t — T)dr. (24)

dt ¢,
Supondo uma tensao de entrada exponencial e(t) =
eP!, com p um niimero complexo, a resposta em corrente

(transitéria e permanente), pode ser expressa por
ePt

Z(p)

i(t) = +y(t) . (25)

J

O 1
—pp=M = ,
(a) .Ju g=Me t PR

1]
h =1. = fnl
P

EetTE
(b) J emdl=1/p™,

g 1
@ | e*—=di=—p
©) f; vVt p
h=+/p=1/+/=t.
(20" dt

S i
¢ 135 --(2n—1)+/ri

Figura 3 - Primeira tabela com os “pares de transformadas”.

3.2. A técnica se espalha

Apesar dos esforcos de Carson, o método era ainda,
de certa forma, de dificil aplicagao; principalmente nos
casos em que, na resolucao de um problema, nao se
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Z(p) é chamado de operador impedancia (similar as
impedéncias complexas da transformada de Laplace).
Substituindo a Eq. (E3) na equagao de Duhamel, chega-
se, ap6s alguma manipulacao algébrica, ao resultado

responsavel por dar sentido ao “desleixado”® método
de Heaviside
L Tertawar . (26)
pZ(p) 0

As Eqgs. () e (BB) constituem por sua vez a for-
mulagao completa do problema. Em verdade, Carson
dava tanta importancia ao resultado, que as denomi-
nava “equagoes fundamentais da teoria de circuitos”. A
partir delas é possivel obter todas as regras do cédlculo
operacional de Heaviside. Foi apds este resultado que
Carson compos a primeira tabela com os pares de trans-
formadas, que ele batizou de “tabela de integrais infi-
nitas”, como ilustra a Fig. 3, tendo-as utilizado pela
primeira vez na resolugao de problemas praticos, redu-
zindo a solucao de uma equacao operacional em simples
comparagao com a tabela, o que ainda é feito atual-
mente.

l £00
eV

P
o —eMdf=
n!

(e)

e
3

e NN =f'n =M
S CEE VST

(M) J‘“‘ 5 r.'i o=t et
€7 ) =0l =g~3V AP,
o Vet
i")_\ e_Mc,
N7/t

h=pe* Vip=

® j‘“’ tc-md e~V
[ L E =

& Jo ‘v":rt \/Il
t —Aft
}3‘\/ e 9‘\/“‘:-?—- S
: P ‘\/mi

o A
(h) J; €% sin Mt!t=m-

LR TN VR
h= —._,:l_—-i—z—sm M.

encontrava um correspondente direto na tabela de in-
tegrais, que ele havia criado. Contudo, o problema de
encontrar A(7) de forma que a Eq. (PO) se verificasse
ja havia sido resolvido, cerca de uma década antes,
em 1916, pelo matemético da universidade de Cam-

50 “obscuro” método de Heaviside pode ser evidenciado por trabalhos de contemporaneos. Talvez, um dos mais importantes seja do
notério fisico-matemético Harold Jeffreys, da Universidade de Cambridge. Dois anos apds a morte de Heaviside (1927), Jeffreys escreveu
em seu livro “Operational Methods in Mathematical Physics”, publicado pela Cambridge University Press, que o método de Heaviside,
apesar de “desleixado”, havia sido completamente decifrado pela formulacao de Bromwich. Para Jeffreys, “his methods [referindo-se
a Heaviside] may appear slipshod, but his precautions were such that they practically always gave the right answer.... He left the
mathematicians with the problem of explaining why the answers were right, wich was duly solved, in time, by Bromwich, and it was
then found that many of Heaviside’s solutions could be obtained easily by workers without his amazing skill in manipulation, but using

the theory of the complex variable” [10].
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bridge, Thomas Jonh I’Anson Bromwich (1875-1929).
Bromwich mostrou como interpretar o trabalho de He-
aviside em termos de integrais complexas do “tipo La-
place”, utilizando a teoria de fungoes de varidveis com-
plexas. Alids, Heaviside chegou a trocar vérias cartas
com Bromuwich, antes da morte deste. Porém, o suicidio
de Bromwich em 1929, impedindo a continuacao do
seu trabalho, provavelmente contribuiu para seu rela-
tivo anonimato durante um tempo [11]. A formulagao
de Bromwich forneceu a férmula hoje conhecida como
integral de inversao de Bromwich ou integral de Mellin-
Fourier [12], que possibilitou o cdlculo da transformada
inversa (termo ainda ndo utilizado na época) a partir
de integrais de linha no plano complexo, teoria desen-
volvida por Cauchy quase um século antes. A integral
de inversao de Bromwich é a férmula

1 c+ioco ept
20 ¢_ioo PH(p)

ou, na forma moderna, em termos da transformada de
Laplace

h(t) dp , (27)

F) =L {F ()} = —— 7( F(s)etds,  (28)

para um contorno fechado T'.

Apesar da imensa contribuicao de Bromwich na as-
censdo da transformada de Laplace, ele mesmo chegou
a afirmar, em um artigo publicado em 1928, que “na
préatica, eu raramente encontrei exemplos nos quais a
regra de Heaviside nao pudesse ser prontamente apli-
cada, assim como meus préprios métodos.” [13].

Vale lembrar que a “transformada de Laplace” da
forma como conhecida hoje chega aos dias atuais com a
transigao da variavel “p”, do calculo operacional, para a
famosa variavel “s”. Tal avanco deve-se ao matemético
alemao Gustav Doetsch, ao publicar em 1937 o livro
Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation
[14]. No mesmo ano Louis A. Pipes [15] publicaria
um artigo com a primeira aplicagao pratica do método
em engenharia, com o titulo de Laplacian Transform
Clircuit Analysis. Nele, Pipes conservou a notacao do
operador “p”, mas nao conservou a forma da integral
“multiplicada por p”. Estes ultimos trabalhos transfor-
maram o método operacional em tarefa rotineira para
as geragoes do porvir.

Apesar de conhecer a formulagao da integral de La-
place, Heaviside criou sua propria versao do assunto,
principalmente pelo uso das séries de poténcia. Acre-
ditava que a solucdo deveria ser em forma de série ou
entao em forma de uma integral definida que, para ele,
nao tinha nenhuma utilidade, a nao ser que pudesse ser
avaliada [16]. A visdo de Heaviside demonstra como a
tecnologia vigente influencia no que é considerada uma
“boa” solugdo, em termos matemadticos [17]. Neste as-
pecto, Heaviside era apenas um homem de seu tempo.
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4. Consideracoes finais

A matemaética é talvez a unica ciéncia que nao neces-
sita de um 6rgao sensorial, mas aparenta ser, ao mesmo
tempo, um “sensor” para os mecanismos universais, ao
menos aqueles tangiveis, dos fenomenos ditos materiais.
As transformadas, na visao de muitos, sempre tiveram
certo ar de mistério. Mas o que sao realmente? Desde
uma simples substituicao de varidveis até uma integral
de contorno em um plano complexo podem fazer parte
deste contexto. Nao se objetivou neste trabalho esgo-
tar o assunto abordado, nem tampouco a histéria de
seu desenvolvimento e aplicacoes. Uma pretensiosa -
e talvez impraticdvel - empreitada preencheria segura-
mente varios livros. Buscou-se, contudo, apresentar de
maneira modesta os fundamentos da transformada de
Laplace, juntamente com o aspecto humano e histérico
inerente ao seu desenvolvimento, na tentativa de criar
uma visao unificada de seu conceito, entendendo que as
transformadas sao, dentre incontaveis outras técnicas,
pontes que facilitam a busca por uma melhor compre-
ensao dos fendmenos da natureza.
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