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Neste trabalho é apresentado um método de anélise de transdutores piezelétricos baseado numa simplificagao
do circuito elétrico equivalente de Mason. Empregou-se uma adaptagdo do teorema de Thévenin para anali-
sar o comportamento de transdutores piezelétricos usados como transmissores (conversao de energia elétrica
em mecanica), levando em conta uma configuracdo tipicamente empregada em aplicagdes de alta poténcia. Os
transdutores foram modelados uni-dimensionalmente considerando-se apenas modos de vibracao longitudinais.
Um circuito elétrico equivalente foi obtido e simulado computacionalmente. Os resultados experimentais e os
calculados pelo modelo elétrico apresentaram bom ajuste. Aspectos referentes & simplificacdo do modelo empre-
gado e sua viabilidade para ensino sao discutidos.
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In this work, a method of analysis of piezoelectric transducers is shown. This method is based on the
simplification of Mason’s equivalent electric circuit. An adaptation of Thévenin theorem has been employed to
study the behavior of piezoelectric transducers used as transmitters (electric into mechanic energy conversion).
This study was restricted to transducers with a typical configuration employed in high power applications.
The transducers were one-dimensionally modeled, considering only longitudinal vibration modes. An equivalent
electric circuit was obtained and computationally simulated. The experimental and calculated results show a
good fitting. Features related to the simplification of the model employed and their feasibility for teaching are
discussed.

Keywords: transducers, Mason’s model, electric circuit.

1. Introducgao

O teorema de Thévenin é um poderoso método de
andlise de circuitos elétricos e eletrénicos [1-4]. Pelo
teorema de Thévenin qualquer circuito com dois ter-
minais de saida pode ser substituido por um circuito
equivalente constituido por uma fonte de tensdo em
série com uma impedancia. Na Fig. 1 sao apresen-
tados um circuito genérico e seu respectivo equivalente
de Thévenin. Se a intencao resume-se a investigar o
comportamento elétrico em dispositivos conectados aos
terminais de saida, este procedimento torna esta analise
suficiente e muito simplificada.

Adicionalmente, com o circuito equivalente de Thé-
venin obtém-se imediatamente a impedancia de sai-
da do circuito original e, consequentemente, o valor
da carga em que ocorre a maxima transferéncia de
poténcia.

Nos cursos regulares de fisica, engenharias e tecnolo-
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gias o contetido correspondente ao teorema de Thévenin
é ministrado nas disciplinas de Fisica Bésica, Circuitos
Elétricos, Eletronica ou outras correlatas. Portanto,
isto cria um forte e exclusivo vinculo do uso do teo-
rema de Thévenin com a andlise de circuitos elétricos.
No entanto, devido a similaridade das formulagoes das
teorias elétrica e mecanica, os conceitos do teorema de
Thévenin podem ser aproveitados nao apenas em sis-
temas elétricos, mas também em sistemas mecéanicos e
hibridos.
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Figura 1 - Circuito elétrico original com 2 terminais de saida
(caixa preta) e seu circuito equivalente de Thévenin.
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Neste trabalho é empregada uma variacao do teo-
rema de Thévenin para simplificacdo de um sis-
tema eletroaciistico, particularmente, de transdutores
piezelétricos usados em aplicacoes de ultra-som de
alta poténcia. Do ponto de vista do ensino, a in-
tencao é mostrar a abrangéncia e as potencialidades
das aplicagoes do teorema de Thévenin para investigar
o comportamento elétrico dos transdutores piezelétricos
e estimular o estudante a buscar por outras aplicagoes
onde o0 mesmo também possa ser empregado.

A andlise de transdutores piezelétricos pode ser
feita a partir de diferentes formulagoes [5-18]. Clas-
sicamente, a descricao dos modelos matematicos dos
transdutores piezelétricos é baseada na resolucao das
equacoes de onda, do eletromagnetismo e piezelétricas
[10]. O procedimento consiste em utilizar solugoes da
equagao de ondas em cada um dos meios de propagacao
e aplicar as condicoes de continuidade de deslocamento
e forca nas interfaces desses meios. Estas solucoes,
com auxilio das equacoes piezelétricas e do eletro-
magnetismo, conduzem a determinacao da impedancia
elétrica do transdutor.

A utilizacao de circuitos elétricos equivalentes para
a analise dos transdutores piezelétricos é muito atra-
tiva, uma vez que a teoria de malhas elétricas encontra-
se altamente desenvolvida e o poder das técnicas per-
mite uma facil associagdo com procedimentos experi-
mentais ligados a caracterizacao elétrica. Ha varios
modelos de circuitos elétricos equivalentes encontra-
dos na literatura técnica para analisar os transdutores
piezelétricos. Ballato [19] apresenta uma ampla revisao
sobre a histéria e a evolucao dos modelos de transdu-
tores piezelétricos e piezomagnéticos. No entanto, o es-
copo deste trabalho estd direcionado para o uso do mo-
delo de Mason [10, 20] que é adequado para aplicagoes
com modelagem uni-dimensional dos tipos de transdu-
tores abordados aqui.

Os transdutores piezelétricos utilizados em aplica-
¢oes tecnoldgicas atuais de ultra-som sao constituidos
por ceramicas piezelétricas acopladas a pegas metélicas.
Estes transdutores, sob diversas configuracoes, apre-
sentam uma ampla gama de aplicagbes nas dreas in-
dustrial, médica e militar [21-23]. A inclusao de ele-
mentos nao piezelétricos adjacentes, que sao as pegas
metéalicas, modifica as caracteristicas vibracionais do
transdutor como a amplitude, o fator de qualidade,
as perdas e a frequéncia do sinal ultra-soénico que se
deseja transmitir [10], de acordo com as necessidades
das aplicacoes tecnolégicas a que se destinam. Os
transdutores piezelétricos utilizados em aplicacoes de
poténcia elevada sao, em grande parte, constituidos por
ceramicas piezelétricas e pegas metdlicas de contorno
anular. Um parafuso que passa pelo furo central dessas
pecas aplica um pré-tensionamento mecanico ao con-
junto [24]. A Fig. 2 mostra um esquema genérico desses
transdutores. Os parametros fisicos e as dimensoes dos
elementos do transdutor definem as frequéncias de res-
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sonancia do transdutor. Normalmente, estes transdu-
tores operam em modos de vibracao longitudinais e na
frequéncia de ressonancia ou proxima a ela. Na res-
sonancia a amplitude de vibracao é maximizada e, por-
tanto, obtém-se a maior taxa de conversao de energia.

O comportamento fisico das varidveis elétricas e
mecanicas e a complexa interagao que existe entre elas
produzem um sistema cuja interpretagao representa um
grande desafio aos pesquisadores da drea. Em geral, as
modelagens sao desenvolvidas sob condi¢oes de maior
simplicidade do sistema. Dependendo do tipo de trans-
dutor empregado, as simplificagoes tornam os resulta-
dos provindos da modelagem suficientes para o entendi-
mento do fenémeno e projeto dos transdutores [25, 26].

A caracteristica fundamental dos transdutores
piezelétricos é o conjunto de suas frequéncias de res-
sonancia e anti-ressonancia. Issas ressonancias sao
obtidas a partir da medicao da impedancia elétrica do
transdutor em funcao da frequéncia de excitagdo. Va-
lores minimos e méximos do mdédulo da impedancia
associam-se as frequéncias de ressonancia e anti-
ressonancia, respectivamente. Este procedimento pode
ser realizado usando-se um impedometro fasorial ou
através do método da ressonancia [27]. O segundo
método é extremamente simples e pode ser realizado
em qualquer laboratoério de ensino.

O presente artigo visa ilustrar a utilizacao e as im-
plicacoes das técnicas da andlise de circuitos elétricos na
modelagem dos transdutores piezelétricos como ativi-
dade de ensino. A proposta consiste em usar técnicas
de andlise de circuitos elétricos para reduzir o mo-
delo de Mason a um circuito puramente elétrico e que
possa ser usado como referéncia para confrontar dados
com métodos experimentais obtidos a partir de pro-
cedimentos simplificados em laboratérios de ensino. A
idéia central é a de usar um circuito equivalente de
Thévenin adaptado para determinar as ressonancias de
transdutores piezelétricos, similares ao esquematizado
na Fig. 2, operando no modo emissao.
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Figura 2 - Esquematizacao de um transdutor piezelétrico com-
posto.

Em um trabalho anterior, Martin e Sigelmann
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[18] fizeram uso do teorema de Thévenin mecanico
para analisar efeitos da camada de retaguarda (back-
ing) de transdutores piezelétricos de banda larga.
O trabalho aqui apresentado foca uma avaliagao
da impedéncia elétrica dos transdutores piezelétricos
com configuragoes adequadas para operagoes em altas
poténcias. Devido a natureza da analise elétrica pro-
posta, o circuito equivalente de Thévenin foi adaptado
para incorporar exclusivamente caracteristicas elétricas
e, com isso, direcionar a modelagem e a metodologia ex-
perimental para técnicas relacionadas a teoria dos cir-
cuitos elétricos.

O estudo de transdutores piezelétricos por meio de
circuitos elétricos equivalentes também busca facilitar o
entendimento da semelhanca nas formulacoes das teo-
rias da mecénica e da eletricidade. Adicionalmente, este
estudo amplia a motivacao do aluno no aprendizado da
fisica, uma vez que usa, diretamente, um dispositivo
com finalidades tecnoldgicas.

2. Teoria

Nesta secao sao apresentados os transdutores piezelétri-
cos empregados neste estudo e seu respectivo circuito
elétrico equivalente. Os transdutores sao compostos de
ceramicas piezelétricas e pecas metélicas anulares. Os
eletrodos estdo nas faces planas da ceramica. Estas
pecas sdo mecanicamente pré-tensionadas [24, 28-30]
por um parafuso que passa pelo furo central das pegas.
A Fig. 2 apresenta um diagrama esquemdtico dos
transdutores utilizados. Além disso, é apresentado o
procedimento para obtencao do circuito equivalente de
Thévenin de uma ceramica piezelétrica. As expressoes
das impedancias mecanicas das cargas mecanicas que
sao submetidas aos equivalentes de Thévenin também
sao deduzidas e apresentadas.

Para efeito de simplificagao do modelo elétrico, em
todos os transdutores e seus componentes descritos sera
assumido que:

a) os transdutores utilizados sdo isentos de perdas;

b) seus modos de vibragdo permitem apenas
propagagao de ondas no eixo longitudinal;

¢) sdo simétricos, e considera-se o centro do conjunto
engastado;

Os transdutores operam no modo emissao e sao ali-
mentados por uma tensao elétrica V', senoidal, com
frequéncia angular, w, dada em (rad/s).

Cada elemento empregado na construcao do trans-
dutor se apresenta como parte de uma linha de trans-
missdo. No estudo das linhas de transmissao define-
se a impedéancia mecénica caracteristica [31,32] para
as ceramicas piezelétricas e pecas metdlicas, respecti-
vamente, pelas Egs. (1) e (2)

Zy = Acpece, (1)
ZOL = Aapacm (2)
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onde A, e A, sdo as dreas das secOes transversais da
ceramica piezelétrica e da pega metdalica, respectiva-
mente, p. € p, sao as densidades do meio de propagacao
da ceramica e das pegas metdlicas e c., ¢, sao as veloci-
dades de propagacao das ondas na ceramica piezelétrica
e na peca metalica.

2.1. Ceramica piezelétrica

O diagrama esquemadtico do circuito equivalente de
Mason de uma ceramica piezelétrica é mostrado na
Fig. 3. Este circuito é obtido a partir da solugao de
equagoes piezelétricas, de ondas e do eletromagnetismo
e encontra-se detalhada em [10]. Este circuito apre-
senta trés portas, uma elétrica, denotada por V e duas
mecanicas, denotadas por FO-F1 e FO-F2. No modo
transmissao, empregado neste estudo, na porta elétrica
é aplicada uma tensao elétrica senoidal V' e nas por-
tas mecanicas sao acopladas as cargas mecanicas. Ha
um transformador eletromecanico com relagao de espi-
ras de 1 para n. A este transformador esté associado o
fenomeno da conversao piezelétrica do transdutor.
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Figura 3 - Diagrama esquematico do circuito elétrico equivalente
de Mason para uma ceramica piezelétrica.

As impedancias mecéanicas deste circuito sdo dadas
pelas Egs. (3) e (4)

kele
Zl jZQﬁ&H( 9 ), (3)

Zy = —jZycsc (k) , (4)

onde k. é a constante de propagacao dada pela Eq. (5)
w

ke=—, 5

=2 )

onde [. é a espessura da ceramica piezelétrica. Cy é

a capacitancia intrinseca da ceramica piezelétrica, de-

terminada quando a deformagao é nula, n é o fator de
conversao do transformador eletromecanico dado pela

Eq. (6)

n = h33C, (6)

onde h33z é o coeficiente piezelétrico.
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2.2. Elemento nao piezelétrico

Um bloco metdlico é um elemento nao piezelétrico,
chamado de elemento passivo do transdutor. Na Fig. 4
é mostrado um circuito elétrico equivalente para este
elemento. Pode-se notar a semelhanca entre este cir-
cuito e o da Fig. 3. A parte mecanica é disposta da
mesma forma.
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Figura 4 - Diagrama esquematico do circuito elétrico equivalente
de uma peca metalica.

As impedancias dos elementos da peca metélica sdo
dadas pelas Egs. (7) e (8)

kol
Zla:jZOatan< (1,2(1)’ (7)

Zoa = —jZoa cs¢ (kala) , (8)

onde k, é a constante de propagacao do elemento pas-
sivo
ko = ; (9)

onde [, é o comprimento do elemento passivo.

w
Cq

2.3. Circuito de Thévenin de uma ceramica
piezelétrica

Levando-se em conta que o centro do transdutor
encontra-se engastado, cada metade da parte pieze-
létrica, que corresponde a uma ceramica piezelétrica,
pode ser representada por um equivalente de Thévenin.
Para determinar o circuito equivalente de Thévenin, a
porta mecanica do circuito de Mason apresentado na
Fig. 3 que estd voltada para o centro do transdutor
é deixada em aberto. Dessa forma, ela representa o
comportamento engastado da parte central do transdu-
tor. Assim, como exemplo, para determinar o circuito
equivalente de Thévenin da porta F1-F0, F2-F0 fica em
aberto, calcula-se a tensao mecanica entre os terminais
F1-FO e a impedancia “vista” a partir destes com as
fontes de tensao elétrica em curto-circuito.

Este procedimento leva ao equivalente de Thévenin
mecanico do transdutor, formado pela tensao mecanica
de Thévenin, Vrpmec € pela impedéancia mecanica,
ZThmees dados pelas Egs. (10) e (11).

VThmec = V27 (10)
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2

ZThmec = Zl + ZQ - (11)
Com auxilio das relagoes do transformador ideal, da-

dos pelas Eqgs. (12)-(14) obtém-se a projegao da parte

mecanica no lado elétrico do modelo de Mason.

JwCo’

V, 1

v, (12)
I

I—p =n, (13)

Z. 1

7 = n (14)
S

onde os indices , e ; denotam os enrolamentos primério
e secundario do transformador eletromecanico.

As Egs. (15) e (16) apresentam as expressoes da
impedancia elétrica correspondente a parte mecanica
do transdutor e a fonte de tensao elétrica equivalente

VT}Lel = Vl; (15)

Z1+ Zs 1
Zrhel = W2 juCy’ (16)

Acrescentando-se o capacitor de capacitancia Cj,
referente a parte puramente elétrica do elemento
piezelétrico, obtém-se o circuito mostrado na Fig. 5.
A partir deste circuito pode-se descrever o comporta-
mento do transdutor piezelétrico sob o ponto de vista
elétrico. Elementos mecanicos passivos que correspon-
dem a cargas mecanicas, modelados como um circuito
apresentado na Fig. 4, podem ser acoplados as saidas
AeB.

ZThel
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Figura 5 - Circuito elétrico equivalente de Thévenin adaptado de
uma ceramica piezelétrica.

O circuito obtido corresponde a um equivalente de
Thévenin modificado. Esta modificacdo corresponde a
inclusao de uma capacitancia Cy ligada em paralelo com
a fonte de tensao. Colocando-se os terminais A e B em
curto-circuito pode-se determinar a correntes que fluem
no capacitor Cy e em Zppe. Esta ultima pode ser con-
vertida em velocidade de vibragao dividindo-a por n.
A soma fasorial dessas correntes resulta na corrente to-
tal fornecida pela fonte de alimentacao. A partir disso,
pode-se determinar a impedéncia elétrica do transdutor
conforme se dispde na literatura [10, 20].

A Fig. 6 mostra o circuito completo para um trans-
dutor considerando-se que cada metade apresenta um
equivalente de Thévenin préprio. No caso de transdu-
tores simétricos estes circuitos sao iguais.
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Figura 6 - Circuito elétrico equivalente de um transdutor com-
posto similar ao apresentado na Fig. 2.

2.4. Cargas mecéanicas dos transdutores

As cargas, evidentemente, tém uma das extremidades
em contato com a estrutura do transdutor. A segunda
extremidade poderd ficar livre ou engastada. As ex-
pressoes para as impedéancias mecanicas (Zr) das car-
gas livres e engastadas sdo dadas pelas Egs. (17) e (18),
respectivamente

ZL = jZOL tan(kLlL), (17)
ZL = _jZOL COt(kLlL), (18)

Zor, kr e I, s@o, respectivamente, a impedéncia carac-
teristica, a constante de propagagao e o comprimento
do parafuso, ja similarmente definidos.

Estas equagoes sao obtidas pelo cédlculo da impe-
déancia equivalente da carga. Tomando como referéncia
o diagrama esquematico da Fig. 4, quando a carga
possui uma de suas extremidades livre, os terminais re-
ferentes a esta face sdo curto-circuitados. No caso de
extremidade engastada, os terminais sao deixados em
aberto.

3. Metodologia

A metodologia apresentada consiste de procedimentos
experimentais e célculos computacionais. O procedi-
mento experimental apresentado visa a determinacao
das frequéncias de ressonancia e anti-ressonancia do
primeiro modo de vibragao longitudinal. O intuito é
comparar os resultados experimentais com os calcula-
dos a partir do circuito elétrico equivalente proposto.

3.1. Procedimento experimental

Quatro transdutores similares ao esquematizado na
Fig. 2 foram montados. Estes transdutores sao simé-
tricos, os blocos metalicos sao de aluminio e o para-
fuso central aplica um pré-tensionamento mecanico de
aproximadamente 30 MPa ao conjunto para garan-
tir uma boa conexao entre as partes. O valor do
pré-tensionamento mecanico é estimado baseado numa
curva de calibragdo anteriormente obtida [29]. Os
transdutores sao denominados T1, T2, T3 e T4 e se
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diferenciam pelo comprimento de cada peca de alumi-
nio. Os comprimentos medem 32,5 mm, 33 mm, 35 mm
e 37,5 mm, respectivamente.

As ceramicas piezelétricas utilizadas foram forneci-
das pela Thornton-Inpec, Brasil. Atualmente, esta
empresa nao mais comercializa estas ceramicas. O
fabricante nao informou o material e a composicao
dessas pecgas. Os parametros fisicos das ceramicas
piezelétricas foram determinados por meio de metodolo-
gia convencional [27]. O valor do coeficiente eldstico
com deslocamento elétrico nulo, ¢, é 13,9x10'°
N/m?; o coeficiente piezelétrico, hsz, 14,8 x 10% N/C;
o coeficiente elétrico com a superficie engastada é
e9; = 11x107? F/m; a espessura da ceramica mede
6,3 mm e os raios interno e externo das pegas anulares
sao de 6,3 mm e 19,0 mm. A area da secao transversal
das ceramicas é 1009,4 mm?. A capacitincia intrinseca
é 3,70 nF. Os valores informados sdo as médias deter-
minadas a partir de 20 amostras.

As pecas de aluminio também possuem contorno
anular e apresentam as mesmas dimensoes radiais das
ceramicas. A velocidade de propagagdo das ondas e
a densidade do aluminio sao 6420 m/s e 2700 kg/m?,
respectivamente.

A determinacao da impedancia dos transdutores
em fungao da frequéncia de excitagao foi feita usando-
se o método da linha de transmissdo [33], como uma
variagdo do método da ressonancia [27]. A Fig. 7
mostra a esquematizagao da montagem utilizada para
realizar as medigoes.

CHI R, CH2

v R R

<

Figura 7 - Representacao esquemaética da utilizagdo do método
da ressonancia para caracterizagdo do comportamento elétrico
de um transdutor piezelétrico. No circuito, V' é um gerador de
funcées, CH1 e CH2 sao os canais de entrada vertical de um os-
ciloscépio, R sdo resistores de 100 2, R: é um resistor de 1 kQ2 e
T é o transdutor a ser caracterizado.

A condugao do experimento é trivial. No terminal
CH1 esta ligado o canal 1 do osciloscépio que mede a
tensao fornecida pelo gerador de fungoes. No terminal
CH2 esta ligado o canal 2 do osciloscépio que mede a
tensao elétrica no resistor R, que é proporcional a cor-
rente elétrica que circula pelo transdutor. A frequéncia
do sinal produzido pelo gerador de fungoes é variada e
sao observados os valores da tensdo no resistor R (CH2).
Com os valores minimos e maximos da corrente, as
frequéncias de ressonédncia e anti-ressonancia do trans-
dutor e, com operagoes elementares de analise de cir-
cuitos elétricos, pode-se calcular a impedancia elétrica
do mesmo. O osciloscépio utilizado foi o TDS1002
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da Tektronix. Este instrumento mede os valores das
tensoes e frequéncias com precisao de até 4 casas apos a
virgula. Erros aleatorios nas medigoes foram minimiza-
dos restringindo a leitura a apenas duas casas apds a
virgula nas medigoes.

3.2. Calculos das ressonancias e anti-ressonan-
cias

O célculos das ressonancias e das anti-ressonancias
foram feitos tomando como base o circuito da Fig. 8.
Uma carga mecanica com uma de suas extremidades
livre é conectada ao circuito elétrico equivalente pro-
posto na Fig. 5.

Zhel
1
| S|

ZL/n2

Vihei Co

Figura 8 - Circuito elétrico equivalente correspondente ao trans-
dutor piezelétrico analisado.

O ramo mecanico possui duas reaténcias ligadas em
série. Nas frequéncias em que elas se anulam (Zipe
= -Z/n?), temos a ressonancia. Na ressonancia, a
energia armazenada em um dos elementos é igual a
fornecida pelo outro. Nesta condicao, a corrente que
circula pelo ramo mecanico, que pode ser transformada
em velocidade de vibracao se for dividida por n, torna-
se maxima. Consequentemente, a corrente total pelo
transdutor também serd maxima.

A condicao de ressonéncia é expressa pela Eq. (19)

2

o —Zg cot (wrlc> + Zyr tan (wrlL) , (19)
(UTCO c UL

onde w, é a frequéncia angular de ressonancia do trans-
dutor.

Por outro lado, as reatancias ligadas em série cor-
respondentes ao ramo mecanico também se encontram
em paralelo com o capacitor Cy. Isto faz com que
numa dada frequéncia, chamada de anti-ressonancia,

J
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as reatancias do capacitor Cy e do ramo mecanico se
igualem (Xco = Ziner + Zr/n?). Com isso, se es-
tabelece uma situagdo similar a de um circuito LC
em paralelo. A energia armazenada fica “aprisionada”
nestes ramos, fazendo com que ocorra a anulagao da
corrente total no transdutor. Equivalentemente, na
pratica, isto resulta em um valor elevado de impedancia
elétrica do transdutor. A Eq. (20) relaciona os
parametros fisicos do transdutor com a frequéncia de
anti-ressonancia.

0= —Zycot <walc> + Zyr tan (oJalL) ) (20)
Ve vrL

onde w, ¢ a frequéncia angular de ressonancia do trans-
dutor.

As Egs. (19) e (20) nao possuem solugoes analiticas,
mas podem ser resolvidas numericamente por métodos
iterativos [34, 35]. Os programas para solucao destas
equagoes foram escritos no software Matlab produzido
pela MathWorks Co. Este software possui comandos
que resolvem estas equagoes de modo direto e agilizam
a realizagao das tarefas.

4. Resultados

No procedimento experimental de determinacao
das ressonancias e anti-ressonancias sao observadas
frequéncias que devem ser provenientes de diferentes
modos de vibracao. Alguns desses modos nao sao pre-
vistos na modelagem aqui apresentada.

A Tabela 1 relaciona os resultados obtidos experi-
mentalmente e pelos célculos realizados computacional-
mente. Os erros dos valores sao estimados em 0,01 kHz.

Para efeito de discussoes voltadas ao entendi-
mento dos principios fisicos da ressonancia e da anti-
ressonancia nos transdutores piezelétricos sao apresen-
tados nas Figs. 9, 10 e 11 gréficos resultantes das si-
mulacoes das impedancias em funcao da frequéncia do
transdutor T1. SimulagOes referentes aos outros trans-
dutores apresentam resultados similares.

Tabela 1 - Ressonancias e anti-ressonancias obtidas experimentalmente e calculadas computacionalmente.

Transdutor  Espessura (pega de aluminio) Experimental Computacional
la (mm) fr (kHz)  fo (kHz) fr (kHz)  fo (kHz)
T1 32,5 40,50 42,20 41,50 42,66
T2 33 40,67 42,00 40,97 42,11
T3 35 36,30 38,30 39,01 40,03
T4 37,5 35,41 36,42 36,79 37,69
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5. Discussoes

Foi apresentado neste trabalho um estudo sobre trans-
dutores piezelétricos em configuracoes similares as en-
contradas comercialmente para aplicagoes de ultra-som
de poténcia. Os experimentos foram conduzidos com
transdutores fabricados de maneira simples, sem levar
em conta situagoes em que os mesmos pudessem ser ex-
postos as tipicas condigbes extremas de operagao dos
transdutores comerciais. Dessa forma, os transdutores
nao foram excitados com tensoes elevadas, o que os
isenta do aquecimento e das largas deformacoes, mas
com poténcias reduzidas de modo a preservar suas res-
postas lineares e desconsiderar as perdas. Como a
proposta do trabalho é voltada ao ensino, tal simpli-
ficagao permite que os transdutores possam ser mon-
tados em laboratérios de ensino com poucos recursos e
sem técnica apurada.

Os transdutores nestas configuragoes apresentam
ressonancias em baixas frequéncias, da ordem de
dezenas de kiloHertz. Este aspecto também é favoravel
para aplicagoes em ensino, uma vez que ocorréncia de
interferéncias no procedimento experimental é mini-
mizada.

Os resultados experimentais estao proximos aqueles
obtidos com célculos a partir do circuito elétrico equi-
valente proposto. Valores minimos e maximos que nao
estao contemplados pelo modelo resultam de outros mo-
dos de vibragao como, por exemplo, os radiais. Isto é
esperado, uma vez que o modelo empregado restringe-se
a uma andlise uni-dimensional. A inclusdo do parafuso
na modelagem agrega outros modos de vibracao [36]
que nao foram considerados neste estudo. Os desvios
observados entre os dados experimentais e os calcula-
dos podem ser atribuidos a divergéncias entre o valor
real das caracteristicas fisicas dos materiais usados nos
transdutores e aqueles atribuidos no modelo. Os va-
lores dos parametros fisicos lancados nos cédlculos sao
advindos de Tabelas [32]. Outro efeito que também
pode contribuir para estas divergéncias é o nivel do pré-
tensionamento mecéanico aplicado aos transdutores. As
ressonancias e anti-ressonancias dos transdutores po-
dem variar dependendo do pré-tensionamento mecanico
aplicado ao mesmo [29, 30].

A utilizacdo do circuito elétrico mostrado na Fig. 5
simplifica a determinacdo da impedancia elétrica do
transdutor. A inclusao de outros elementos na estru-
tura do transdutor pode ser tratada como impedéancias
que se ligam em série com a impedéancia de Thévenin do
sistema original (Zrpe;). Evidentemente, a impedancia
mecanica destas novas pecas deve ser dividida pelo fator
n? para que seus efeitos mecanicos possam ser contabi-
lizados como impedéancias elétricas refletida na parte
elétrica do circuito.

As duas ceramicas piezelétricas estao dispostas
mecanicamente em série no transdutor, com isso pode-
se admitir que o centro do sistema encontra-se engas-
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tado. Esta condicao é fundamental para a determinacao
do equivalente de Thévenin, pois garante que em uma
das portas mecanicas a velocidade de vibragao seja nula.
Esta condigao foi atribuida & porta mecanica, deno-
tada por FO-F2, no circuito da Fig. 3. Cada lado
do transdutor apresenta um circuito equivalente simi-
lar ao mostrado na Fig. 6. A determinagdo das res-
sonancias e anti-ressonancias de um transdutor que nao
seja simétrico deve empregar circuitos equivalentes de
ambos os lados do transdutor.

O comportamento fisico de Zrpe € expresso pela
Eq. (21). Esta equagdo mostra que o comportamento
da componente da impedancia elétrica que esta rela-
cionada aos efeitos mecéanicos da ceramica é regido por
uma fungdo complexa, apenas com componente ima-
gindria e forma de cotangente somada aos efeitos da
capacitancia negativa expressa no modelo de Mason.
Portanto, seu comportamento estd relacionado a uma
reatancia que pode ter natureza capacitiva ou indutiva.

—3jZg cot (kele) j
. 21
n? + wCy (21)

A Eq. (22) também apresenta os efeitos elétricos
produzidos pela presenca da carga mecanica Zj. Esta
carga encontra-se com uma das faces livre e a outra
em contato com a ceramica. Devido a esta condicao,
sua resposta também é uma funcao complexa, pura-
mente imagindria, porém com forma tangencial. Nestas
condigoes, o comportamento elétrico dela, refletido na
parte elétrica, estd vinculado a uma reatancia capaci-
tiva ou indutiva.=

ZThel =

 §Z0p tan (kala)

4y,
n2

. (22)

Em baixas frequéncias o comportamento desta
fungao indica valores positivos e, portanto, ligado a uma
reatancia indutiva.

Usando-se o circuito da Fig. 8 e as impedancias
definidas pelas Eqgs. (21) e (22), pode-se descrever o
comportamento elétrico do transdutor piezelétrico em
termos de seus modos de vibragao longitudinal em toda
a faixa de frequéncia. As expressoes das impedancias
apresentadas nas Eqs. (21) e (22) podem ser aproxi-
madas pelas de impedéancias elétricas de circuitos LC.
As funcoes da cotangente e da tangente, proximas ao
zero, apresentam formas que se assemelham ao compor-
tamento de um circuito formado por um indutor e um
capacitor em paralelo e em série, respectivamente [10,
20]. No entanto, tal procedimento limita a descri¢ao
do comportamento do transdutor nas proximidades da
primeira ressonancia.

O sinal assumido pelos valores das fungoes das im-
pedancias (Zrpe € Z1) indica como se dd o armazena-
mento da energia. Do ponto de vista elétrico, o sinal
negativo da funcao da impedéancia associa-se & reatancia
capacitiva e o positivo a reatancia indutiva. Pela si-
milaridade das formulagoes das teorias da eletricidade
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e da mecénica, as cargas elétricas (Q) estao ligadas
ao deslocamento (x) e a corrente elétrica (I) a veloci-
dade de vibragdo (v). Quando prevalece o comporta-
mento capacitivo, a energia armazenada no capacitor
(Ecap) € proporcional ao quadrado das cargas elétricas
armazenadas, portanto, o sinal negativo da impedancia
indica maior acimulo de energia potencial (Epo). Por
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outro lado, quando o sinal é positivo, a energia cinética
armazenada (E.;,) é maior, pois a energia armazenada
em um indutor (E;,q) é proporcional ao quadrado da
corrente elétrica. A Tabela 2 resume o relacionamento
entre estas grandezas fisicas. Nota-se também a asso-
ciagao da capacitancia (C') com a constante elastica (k)
e da indutancia (L) com a massa (m). ]

Tabela 2 - Relagdo entre sinais das fungdes da impedéancia e das energias armazenadas/fornecidas.

Sinal da fungao (Zrpe; € Zr)  Reatadncia  Energia elétrica armazenada/fornecida  Energia mecanica armazenada/fornecida
- Capacitiva Ecap = Q2/2C Epot = k$2/2
+ Indutiva Eipng = LI%/2 Eein = mv?/2

Na Fig. 9 é mostrado o comportamento da im-
pedancia elétrica do transdutor piezelétrico T1 proxi-
mo a ressonancia (valor minimo) e a anti-ressonincia
(valor méaximo). A Fig. 10 mostra o comportamento
do mesmo transdutor em termos da definicdo da sua
frequéncia de ressonancia em que as impedancias Z;pe;
e Z se anulam. Nesta frequéncia as energias poten-
cial e mecanica dos componentes do ramo mecanico sao
iguais. Neste caso, a quantidade de energia armazenada
por um elemento reativo é igual a fornecida pelo outro.

Na Fig. 11 destacam-se as curvas da impedancia
mecanica total convertida na parte elétrica e da
reatancia capacitiva da ceramica piezelétrica. Es-
tas impedancias se anulam na frequéncia de anti-
ressonancia. Aqui também se manifesta um fenémeno
de ressonancia com equivaléncia entre as energias
fornecidas e armazenadas pelos ramos mecanico e
elétrico do transdutor.

O estudo dos sinais das funcoes nas Figs. 10 e 11
contribui para uma andlise das energias armazenadas
nas partes do transdutor. Este andalise também pode
ser explorada em atividades interdisciplinares ligadas
ao ensino da matéria matematica.

Impedancia elétrica total

T T T

20 T T

Log (Impedancia)

i

40 40,5 41 415 42 42,5 43 43,5 44

i 1

>

Frequéncia (kHz)

Figura 9 - Logaritmo do médulo da impedéancia elétrica (2) do
transdutor T1 em fungao da frequéncia em kHz.

Impedancia (x 10%)

6 i i i i i H
10 15 20 25 30 35 40 45 50
Frequéncia (kHz)

Figura 10 - Impedancia mecanica da carga mecanica projetada
na parte elétrica, Zr,/n?, (em verde), impedancia mecénica da
porcdo mecéanica da ceramica piezelétrica projetada na parte
elétrica, Zrper, (em azul) e impedancia mecanica total proje-
tada na parte elétrica, Zrpe; + Zr/n?, (em vermelho) em Q em
funcdo da frequéncia de excitagdo (kHz). No ponto que assinala
a frequéncia de ressonancia (fr = 41,50 kHz) os valores de Zrpe;
e Z1/n? se cancelam.

Outro ponto a considerar é o fato que conceitos
abstratos como a capacitancia negativa e o transfor-
mador eletromecanico presentes no modelo de Mason
nao aparecem diretamente na andlise do circuito equi-
valente resultante. Do ponto de vista de uma ativi-
dade de ensino voltada para estudantes de disciplinas
elementares de fisica, isto contribui para simplificar o
entendimento do fendémeno.

As expressoes das impedancias e o circuito equi-
valente proposto determinam uma consideravel simpli-
ficacdo na andlise do comportamento das frequéncias
de ressonancia e anti-ressonancia dos transdutores
piezelétricos apresentados neste trabalho. Um pro-
grama simples, que pode ser escrito em Matlab, calcula
as rafzes das Egs. (19) e (20) e fornece as ressonancias
e anti-ressonancias do transdutor. Evita-se, com isso,
analises em circuitos elétricos equivalentes mais com-
plexos ou trabalhos computacionais mais volumosos
como quando se usa métodos relacionados a cadeia de
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matrizes [11-17].

1,5

Impedancia (x 10%)

34 36 38 40 42 44 46
Frequéncia (kHz)

Figura 11 - Impedancia mecanica total do transdutor, Zppe;
+ Zr/n?, (em vermelho), reatancia capacitiva intrinseca da
ceramica piezelétrica, X, (em azul), soma das anteriores (em
preto) em fungao da frequéncia em 2 em funcdo da frequéncia de
excitacdo em kHz. No ponto que assinala a frequéncia de anti-
ressonancia (fa = 42,66 kHz) os médulos de Zppe; + Z1, e Xo se
cancelam.

Alternativamente, como atividade de ensino, pode-
se também escrever programas de computador para
calcular as correntes elétricas que fluem pelo circuito
da Fig. 8. Isto permite relacionar a intensidade
da corrente elétrica fornecida pela fonte excitadora
do transdutor com a velocidade de vibragao e a cor-
rente elétrica que flui pela capacitancia intrinseca da
ceramica piezelétrica.

6. Conclusoes

O emprego de um circuito equivalente de Thévenin
em um sistema eletromecanico contribui para incen-
tivar o estudante a utilizar métodos de resolucao de
malhas de circuitos elétricos em problemas mecéanicos
ou eletromecanicos. Este aspecto é importante no sen-
tido de desvincular a exclusividade do uso dos equiva-
lentes de Thévenin em andlise de problemas puramente
elétricos.

O trabalho apresentado ilustra uma atividade de
analise elétrica do comportamento de transdutores
piezelétricos baseada em circuitos elétricos equivalentes
simples. Tal andlise é acessivel a estudantes de cursos
introdutorios de fisica e permite associar a investigacao
do comportamento de um dispositivo tecnolégico como
atividade multidisciplinar que explora conceitos ele-
mentares de eletricidade, mecanica, matematica e com-
putagao.
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