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Em 1848 Pasteur conjeturou que a rotacao do plano de polarizagao da luz em um meio diluido é gerada
pelas propriedades de simetria das moléculas do meio no qual a luz se propaga. O objetivo do nosso artigo é de
mostrar que Pasteur estava correto usando conhecimentos de eletromagnetismo e mecanica quantica de um curso
de graduagao em fisica. Faremos um breve retrospecto das ideias béasicas da teoria eletromagnética necessarias
para o estudo da atividade Optica. A seguir, usando a teoria de perturbagdes em mecanica quantica e levando
em conta as simetrias das moléculas calcularemos a atividade 6ptica do meio. Mostraremos que as previsoes
tedricas, que estao plenamente de acordo com os resultados experimentais, comprovam a hipétese de Pasteur.
Palavras-chave: atividade 6ptica, simetrias moleculares.

Pasteur proposed in 1848 that the rotation of the polarization plane of the light in a dilute medium is gen-
erated by the symmetry properties of the molecules of the medium where the light propagates. Our objective
is to show that Pasteur hypothesis was correct using the basic knowledge of electromagnetism and quantum
mechanics of the undergraduate physics course. We present a brief review of the fundamental concepts of the
electromagnetic theory necessary to understand the optical activity. Next, using the quantum mechanical pertur-
bation theory and taking into account the molecular symmetries we calculate the optical activity of the medium.
It will be shown that the theoretical predictions, which are in good agreement with the experimental results,

give support to the Pasteur conjecture.
Keywords: optical activity, molecular symmetries.

1. Introdugao atividade 6ptica molecular

Em um artigo anterior [1] no qual analisamos o efeito
da interacdo fraca na bioquimica quiral [1] fizemos
um breve retrospecto das primeiras experiéncias sobre
atividade Optica em cristais produzidos em tdrtaros.
Tartaros sao depdsitos cristalinos que se formam no
processo de fermentacao de uvas. Esses cristais, rep-
resentados pela férmula NaOOC - CHOH - CHOH —
COONHy, sao denominados de cristais de tartarato de
sodio e amonio. A estrutura basica desses cristais é
formada pelo dcido tartdrico (C4HgOg) que aparece na
fermentacao das uvas, também denominado de acido
racémico (da palavra latina racemus que significa uva).
Ele é o principal dcido do vinho, conferindo-lhe a saide
indispensavel a sua vida. Como nao é nossa intengao
entrar em detalhes sobre a histéria dos tartaros sugeri-
mos que o leitor consulte o excelente livro Optical Ro-
tatory Power de T.M. Lowry [2] para ter um relato
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detalhado dos estudos feitos por Eilhardt Mitscherlich,
Pasteur e varios outros famosos pesquisadores sobre a
atividade Optica desses cristais. Sugerimos também a
leitura do artigo Optical Activity and Molecular Dis-
symetry de S.F. Mason [3]. Nessas referéncias o leitor
ird encontrar a descricao dos mais significativos trabal-
hos até 1968 sobre atividade 6ptica desde os pioneiros,
como por exemplo, Christiaan Huygens (1690), Jean
Baptiste Biot (1812) e Augustin Fresnel (1825).

Entre 1848 e 1850, com cerca de 26 anos de idade,
Pasteur examinando em detalhe amostras de cristais
de tartarato de sédio e amonio obtidas em tanques de
fermentagao de vinhos [2], ele verificou que elas con-
tinham pequenos cristais de dois tipos diferentes, que
eram imagem especular um do outro, tal como ocorre
com as maos esquerda e direita. Na literatura a es-
querda ¢é indicada com L (Levdgiro ou Left) e a direita
por D (Destrégiro) ou R (Right).

Laboriosamente, com o auxilio de uma lupa e uma
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pinga, ele separou os cristais direitos (R ou D) e es-
querdos (L) em dois monticulos. Verificou, em seguida,
que as solucoes aquosas separadas de cada um destes
diferentes monticulos apresentavam atividades épticas
opostas: a solugao de um dos monticulos girava o plano
de polarizagao da luz no sentido levogiro e a do outro
no sentido destrogiro. Mostrou também que as solugoes
obtidas misturando igual nimero de cristais direitos e
esquerdos nao alteravam a polarizagao da luz. Essa
solugao composta com 50% de cristais esquerdos e 50%
de cristais direitos é denominada de solucao “racémica”.
Pasteur em 1848 [2] criou um neologismo para batizar
os cristais levégiros e destrégiros denominando-os de
dissimétricos. Na Fig. 1 vemos os dois tipos de cristais
de tartarato de sédio e amoénio, um destrorotatorio e o
outro levorotatorio.
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Figura 1 - Cristais dissimétricos L e R de tartarato de sédio e
amonio.

Como a diferenca de rotagao da luz ocorria em
solugao aquosa, ele conjecturou que a rotacao do plano
de polarizacao da luz era caracteristica nao dos cristais,
mas das moléculas do tartarato, pois os cristais se dis-
solviam na dgua. Ou seja, deveria existir uma “dis-
simetria” molecular que seria responsavel pelas dife-
rentes rotagoes da polarizacao da luz. Ele classificou
essas moléculas em dois tipos: mao-direita (levdgira)
e mao-esquerda (destrdgira). Hoje essas moléculas, co-
nhecidas como quirais (da palavra grega keir, que sig-
nifica mao), sdo denominadas de enancidmeras e séo
de dois tipos: L - enanciomera e R - enanciomera. Es-
sas moléculas possuem a propriedade de que nao ha
superposicao entre sua representagao estrutural e a re-
spectiva imagem especular, como acontece com as maos
esquerda e direita. Com essa descoberta ele foi agracia-
do com a “Légion d’Honneur Francaise.”

Na Fig. 2 mostramos as estruturas dissimétricas L e
R do acido tartarico que sao as estruturas elementares
dos cristais de tartarato de sédio e amoénio.
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Figura 2 - Formas estruturais dissimétricas L e R do &acido
tartarico (C4HgOs).

Pasteur, mais tarde, depois de analisar varios outros
fenomenos [1] onde apareciam dissimetrias ele percebeu
que havia algo mais profundo no fendomeno “esquerda -
direita”. Esta convicgao o levou a apresentar perante a
Academia Francesa de Ciéncias sua célebre conjectura:
“O Universo é dissimétrico”.

Somente cerca de cem anos mais tarde, em 1957,
constatou-se que Pasteur estava certo com a verificacao
experimental da nao-conservagao da paridade nas in-
teracoes fracas [1, 4].

Vale a pena ressaltar que, em 1815, Biot [2, 3] que foi
professor de Pasteur, descobriu que varias substancias
na natureza (como, por exemplo, agicar e canfora) tém
atividade éptica nao s6 cristalizadas, mas também em
solugoes. Dali ele também inferiu em 1817 que a as-
simetria que gera a rotacao da polarizacao da luz deve-
ria estar dentro das préprias moléculas da substancia.
Fresnel [2, 3] para explicar a existéncia das formas
CPL (circularmente polarizadas a esquerda) e CPR
(circularmente polarizadas & direita) de um meio opti-
camente ativo postulou em 1825 que as moléculas do
meio deveriam ter formas helicoidais, umas com rosca
esquerda e outras com rosca direita.

Hoje em dia essas propriedades moleculares sao
muito bem conhecidas e estudadas do ponto de vista de
suas simetrias e propriedades fisicas e quimicas. Esses
estudos fazem parte do tépico conhecido como Isomeria
Optica [3].

Alguns exemplos de enanciémeros famosos que pos-
suem dois isomeros épticos sao: a talidomida e a lemo-
nina. Um dos isomeros da talidomida cura o enjoo
matinal e o outro causa defeitos no feto. A lemonina
(C10Hg) é encontrada no limao e na laranja; um dos
isomeros tem o sabor do limao e o outro o sabor da
laranja.

Na Fig. 3 mostramos os cristais hexagonais enan-
ciomorfos de quartzo, muito usados nos estudos de
atividade dptica [2].
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Figura 3 - As duas formas enanciomorfas ou dissimétricas (L e
R) do cristal hexagonal de quartzo.

No cap. 2 apresentaremos as equacoes de Maxwell
no sistema de unidades CGS que usaremos nesse artigo.
No cap. 3 e 4 vamos assumir ab initio que os indices
de refragdo n; e n, das ondas CPL e CPR, respecti-
vamente, sejam complexos. Ou seja, n; = n; + 1y
een, =mn. +1x, onde n e y sao reais. Partindo
dessa hipétese mostraremos que o poder rotatdrio [p] é
dado por [¢] = (7/A\)(n; — n,.) e que o dicroismo circu-
lar ou efeito Cotton é medido pela elipsidade ¥ dada
por ¥ = (7/A)(xi — xr)- No cap. 5 usando o mo-
delo atomico classico e a teoria eletromagnética, vamos
calcular os indices de refracao n; e n, de ondas CPR e
CPL quando o meio dielétrico é submetido a um campo
magnético externo B constante (efeito Faraday ou bir-
refringéncia magnética). No cap. 6 vamos calcular [¢]
e ¥ usando a mecanica quantica e levando em conta
as simetrias das moléculas que compoem meio. Verifi-
camos que ha um excelente acordo entre a teoria e os
resultados experimentais comprovando, desse modo, a
hipétese de Pasteur.

2. As equagoes de Maxwell em meios
dielétricos

Antes de comegarmos a estudar a rotacao do plano de
polarizagao da luz num dielétrico vamos fazer um re-
sumo das propriedades essenciais [5-7] das equagoes de
Maxwell nesse meio.Neste artigo adotaremos o sistema
CGS de unidades. As equacgoes de Maxwell, no caso
geral sao dadas por

divD = preqis [Gauss],

10B
rotE = 5 [Faraday] (1)
divB = 0,
19D

rotH = jreais + [Amp\ere} (2)

c Ot’

que na auséncia cargas (preais = 0) e correntes reais
(Jreais - 0) dao
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10B
divD =0 tE = ——— 3
WD =0, roE=—1% 3)
10D
divB =0 tH = ——. 4
v , TO Y (4)

Os vetores D e B sao definidos por D = E +
47P ¢ B = H + 47M, onde P é vetor polarizacao
elétrica e M é o vetor polarizacdo magnética. Para
um meio isotropico P e M sao dados, respectiva-
mente, por P = kE e M = x'E onde k e k' sdo es-
calares. Assim, D = (1 + 47x) E=¢ E e B = (1
+ 47k’) H = pH. Onde & e k' sdo, respectivamente,
as suscetibilidades elétrica e magnética do meio e €
e p sao, respectivamente, a constante dielétrica e a
permeabilidade magnética do meio. O indice de re-
fracdo n do meio é definido por n? = eu e a veloci-
dade de propagagao de uma onda é V = ¢/n = c /\/ep.
Em meios nao magnéticos ou fracamente magnetizaveis
temos k' < 1. Isto implica que podemos fazer p ~ 1,
n*~¢e V=c/y/eceB=H.

A polarizacao P = k E onde E é o campo gerado por
todas as cargas, reais e induzidas, e D = ¢ E é gerado
pelas cargas reais. No caso de um meio denso, devi-
do ao efeito de polarizacao de cargas, o campo efetivo
Ecs que age sobre uma molécula é dado por E.y = E
+ (47/3)P. Como a polarizabilidade o é definida por
P = N o E.; obtemos

KE=NaE.; = Na[E + (47/3)P] =
Na(l+ 47k/3)E, (5)

de onde tiramos
k= Na/(1—4rNa/3). (6)

Lembrando que ¢ = 1 + 47k, ou seja, que k = (e— 1)/
47 obtemos, usando a Eq. (6) que

a=(3/4nN)(e —1)/(e +2), (7)

que é uma relagao conhecida como equacao de Clausius-
Mossotti.

Como em meios com magnetizagdo desprezivel
temos n? = ey ~ ¢ a Eq. (7) fica escrita

(n? —1)/(n® +2) ~ (47N/3)a. (8)

Em meios diluidos, ou seja, quando 47N /3 < 1
usando a Eq. (6) e a relacdo ¢ = 1 4 4wrobtemos

k=~ Naee =~ 1+ 4nNa, (9)

ou seja, para meios diluidos e fracamente magnéticos

teremos

e~n’~1+4nNo. (10)
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Antes de iniciarmos o estudo da propagacao de uma
onda num meio dielétrico homogéneo e uniforme é im-
portante salientarmos que no caso mais geral o indice
de refracdo é uma grandeza complexa [6, 8-11]. Esse
indice complexo serd representado por n e escrito na
forma n = n+ iy, onde n e x sao reais. O parametro y
é definido como coeficiente de absorg¢ao.

Num meio homogéneo onde k, k', € e p sdo cons-
tantes as Egs. (3) e (4) podem também ser escritas do
seguinte modo

16B

divE =0 tE = —— — 11

v , TO i (11)
OE

divB = 0, rotB = L2 (12)
c Ot

Nestas condigoes temos as seguintes equagoes de
onda

100 _
v2 otz
onde ® =EouBeV =c¢/n=c/\ep.

AD — (13)

3. Rotacao do plano de polarizagao da
luz em meio dielétrico

Vamos estudar a propagacao da luz assumindo ini-
cialmente que o meio seja isotropico e homogéneo.
Mais tarde, no cap. 6, iremos generalizar as equagoes
de Maxwell considerando que o meio é formado por
moléculas com estruturas internas cujas simetrias serao
responsaveis pela rotacao dos planos de polarizagao e
absorcao das intensidades do campo eletromagnético.
Nessas condigbes o meio apresenta anisotropias mi-
croscopicas que irao se manifestar nos campos E ¢ B
macroscopicos.

Neste capitulo assumiremos que o meio é homogé-
neo, com magnetizacdo desprezivel e, numa primeira
aproximagao, que ele seja isotropico. Desse modo os
campos elétrico e magnético, E(r, t) e B(r, t), se
propagam no meio obedecendo as equagoes de onda (11-
13) com n? ~ ¢, ou seja, n ~ /g, e V =~ ¢/ /c.

A anélise feita nesse capitulo é baseada no ar-
tigo de Condon [12]. Ela pode também ser vista em
muitos livros de dptica [13-16] onde existem muitas fi-
guras mostrando com clareza a superposicao de ondas,
rotacao de planos de polarizagao, polarizagao circular e
eliptica.

Suponhamos agora que E(r, t) e B(r, t) se propaga
ao longo do eixo z, perpendicular ao plano (z, y) da
péagina, apontando no sentido do leitor. Vamos definir
0s versores, £ e Yy mutuamente ortogonais e ortogonais
a z de tal modo que (x, y, z) forma a base do right-
handed sistema de coordenadas. Os vetores E e B que
estao no plano (z, y) sdo dados por
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E = ReE,exp(i®),

B = ReB, exp(i®)

e

® =w(tnz -r/c) =wtk -, (14)

onde Re{...} significa tomar a parte real, E, e B, séo
vetores constantes, ® é fase da onda e w = 27 f é a
freqiiéncia angular e f a freqiéncia em hertz da onda
(E, B). O vetor de onda k é dado por k = (27/\)z
e A = 2mc/w é o comprimento de onda no vicuo e
An = A/n o comprimento de onda no meio.

(A) Onda circularmente polarizada no sentido
anti-horario

Suponhamos que a amplitude E, seja dada por
E, = e,(xz + i y), onde e, é real. Neste caso a parte
real de E é dada por

eo[xcos(P) — ysin(P)]. (15)

Quando ® = 0 (supondo que no instante inicial ¢ = 0
e a posicdo inicial r = 0) o vetor E é paralelo a e &
medida que ® cresce o vetor E, visto pelo leitor, gira
no sentido anti-horario. Representaremos essa onda por
CPR ou CP+ (onda de helicidade +).

(B) Onda circularmente polarizada no sentido
horario

Neste caso a amplitude E, da onda é dada por E; = ¢,
(z - i y). A parte real de E é dada por

E; = eo[xcos(P) + ysin(P)]. (16)

Quando ® = 0 (supondo que no instante inicial ¢ = 0
e a posigao inicial r = 0) o vetor E é paralelo a « e a
medida que ® cresce o vetor E, visto pelo leitor, gira
no sentido horario. Ela serd representada por CPL ou
CP- (onda de helicidade -).

(C) Onda linearmente polarizada gerada pela
superposicao de duas ondas CPL e CPR com
amplitudes iguais

Consideremos agora a superposicao de duas on-
das circularmente polarizadas com mesma ampli-
tude. Uma CPR com uma fase 6, dada por Er =
Re{E,exp(if) exp(i®)} e a outra CPL com uma fase -6,
dada por E;, = Re{E;exp(—if)exp(i®)}. Neste caso
vemos que a amplitude da onda resultante E = Er +
E; é dada por

eoRe{(z +iy) exp(if) + (z — iy) exp(—if)} =
2e,{x cos(f)—y sin()}. (17)
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A equacao acima mostra que a superposicao das on-
das CPR e CPL gera uma onda linearmente polarizada
(LP). Quando # = 0 temos uma onda LP cujo plano
de polarizacao é paralelo ao vetor . Quando 6 > 0 o
plano de polarizacao estd girado no sentido horério de
um angulo # com respeito ao versor .

(D) Propagacao de ondas CPR e CPL com dife-
rentes indices de refragao

Vamos assumir agora que as ondas CPR e CPL tenham
velocidades de propagagao diferentes, ou seja, que te-
nham indices de refragao diferentes n, e mn;, respecti-
vamente. E muito importante salientarmos que essa
hipdtese de existéncia de indices de refragao n, # ny
pressupoe que deva existir no meio dielétrico alguma
coisa que gera essa diferenca. Como dissemos antes
isso s6 sera explicado no capitulo 6 quando levarmos
em conta as simetrias estruturais das moléculas do
meio. Aqui assumiremos simplesmente que existem
dois indices de refracao n, e n;. Dentro desse contexto
fenomenolégico vamos considerar que as ondas CPR e
CPL tenham a mesma amplitude em ¢ = 0 no comeco
do percurso onde z-r = 0. Apés um tempo ¢ percorrem
uma distancia L de tal modo que z-r = L, sem mudar
as respectivas amplitudes. Nesse intervalo de tempo ¢
as fases ® das duas componentes serdao dadas por

O, =w(t—n.L/c)ed; =w(t —nL/c). (18)

Assim, o campo E resultante no instante t e z-r =
L é dado por

E(r,t) = Re{Egexp(i®,) + Er exp(i®;)} =
eoRe{(x + iy) exp(if)exp(i®,) +
(z —iy) exp(—if) exp(i®;)}.

Definindo ® = w[t — (n; + n,)L/2c] e § = 7 (n; -

n.)L/X, onde A = ¢f = 2wc/w é o comprimento de
onda no vacuo, a equagao acima fica escrita como

E(r,t) = e,Re{(x + iy) exp(if) exp(id) +
(z — iy) exp(—i6) exp(—id)} exp(iP).

Supondo ainda que a luz tenha entrado LP ao longo
de i, ou seja, que # = 0 obtemos

E(r,t) = e,Re{(x + iy) exp(id) +
(x — iy) exp(—id)} exp(iD). (19)

Desse modo vemos que a amplitude da onda resul-
tante E(r,t) é dada por

eoRe{(z + iy) exp(id) + (z — iy) exp(—id)} =
2e, {x cos(d)—ysin(d)}. (20)
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Este resultado mostra que o plano de polarizacao da
luz que entrou LP no plano paralelo ao versor & girou
de um angulo § em relagao a . A rotagao § é horaria
ou anti-horédria se § > 0 ou § < 0, respectivamente.
Como 6 =7 (n; — n,. )L/ o sinal de ¢ vai depender de
(nj— ).

Resumindo, uma onda que entrou LP no meio, com-
posta por duas ondas CP com mesma amplitude e com
indices de refragao n; e n,., apos percorrer uma distancia
L, continua LP mas tem seu plano de polarizagao ro-
dado de um angulo §. Este angulo de rotagdo por
unidade de comprimento do percurso é definido como o
poder rotatdrio (o] = /L dado por

la] = (7/X)(ni = ny). (21)

O parametro [o] é medido em radianos/m ou
graus/m. Como A é muito pequeno comparado com as
distancia L, a quantidade L/A é muito grande e assim
apreciaveis valores de rotacao § sdo produzidos mesmo
sendo a diferencga n; - n,, muito pequena comparada com
a unidade, cerca de uma parte em um milhao. Notemos
que o sentido da rotagdo § (positiva = hordria ou nega-
tiva = anti-horéria) é dada pela luz CP que se propaga
mais rapidamente no meio, lembrando que V = ¢/n. A
Eq. (21) foi obtida pela primeira vez por Fresnel [3] em
1825.

4. Atenuacao de ondas CPL e CPR.
Efeito Cotton. Dicroismo circular

Verifica-se que quando ha uma rotagao do plano polari-
zacao devido a diferentes velocidades de propagacao de
ondas CPL e CPR ha uma absorgao das intensidades
dessas duas ondas a medida que elas se propagam. A
absorcao da intensidade de uma onda CPL ¢ diferente
da absorcao de uma CPR. Esse fenomeno de absorgao
das ondas que foi descoberto por Cotton em 1896 tem o
nome de Efeito Cotton ou dicroismo circular [2, 3, 8-16]
Veremos no cap. 8 que a rotagao do plano de polari-
zagao e o dicroismo circular estao intrinsecamente liga-
dos. Para explicar o dicroismo temos de usar o indice
de refracao complexo n. Assim, seguiremos os cédlculos
feitos no cap. 3 substituindo os indices de refragao reais
n; e n,, para as ondas CPL e CPR, pelos indices de
refragao complexos n; = n; + ix, € n, =n, + ix;, res-
pectivamente.

Nessas condigoes, devido ao coeficiente de absorcao
x as amplitudes das ondas CPR e CPL vao decrescer,
respectivamente, de exp(-2mx,L/\) e exp(-2mx;L/)\)
depois de um percurso L. Definindo por x = (x, +
Xx1)/2 e X’= (xr— x1)/2 e substituindo nas Eqs. (14)-
(18) os indices de refracao reais n, e n; pelos indices
complexos n; e n,., e seguindo o procedimento analogo
ao usado nas segoes (3.A)-(3.D) obtemos, ao invés da
Eq. (20) a equagao
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E(r,t) = e,Re{ exp(mx'L/\)(z + iy) exp(id) +
exp(—2mx'L/A)(z — iy) exp(—id) } exp(i®’),

onde

§=m(ng —n,. )L/ Xe® =
wlt — (ng +ny)L/2c] +im(xr + x1)L/A]. (22)

Da Eq. (22) verificamos que a amplitude da onda
resultante, ao invés da Eq. (20), é agora dada por

2e,{x cos(8) — ysin(8) ycosh(2mx'L/\) —
2e,{y cos(d) + x sin(d) } sinh (27’ L/\) (23)

Quando x, = x;, ou seja, quando x’ = 0 re-
cuperamos a amplitude dada pela Eq. (20), isto é 2
eo{x cos(d) — y sin(d)}.

Denotando por i(d)= @ cos(d) - y sin(d) e j(0) =-(z
sin(d) + y cos(d)) os versores obtidos pela rotagdo no
sentido hordrio de um angulo § (supondo § > 0) dos
versores i e j a Eq. (23) fica escrita como

2e,{i(8) cosh(2mx'L/\) + j(8)sinh(2mX'L/\)} =
ai(8) + bj(8), (24)

onde definimos por a = 2e,cosh(2mx'L/A\) e
b = 2e,sinh(2ry'L/N\)} as amplitudes da onda ao
longo dos versores i(d) e j(d), respectivamente. Desse
modo o campo elétrico resultante, conforme a Eq. (22),
vai ser a soma de duas componentes, uma ao longo de
i(0) e a outra ao longo de j(§). Elas vao oscilar no
tempo com frequiiéncia w ao longo desses versores com
amplitudes diferentes, uma com amplitude a e a outra
com amplitude b. Nessas condiges, como sabemos [8-
16] o campo elétrico descreve uma elipse com eixos a
e b. As duas componentes que inicialmente entraram
unidas formando uma onda LP formam, depois de per-
correr uma, distancia L, uma onda elipticamente pola-
rizada. Este fenémeno que é devido ao fato da onda
CPL ser absorvida de modo diferente da CPR é de-
nominado de dicroismo circular. Como, em geral, x’ é
muito pequeno, cerca de uma parte em um milhao [8-
16] teremos a > b, ou seja, a elipse é muito achatada,
quase um segmento de reta de comprimento a . As-
sim, o campo elétrico vai oscilar praticamente ao longo
de uma linha reta que estd rodada de um angulo § em
relagdo aos versores e y.

A elipsidade, definida pela razao b/a é convencional-
mente medida por um angulo ¥ cuja tangente é igual
a razao b/a, isto é

tan ¥ = b/a = tanh(2wx'L/\). (25)

Como x'L < 1 temos tan ¥ = ¥, ou seja, a elipsi-
dade fica dada por
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U~ 2mX' L/A = (7/A)(xr — x1) L. (26)

No cap. 6 veremos como calcular ¥ e mostraremos
que o poder rotatdrio e o dicroismo circular sao feno-
menos que ocorrem simultaneamente.

5. Birrefringéncia magnética (efeito Fa-
raday)

Mostraremos, usando o modelo atomico cldssico, que a
acao de um campo magnético estatico B aplicado so-
bre o meio dielétrico gera indices de refracao diferentes
para as polarizacoes CPL e CPR. Esse efeito é conhe-
cido como efeito Faraday ou birefringéncia magnética
[2, 811, 13, 15].

Para vermos isso de maneira simples [10, 13] va-
mos supor que o atomo do meio diluido onde a luz se
propaga é formado somente por um elétron com massa
m. Este gira em um movimento circular uniforme em
torno do nicleo com velocidade angular w, atraido por
uma forga centripeta central —Kr, onde K = mw?.
Além disso assumiremos que a onda se propaga ao longo
do eixo z, que o circulo descrito do eletron estd num
plano (z,y) perpendicular a z e que o campo magnético
aplicado B é paralelo a z, isto é, B = Bz. Nessa geome-
tria o campo elétrico E da onda, que suporemos circu-
larmente polarizada, estara sempre no plano do circulo
descrito pelo eletron e dado por E = Er/r.

Sob a acao da forga do campo elétrico E e da forca
central —Kr o eletron passaria a girar com velocidade
angular w de acordo com a seguinte equagao

—eE — Kr = —mw’r.

Assumiremos também que ndo hé ressonancia entre
a onda incidente e o atomo, ou seja, que w # w,. A
velocidade angular w, impressa por E, tem sinal + ou -
se a onda for CPL ou CPR, respectivamente. A veloci-
dade orbital do eletron seria entao dada por v = +wr
# onde 0 é o versor tangente ao circulo de raio r.

O campo B gera uma forga de Lorentz Fp = —ev
x B sobre o eletron. Nessas condi¢oes temos a seguinte
equacao total de movimento

—¢eE + eBwr — Kt = —mw’r.

Levando em conta que Kr = mw?2r obtemos dessa
equagao

—(e/m)E

e (w2 — w2 £+ eBw/m)’

onde o sinal + vale para a onda CPL e o sinal - para
a CPR. Indicando por N o ntimero de &tomos por
unidade de volume e lembrando que o momento de
dipolo p = —er o vetor de polarizagao P fica escrito
como
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(Ne?/m)E
(w2 —w?2 +eBw/m)’

Notemos que a polarizagao P é diretamente propor-
cional ao campo E. Ela nao é devida a um campo efetivo
E.s que seria gerado pelo efeito de polarizacao elétrica
que ocorre num meio denso, conforme a Eq. (5).

Consequentemente

P-

(27)

1+ 47 (Ne?/m)

D=E+47P =
A (w2 —w? £ eBw/m)

E.  (28)

Como D = ¢ E verificamos que

_ 144x(Ne*/m)
CT W2 w2 £eBu/m) (29)

Levando em conta que para dielétricos usuais n? =

en = ¢ verificamos que para ondas CPL e CPR os
indices de refragao n; e n, sao dados, respectivamente,
por

o 1+4m(Ne?/m)
(w2 —w? +eBw/m)’

(30)

2 _ 1 +4n(Ne?/m) (31)

(w2 —w? —eBw/m)’

Ty

enquanto na auséncia de B o indice refracao n é dado
por

n? =1+ 4n(Ne? /m)/(w? — w?). (32)

As Egs. (30) e (31) mostram que n? é dado por
uma relacdo do tipo n? = 1 + 47 N a, que vale para um
meio diluido onde « é a polarizabilidade dada por ay =
(€2/m)/(w? —w? £ eBw/m) e a = (e2/m)/(w? — w?).

E importante notarmos que para deduzirmos as
Eqgs. (30) e (31) assumimos que a ondas se propagam
no mesmo sentido de B. Nessas condigoes obtivemos
n, > n; e que o poder rotatério [a] = (w/N)(ng — n,)
definido pela Eq. (21) é negativo, ou seja, o meio se-
ria levorotatorio ou levdgiro. Invertendo o campo B ou
invertendo o sentido de propagacao da onda teriamos
o efeito contrario, ou seja, o meio se torna destroro-
tatorio ou destrégiro, conforme mostram os resultados
experimentais [8-10, 13, 15, 16]. Como a velocidade de
propagagao de uma onda é dada por V = ¢/n, vemos
que a velocidade V; = ¢/n; > V. = ¢/n,.. Invertendo B
ou a diregao de propagacao da luz teriamos o contrario,
ou seja, V. > V.

Devemos observar que, na auséncia de um campo
externo B, uma substancia naturalmente ativa, levégira
ou destrégira, nao muda o seu tipo de atividade 6ptica
se a direcao de propagacao da onda é invertida.

Notemos que a agao de um campo magnético B apli-
cado no atomo deu origem a indices de refragao n, e n;
diferentes. Veremos nos proximos capitulos que a acgao
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simultanea somente dos campos E e B da onda lumi-
nosa, dependendo da simetria das moléculas do meio,
podem gerar n,. e n; diferentes.

6. Teoria quantica da atividade optica
molecular

De acordo as conjecturas de Biot e Pasteur [2, 3],
em esséncia, os indices de refragcdo n, e n; das ondas
CPL e CPR podem ser diferentes devido a efeitos ge-
rados por propriedades inerentes as simetrias das es-
truturas moleculares do meio onde a luz se propaga.
Veremos neste capitulo como podemos comprovar essa
hipétese. Primeiramente usaremos argumentos eletro-
magnéticos para dar uma ideia aproximada do campo
(E, B) incidente sobre as moléculas. Em seguida usare-
mos a mecanica quantica para calcular rigorosamente os
efeitos de (E, B) determinando [a] e V.

Bem, do ponto de vista do eletromagnetismo
classico o campo E incidente polariza a molécula: as
cargas positivas se deslocam no sentido de E e as nega-
tivas no sentido contrario, criando um dipolo elétrico
induzido p. Se o campo elétrico estd crescendo, as
cargas estao se movendo, aumentando o deslocamento
das cargas dentro da molécula de tal modo a aumentar
p.- Suponha agora que a estrutura molecular seja tal
que as cargas em movimento nao vao diretamente da
posicao inicial para a final mas que sejam obrigadas,
conforme sugeriram Pasteur e Drude (vide detalhes no
livro do Lowry [2]) a se movimentar ao longo de tra-
jetorias helicoidais seguindo o movimento geral devi-
do a E. Esse movimento circulatério gera um campo
magnético que é proporcional a OE/Jt (lei de Ampere)
que criard um momento magnético induzido p ~ OE/Ot.
O campo magnético varidvel B gera uma variacao de
fluxo nas trajetérias helicoidais dando origem a um
deslocamento de cargas proporcional a 9B/0t (lei de
Faraday). De acordo com a lei de Lenz, cargas positivas
e negativas se moverao em sentidos contrarios alterando
dipolo elétrico induzido, ou seja, devemos esperar que
p ~ aE + b0B/0t. Esses argumentos mostram que de-
vido as estruturas moleculares torna-se necessario ge-
neralizar a teoria eletromagnética que encontrada, por
exemplo, nos livros do Panofsky e Phillips [5] e Jack-
son [6] para obter corretamente a polarizagio elétrica
P e a magnetizacao M do meio. Isto s6 pode ser feito
rigorosamente usando a mecanica quantica. Varios tra-
balhos foram feitos com esse objetivo por Rosenfeld
[17], Born [18, 19] e Condon [12]. Seguindo esses au-
tores vamos calcular os dipolos induzidos elétrico (p) e
magnético (u) devidos a um campo E,; B que se propaga
num meio dielétrico homogéneo diluido.

Assim, consideremos uma onda (E(r, t), B(r, t))

que se propaga ao longo do eixo z, com E e B dados
por
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B(r,1) = - AT
B(r,t) = rotA(r,t), (33)

onde A(r, t) = Re{A exp(i®?)} = {A exp(i®) + A*
exp(—i®)}/2 é o potencial vetor, & = wt - k- r = w
(t—nrz/c)=w(t-r o /c) k= (2r/N\)z é o vetor
de onda, A = 2mwc/w o comprimento de onda e o0 = n
k. Usando a Eq. (22) os campos E ¢ B ficam escritos
como

E(r,t) = f%{A exp(i®) — A xexp(—i®)}  (34)

w
B(r,t) = —2—{(UXA) exp(i®) — (oxAx) exp(—i®)}.
c
(35)
Desprezando interagao da onda incidente com os
ntcleos dos atomos, o potencial de interagao H entre os
eletrons da molécula com o referido campo é dado por

H= 7%21‘&(1&%) T =
_micZ[A(ri,t)'7Ti+7Ti'A(ri7t)]’ (36)

onde r; e m; = m v; sao as posicoes, 0s momentos li-
neares e as velocidades do :*3™© ¢letron. No momento
nao consideraremos, por simplicidade, a interagao do
campo A com os spins dos eletrons. Faremos isso mais
tarde.

Assumindo que os comprimentos de onda A en-
volvidos no processo sejam muito maiores do que as
dimensoes moleculares r, ou seja, A > r poremos
exp(iwo-r/c) =1+ iwo- r/c. Nessas condigdes a hamil-
toniana H pode ser escrita na forma

H= % [h exp(iwt) + h * exp(—iwt)], (37)

onde
e
= —— 2. A — (12
h — ; {(m; - A) — (iw/2c¢)x
[(m; - A)(r; - o) + (v - o) (i - A)]}.
Como os operadores comutam, ou seja, como
(ﬂ'i . 14)(1‘z . U) + (I‘i . O’)(ﬂ'i . A) =0,

o operador h fica escrito como

h= =S5 i 4) — /o) A)ri o). (39

Cattani e Bassalo

Como 7; = mv; = mdr;/dt, os momentos de dipolo
elétrico p e magnético p da molécula sao dados, respec-
tivamente, por

i
e
e
= —(r; x ™), 39
EDOEAUEES (39)

Usando a Eq. (38) vemos que a funcdo h vista na
Eq. (38) fica escrita como

1 dp iw
h=—— —-A+—pu- A). 40
5o g AT p(oxA) (40)
Para levarmos em conta o efeito de magnetizacao
dos spins S; dos eletrons basta agora escrever nas
Egs. (39) p na seguinte forma

e

Com as aproximagoes vistas nas Eqgs. (38)-(40) a
equagao de Schrodinger que descreve o processo de in-
teragao da onda com moléculas do meio serda dada por

— iha—qj = (Hyp— H)Y, (41)
ot
onde H, é a hamiltoniana da molécula nao pertur-
bada e a hamiltoniana H de interacao é descrita pelas
Egs. (37)-(40).
Sejam ¢,, e E,,, respectivamente, as autofuncgoes
e autovalores do operador H,. Considerando H como
uma pequena perturbacao de H, podemos escrever a
solugdo da Eq. (41) correspondente ao m®™"™O estado
estaciondrio do sistema ¥, na forma [20]

\Ilm = [¢m + Z(ak}m eXp(iwt) + bk:m eXp(_th)¢k)]
k
X exp(—iwmt), (42)

onde w,, = E,,/h.

Usando as Egs. (37) e (40)-(42) e seguindo o pro-
cedimento usual da teoria de perturbagoes quanticas em
primeira ordem [20] no termo h calculamos as fungoes
de onda W,, conforme vemos no Apéndice. Nesses
calculos assumimos que a diferenca ¥,, — ¢,,, é pequena.
Desse modo as equagoes que obtemos sé podem ser usa-
das quando w # wpk-

Usando as fungoes de onda ¥,, podemos calcular o
valor esperado F,, = < U,,|F |¥,,, > de observdvel F
no estado ¥,
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aE

2
;X
_ _L wkm
Fn = o 2 » < m|F|k >< k|p|m > - oA
L7 e < mlFlk > < bl > B
ho,oom M = 2 = w?)
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3
g E
“F* Wkm <m|F\k > k|p\m>m +
mk
X2 9B >
ic Wk 2 ot
k 8 < " <Rk >< klulm > T wz)g. (43)

No caso do dipolo, fazendo F = p obtemos, pegando a parte real da Eq. (43), ou seja, fazendo p,, = Re[F,,],

teremos
x2 o8
1 m E
P, = § b Il miplk >< klp|m >] §+ 17 e Rel< miplk >< klplm 5] S ——_—
2h k ( k (wmk —w )
< 2 OB 3
c B Wmk 2 E
¢ N B (44
p emRel<mlplk >< Huln 3] ey - ﬁ m{< miplk >< klupm > _WQ)E (44)
onde levamos em conta que < m|plk > < k|p|m > = | < m|p|k > |? é real e que (W /w)?/ (W2, — w?) = 1/w? +
1/(w?, — w?). Assim, ficamos com
= S wmiRe[< m|plk >< k|p|m >] - __E +< wmrRe[< m|plk >< klmu|m > } B -
Pm = gp om p P @5, —w?) RO P ( w?)
o oB
¢ ot
= | k k 5. 4
3 Qtm[< miplk >< Klulm >] = _w2)§ (45)

De modo andlogo para o dipolo magnético, fazendo F = i obtemos, desprezando os termos da ordem de u? e

comparagao com |p ||u|, temos

2 3

8E
1 X

Hm = — 5%

oF Im2< m|plk >< klpjm > -
k

(W,

O resultado final para os dipolos induzidos, elétricos
e magnéticos, é obtido fazendo uma média sobre todas
as possiveis orientacoes das moléculas no espago assu-
mindo que todas as diregoes sao igualmente provaveis.
Para calcularmos a média, por exemplo, do fator pu-H
sobre todas as orientagGes de p e m ndés mantemos fixos
os médulos dos dipolos e também fixo o angulo entre
eles. Escolhendo H como o eixo de referéncia para cal-
cular todas as possiveis orientacoes dos vetores p e pu
podemos mostrar [12] que o valor médio [puH],,, é dado

por (1/3) puH.
Assim, os dipolos induzidos elétrico d,,, e magnético
L sao dados por

_ _ (Bm) 9B
d,, = an,E+v,B (c) T (47)

E
§+ — Re Wmk < m|plk >< klplm > -—5—— . (46)
k

(Whe — w?)

Brm
um_vmm( )at (48)

onde as funcoes au,, Bm € Vm para os estados m sao
dadas por

o = 275 wim| <mlplk > (49)
3h (Wik — w?) ’
B _ 2 > Iml<mlplk > < Hplm>) o
c 3h (W2, — w?) ’
2 X W Re[< mlplk > - < k|u|m >]
Ym = 3% (W2, —w?) (51)

Usando as Eqgs. (47) e (48) e lembrando que o deslo-
camento elétrico D é dado por D = E + 47 P e o campo
dadopor B=H + 47 M,onde P=NdeM = N g,
teremos, omitindo por simplicidade o indice m
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p 0B
D=c¢cE B—- —— 52
S 2¢ Ot (52)
p OE
B=H E+ ——— 53
Tt o (53)
onde ¢ = 1 4+ 47Nay, n = 4Ny, e

pj2e = 47N (G 0)

Como os campos E(r, t) e B(r, ) podem ser es-
critos na forma E(r, t) = Re{E, exp(i®)} e B = Re{B,
exp(i®)} onde ® = w(t — o -r/c) e E, e B, sdo cons-
tantes, temos OE/0t = iw E e 0B/dt = iw B. Das
equagoes de Maxwell rotacionais rot(E) = (-1/c) 0B/0t
e rot(H) = (1/c) 0D/0t, tiramos

— oxH = DeoxE = B. (54)

Levando em conta as Eqgs. (52) e (53) obtemos,

p 0B
D=-0xH=cE B—-—— 55
oxH=cE+mB -9 5 59
p OE
B=oxE=H E 5
ox +n +2 T (56)

Da segunda equacao acima temos H = B - nE
- (p/2c) OE/0t. Substituindo este valor na primeira
Eq. (6.18) e lembrando que ¢ x E = B, obtemos

p OE
_ E)=cE+ % b
ox(ocxE) = ¢E + . (UX 8t> (57)
Como 0 =nz =nkk,k=27/)\ 0E/0t = iw E da
Eq. (57) deduzimos que
(n* — e)E = i(2np/\,) (Exz). (58)

Como E = E, z + E, y da Eq. (58) obtemos o
sistema de equagoes homogéneo

(n? — e)E, —i(2np/\n)E, = 0, (59)
i(27p/An) Ey + (n? —e’:‘)E =0. (60)

Para nao termos a solugao trivial, ou seja,
E, = E, = 0a condigao (n? —¢)? = (2mp/\,)? deve
ser satisfeita, ou seja, n? = e+ 2mp/\, e E,/E, = +i.
Como € > 2mp/A, temos n =~ /e £ wp/Apv/e. Isso
implica que a onda CPR que tem E,/ E, = i teria
um indice de refragdo n, =~ /e + wp/)\ e a onda
CPL que tem E,/E, = —i teria um indice de refragao
n; =+ —mp/A

De acordo com os calculos acima vemos que
n, — n, = 2mp/A. Ora, como pela Eq. (3.8) o
poder rotatério do meio é dado por [a] = (7/A)(n; -
n,) Vemos que

[a] = (7/X)(n = ny) = (272 /3%)p. (61)

Cattani e Bassalo

Como pela Eq. (6.16) p = 8mcN (B, /c) a Eq. (6.30)
d4 o poder rotatdrio [a,,] do estado m

[tn] = (167%/72) Ny B, (62)

onde N,, = NP(m) é ntimero médio de moléculas
que estao no estado ¢,,, sendo P(m) a distribuicdo de
Maxwell-Boltzmann.

Definindo o rotational strength Ry, da transicao
k — m por

Ry = Im[< m|plk > - < k|ulm >], (63)

vemos que o parametro (3, dado pela Eq. (50) pode
ser escrito como

SR N N— 64
P 3h;(w,%m—w2) (64)

Finalmente, usando a Eq. (62), poder rotatério [,
do estado m fica dada por

71'3 2 ka
[am] = ——Nm == —. (65)
A2 3h zk: (lem - w2)
Como o valor efetivo de 3 é dado pelo valor médio
8 = X,,P(m)B, o poder rotatério total [a] gerado
pelas moléculas de um meio diluido é dado por

71'3
o] = S3-NG. (66)

Vamos mostrar na préxima se¢ao como o poder ro-
tatério [¢] depende das propriedades de simetria das
moléculas ativas que estao contidas no parametro 3.

A Eq. (65) vale para um meio diluido onde hé so-
mente um tipo de molécula. No caso em ha uma mis-
tura de véarios tipos r diferentes de moléculas é facil
vermos que para a mistura vale a equagao

—m”ZN@, (67)

onde N, e [, sao, respectivamente, a densidade de
moléculas e o parametro § da molécula do tipo r.

Na Eq. (66) assumimos que o parametro 3 é uma
propriedade constante da molécula individual, pratica-
mente independente do meio no qual a molécula estd
imersa. Se isso ocorrer e o meio for denso (liquido ou
gas comprimido) o poder rotatério ao invés da Eq. (66)
é dado por [12]

_ 1673

7’L2
o] = T np

3

Entretanto, ha evidéncias [2] que § é muito sensivel
ao meio no qual a molécula estd imersa, principalmente
quando ha moléculas polares e solventes. Neste aspecto
0 é muito diferente da polarizabilidade « que é prati-
camente insensivel ao meio.

(68)
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7. A simetria quiral e o poder rotatério

Conforme a Eq. (49) o poder rotatério [ou,] é di-
retamente proporcional aos fatores Ry, definido pela
Eq. (63) que dependem da parte imaginéria dos produ-
tos escalares dos elementos de matriz de dipolos elétrico
e magnético. Os Ry, tém as seguintes propriedades

(A) ka = *Rmk

(B) Vamos indicar por P(z) o operador de re-
flexdo espacial numa dada diregao = de tal modo que
P(z)f(x) = f(—z). Se a molécula for simétrica com
respeito a essa direcdo, teremos Plm > = £|m > e
Plk >= #]k>. Como Pd = —d e Pu = pu, ou
seja, o produto d p é um pseudo escalar, vemos que
Rim = —Rgm = 0. Isto implicaria que [«] = 0. Desse
modo vemos que para que termos [a] # 0 a molécula
nao pode ter nenhum plano de simetria.

(C) Suponhamos agora que Ry, # 0 e que exis-
tam duas moléculas que sejam imagens especulares uma
da outra (moléculas quirais ou dissimétricas). Como
neste caso Plm > = |k > e Plk> = |m >, vemos
que Rpir,pm = —Rikm. Ou seja, “moléculas que sao
imagens especulares uma da outra tém poder rotatério
iguais e opostos”. Desse modo, usando a Eq. (67), ve-
mos que solucoes racémicas, isto é, formadas com 50%
de moléculas L e 50% de moléculas R tém [a] = 0.

Outra propriedade interessante do poder rotatdrio é
obtida levando em conta que ), Ry, = 0, ou seja,

E Rim = Im{Z; <mlplk > - <klum>}=
&
Im{< m|p - pulm >} =0,

pois o elemento de matriz diagonal de qualquer obser-
vével real é sempre real [20].

Desse modo, no caso de freqiiéncias muito elevadas,
isto é, w > wy m, 0 pardmetro (3, dado pela Eq. (64)
fica dado por

2
Bm ~ _3hw2 ;ka = 0.

Ou seja, para freqliéncias muito elevadas ou com-
primentos de onda muito curtos (Mg, << A) o
poder rotatério tende a zero. Por outro lado, como
[a] = (167>N3)/A\2, notamos que [a] também tende
a zero para comprimentos de onda A muito grandes.
Esses resultados mostram que [a] se anula em ambos
os extremos do espectro, ou seja, nos casos de ondas
muito curtas e muito longas.

8. Equacgoes para a «a, § e 7 para ondas
com freqiiéncias w = wy,,

As equagoes obtidas para os parametros «, 5 e 7
mostrados nas Eqs. (49)-(51) sdo vélidas somente para
freqiiéncias w # Wgm = Wk — Wy,. Elas nao podem ser
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usadas no casos ressonantes, ou seja, quando w & Wi, .
Para tratar as ressonancias precisamos levar em conta
a vida média T' dos estados excitados.

Neste caso [20] a amplitude a,, (t) de um estado ¢, é
representada por a,, (t) = exp(—iE,,t/h) exp(—T't/2);
formalmente levamos em conta a vida média I',, do
estado excitado transformando a energia F,, em um
numero complexo, E,, — E,,—ihl';, /2. Desenvolvendo
um célculo perturbativo em primeira ordem semelhante
ao que foi feito no cap. (6) obtemos [20],

5 X k 20m
o 2 2% < mlplh > P o)

3h e zwgkm
2c =< Rim
k#£m w?’nk’ _ w2 + 2km
2 X Re[< m|plk > - < k|p|m >]
3h 5 5, Wwl'em
* Wink T @S T

onde 'y, = T, +1,, . Na obtengao das Eqgs. (69)-(71),
levando em conta que as vidas médias I" sao muito pe-
quenas (' ~ 1078 s para transicoes 6pticas e I' ~1077 s
para transigoes de microondas) comparadas com outros
termos que aparecem nos numeradores, desprezamos
os I' nos numeradores. Nos denominadores levamos
em conta somente fatores de primeira ordem I' e des-
prezamos os de segunda ordem I'2.

Notemos que no caso limite de I' — 0 os parametros
Qm, Bm € Ym mostrados nas Eqgs. (69)-(71) tornam-
se reais e ficando agora dados, respectivamente, pelas
Egs. (6.15).

A constante dielétrica € complexa pode ser obtida
[20] substituindo « dada pela Eq. (69) na Eq. (9) que
nos déd ¢ =~ 1+ 47Na. Fazendo a extensdo ¢ ~ n?
onde n = n + ix podemos obter as partes real (n) e
imagindria (x) de n através da Ref. [20]

ex~n?=(n+ix)?=1+4rNa. (72)

Como estamos interessados no poder rotatorio e
dicroismo circular vamos analisar somente relagoes
provenientes do parametro (,,. Assim, decompondo
Bm definido na Eqgs. (69)-(71) em suas partes real e
imagindria

2 2 2
Re{ﬁm} _ 70 ka (wmk UJ2 ) 5 , (73)
3h 5 oo, WTE,
T (2, — w?)? ]
Cc kawl‘km
Im{ﬁm} = ﬁ Z wgrg ’ (74)
b [ — )2 Sk

definimos o poder rotatdrio complexo [O,,]

1673
[®m] = )\2

N{Re[fn] + Im[G,,]}. (75)
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Nessas condigoes o poder rotatério [ay,], ao invés da
Eq. (62), é dado por

1673
Levando em conta os indices de refracdo complexos
n; = n; +ix; € Ny = Ny + X, ¢ facil vermos que no

plano complexo temos agora o poder rotatério [0©] dado
por (omitindo os indices m, por simplicidade)

0] = $(m—ny) = T{(n=nn)+ila—x,)} = ] +il¥],
(77)
onde [a] = (7/X)(ni —ny) e [¥] = (7/X) (X1 = Xr)-

Como sabemos, conforme a Eq. (21), o primeiro
termo da fungdo complexa [O] nada mais é do que
[a] = 6/L que d4 o angulo de rotagao do plano de
polarizagao § por unidade de comprimento. O segundo
termo [¥’], lembrando que a elipsidade ¥ ~ (7/\)(x;—
Xxr)L, conforme a Eq. (26), nada mais é do que
[¥] = ¥/L que mede a elipsidade ¥ por unidade de
comprimento.

Muitos resultados experimentais comparados com
as previsdes tedricas dadas pelas Eqs. (73)-(77) séo
vistos em vérios livros e artigos [2, 3, 9-13, 15, 16]. H&
um excelente acordo entre teoria e experiéncia.

Conforme Egs. (73)-(77) o poder rotatério [O] é
uma funcdo complexa da freqiiéncia w, ou seja, [@] =
[O(w)] = [a(w)] + i[¥(w)]. Desse modo, usando as pro-
priedades analiticas da fun¢do complexa [O(w)] pode-se
mostrar que as seguintes relagoes conectam suas partes
real e imagindria [6]

>0

[a(w)] =1+ %P/oo W, (78)
) = -2p [T LD o

onde o simbolo P significa a parte principal da integral.
As Eqgs. (78)-(79) que sdo conhecidas como relagdes
de dispersao de Kramers-Kronig mostram matematica-
mente que o poder rotatério e o efeito Condon estao
intrinsecamente relacionados: nao ha um efeito sem o
outro.

9. Exemplo simples, equagao de Drude
e lei de Biot

Vamos considerar um caso simples no qual as moléculas
do meio s6 tem uma freqiiéncia ressonante wy,r = w,
nas vizinhancas da freqiiéncia w da luz incidente. Além
disso adotaremos um procedimento usado em muitos
livros de 6ptica que é o de escrever [O] em funcgao
de comprimentos de onda A = 2wc¢/w ao invés das
freqiiéncias w. Assim, usando as Eqs. (73)-(76) o poder
rotatdrio complezo [O] fica dado pela Ref. [9]
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O] =[] + [T, (80)
onde
_ A=A
= e e aeaeg)

AT\
(O =37 + X397

onde A = (87/3ch)NR, 2, R, = Im{< m|plk >
- < k|plm> }, que leva em conta a transicao ¢, — ¢
entre dois estados especificos com wpyr = w,,
g = 2w\, T,/ce T, =Ty + T, que di a largura
da linha, medida em rad/s, na transicdo ¢,, — ¢x.
Notemos que nessas equagoes o fator g é adimensional.

Na Fig. 4 mostramos o comportamento genérico de
[@(N)] e [¥(A\)] em fungdo do comprimento de onda A
supondo A positivo. Quando A é positivo [T(A)] é sem-
pre positivo e é denominado de efeito Cotton positivo;
em caso contrario temos o efeito Cotton negativo.

W] =

[a] \

\
\
\
\
N

\
Violeta Vermelho
\

N
\
\
\
\|
\
(]
0 Ao

Violeta Vermelho

P =
22 g2

Figura 4 - Curvas genéricas do poder rotatério [a(A)] e do
parametro de elipsidade [¥(\)] em funcdo do comprimento de
onda A.

Longe das ressonancias, ou seja, quando A # A,
vemos que o poder rotatério [a(A)] pode ser escrito
como

[a(N)] = Z mv (81)
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que é conhecido como férmula ou equacdo de Drude.
A Eq. (81) no caso limite de ondas incidentes com
A > A, torna-se simplesmente

eV = 2 (82)

conhecida como lei de Biot.

Apéndice

Conforme vimos no inicio do cap. 6 a equacao de
Schrodinger que descreve o processo de interacao da
luz com as moléculas do meio é dada por

(ihaa\f - H) U =HU, (A-1)

onde H, é a hamiltoniana da molécula nao perturbada
e a hamiltoniana H de interacao é descrita por

1
H= B [hexp(iwt) + h* exp(—iwt)], (A-2)
onde
~ 1dp iw

com p = Y .er;, p = y .(e/2me){rizm; + S;} e
m; = m v; = mdr;/dt.

Indicando por ¢,, e E,,, respectivamente, as auto-
fungoes e autovalores do operador H,. Considerando
H como uma pequena perturbagao de H, podemos es-
crever a solugdo da Eq. (41) correspondente ao m®"™M©
estado estaciondrio ¥, do sistema na forma [20]

U, = [om + Z(akm exp(iwt) + bgm, exp(—iwt)pr]
k
exp(—iwmt), (A-4)

onde wy, = E, /.

Substituindo a Eq. (A.4) na Eq. (A.1) e usando a
Eq. (A.2), obtemos uma equagio para grandezas em
primeira ordem

Z [(Wimk — w)agm exp(iwt)+
k

(Wmk + w)agm exp(—iwt)] ¢ =
1
o (hexp(iwt) + h” exp(—iwt))gm,  (A-5)

com Wk = Wy, — Wk -«

Multiplicando ambos os lados da Eq. (A.5) equagao
por ¢;, e integrando sobre todos os valores dos argumen-
tos da autofungbes ¢ encontramos, igualando os coe-
ficientes dos fatores exponenciais temporais iguais, os
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seguintes valores para os coeficientes a serem determi-
nados akm, € bk, na Eq. (A.5)

k|h
_w e bpm =

u < k|h*|m >
fm = [2h(wWmk — w]

2A(wmk + w]’ (A-6)

onde < k|f|m >= [ ¢} fomd®r, f = h ou h*.

Nos calculos acima estamos assumindo que a dife-
renga ¥,, — ¢, € pequena, assim as Egs. (A.6) sé podem
ser usadas quando w # wWyk-

Usando as Egs. (A.4) e (A.6) vemos que o valor es-
perado F,, = < U, |F |¥,, > de um observavel F no
estado ¥,, é dado por

< U, |F|¥,, >=< ¢on|F|dm > +

exp(iwt)
F - -~ 7
< m|F|k >< k|h|m > (@t — @) +
. exp(—iwt)
F|k k|h — (A-
< m|F|k >< k| ‘m>2h(wmk+w) (A-7)

O primeiro termo < ¢, |F|¢,, > dé o valor esperado
de F no estado nao perturbado ¢, e o segundo termo
que depende de h e h* mostra a perturbacao gerada pela
onda incidente sobre a molécula. No caso de F = p ou
1 o primeiro termo dé os dipolos permanentes no es-
tado ¢, e o segundo da os dipolos induzidos que sao
calculados usando a Eq. (43), levando em conta o efeito
de todos os estados ¢p. Assumindo que os estados ¢,
tém paridade definida, os dipolos elétricos permanentes
se anulam, pois< ¢, |p|¢m> = 0. Por outro lado, as-
sumiremos que o meio dielétrico possua propriedades
magnéticas despreziveis sendo composto por moléculas
com dipolos permanentes < ¢, ||d,, > nulos. Assim,
vamos obter somente os dipolos induzidos p., € i, que
sao calculados do seguinte modo

exp(iwt)
F,, = F _
m Ek < m|F|k >< klh|m > h(wmt — @)
< m[Flk >< k|h*m > SR (A-8)
m m> - -
2h(wWmk + w)

Levando em conta que < k|dp/dtim > =
iWkm < k|plm> vemos que <m|hlk> e <m|h*|k>,
usando a Eq. (A.3), sdo dados por

< klhlm > = —Qkam <klpjm> A+
&

12% < klplm > -(oxA)

< klh*|m > = _2icwkm < klp|m > -A —

w

5 < klplm > -(oxA), (A-9)

Substituindo a Eq. (A.9) na Eq. (A.8) obtemos
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; > ; >
_ i . Awpm iw ) (oxA) _
Fp = %0 exp(iwt) ) < m|F|k >< k|plm > (o — o) + % exp(iwt) ) < m|F|k >< k|p|m > DT p—
; x ; >
K2 . Awgm, _iw » (oxA)
5 exp(—iwt) ) < m|F|k >< k|p/m > Frlwmn + o) %0 exp(—iwt) ) < m|F|k >< k|p|m > Fleomn + o)
i Awgm exp(iwt)  exp(—iwt)wkm iw (oxA) exp(iwt)
2 < m|Flk >< k|p|m > {wmr — @) ey + @) + 5 ) < m|Flk >< klulm > e —w)
(oxA)(exp(—iwt)
) < m|F|k >< k|p|m > T oh(wme @)
Podemos ainda colocar F,,, na seguinte forma
F (—i ) Z{ < m|Flk >< klplm > -A { exp(iwt) exp(—iwt)] !
=|-— Wk m plm > - -
m dch . m (wmk: - UJ) (wmk + w)
+ ( w ) S { < m[Flk >< klulm > -(oxA) { exp(iwt) eXp(_iwt)] } (A-10)
— m m > -(ox - ) -
QCh k : (wmk - w) (wﬂLk + W)
como
exp(iwt)  exp(—iwt)  [(Wmk +w)exp(iwt) — (Wmk — w) exp(—iwt)]
(wmk - W) (wmk + W) (w'?nk - w2)
{wmk (exp(iwt) — exp(—iwt)) + w(exp(iwt) + exp(—iwt))}  {2iwympsin(wt) + 2w cos(wt)}
(Wi, = w?) - (Wi, —@?) ’
a Eq. (A.10) fica escrita como
Froe 0 7 e < mlFlk S< Klplm > -4 2iwmssin@t) + 2weos@hly | dw XX py
™ dch hm P (W2, — w?) 2ch K
[2w cos(wt) + 2wy sin(wt)]
(oxA) % g . (A-11)

Levando em conta a aproximagao dipolar que foi feita para obter a fungéo h o potencial vetor A na Eq. (A.3)
pode ser aproximado por A = Re{A exp(i¥)} ~ Re{A exp(iwt) + A*exp(- iw)}/2 = A cos(wt), sendo A real.
Consequentemente,

m
=
=

]
7N
I
L
N———
)
>
=
I
/‘-\
N—
N
2]
[¢]

B
2
&

g
ol

Levando em conta esses resultados, ficamos com

—i
F,, = (M> ; {wkm < m|F|k >< k|p|m > -

e\ OB(t) (icwn
<ZC‘2) Xk:{ <m|Flk >< klulm > - (w) at(wz gw;‘; k> B(t)}7

mk

(A-12)
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ou seja
OB >
—i Wem ot 1 E
Fo = (— Lhm F L0t v (= m F RN R
2h) ) {( 3 ) < m|F|k >< k|p|m > (wfnk—wz)}—i—(% ) {wkm < m|F|k >< k|p|m > (wgnk_w2)}+
0B
)7 e < mlFY < Kl > - B3+ ()7 (mif0)? < miFle >< Klulm > - — O}, (A-13)
h k e K (U.),an*UJQ h k e K (w’?nkiwz) '

No caso do dipolo teremos fazendo F = p obtemos, pegando a parte real da Eq. (A.13), ou seja, fazendo
pPm = Re[F,,], teremos

OE
1 = Whm \2 Bt 1 X E
Pn = (ﬁ) ) {(T) Im[< m|plk >< k|p|m >]- m} + (%) {wkmRe[< m|plk >< k|p|m >]- W} +
> > oB
4 B e Wrnk 12 L9ty (A
(h) ) {wmrRel[< m|plk >< k|ulm > } (ank*wz)} (h) ) {( » ) Im[< m|plk >< k|ulm >] (ankfwz)}’ (A-14)

7

onde levamos em conta que < m|plk > < klp|m > = |< m|plk >|? é real e que (Wyi/w)?/ (w2, - W?) = 1/w? +
1/(w?,, — w?). Assim, ficamos com

L TS e Rel< miplk >< kiplm 5] — B 14
Pt gy lomRelsmiple<dpin Al g2
OB
€ 7 {wmiRe[< mlplk >< klulm >} ——2—3— £ 7 {Im[< miplk >< klum >] - —-2t—_}. (A-15)
oy Wik —w?) o (Wi —w?)

De modo analogo para o dipolo magnético, fazendo F = u obtemos, desprezando os termos da ordem de u? e
comparagao com |p ||u|, temos

OE

— (257 i < mulk < kplm > - — 2} + () 7 Refwne < miplk >< klplm > - ——E—}. (A-16)
Hm = o . mip P (wfnk _wz) o . Wmk 14 pim (ank —oﬂ) .
[
O resultado final para os dipolos induzidos, elétricos Assim, os dipolos induzidos elétrico d,,, e magnético
e magnéticos, é obtido fazendo uma média sobre todas m,,, sdo dados por
as possiveis orientagoes das moléculas no espaco assu-
mindo que todas as diregoes sao igualmente provaveis.
Para calcularmos a média, por exemplo, do fator p p-H d o B Bm OB
sobre todas as orientacdes de p e m nés mantemos fixos m = QB = = o’
os médulos dos dipolos e também fixo o angulo entre W E Om OE ALT
eles. Escolhendo H como o eixo de referéncia para cal- My, = Y B+ ¢ ot (A-17)
cular todas as possiveis orientacoes dos vetores p e u
pode-se mostrar [12] que o valor médio [pu-H],, é dado onde as fungdes o, Bm € Ym para os estados m sao
por (1/3) puH. dadas por ]
2 wkm' < m|p|k > ‘2
Qm = o= { }7
" 3h zk: (W, — w?)
8 2 Im[< m|p|k > - < k|u|m >]
%:%Z{ (w2, —w?) b
k mk
2 wmrpRe[< m|plk > - < klulm >]
= — . A-18
T 3712{ (w2, — w?) } ( )



3304-16

Referéncias

[1] J.MLF. Bassalo e M. Cattani, Revista Brasileira de
Ensino de Fisica 17, 224 (1995); Contactos 10, 2023
(1995).

[2] T.M. Lowry,Optical Rotatory Power (Dover Publica-
tions, New York, 1935).

[3] S.F. Mason, Contemp. Phys. 9, 239 (1968).

[4] C.S. Wu, E. Ambler, R.W. Hayward, D.D. Hoppes and
R.P. Hudson. Phys. Rev. 105, 1413 (1957).

[5] W.K.H. Panofsky and M. Phillips, Classical Eletricity
and Magnetism (Addison- Wesley, Reading, 1956).

[6] J.D. Jackson, FEletrodinamica Cldssica (Guanabara
Dois, Rio de Janeiro, 1983).

[7] J.M.F. Bassalo, Eletrodinamica Cldssica (Livraria da
Fisica, Sao Paulo, 2007).

[8] M. Born and E. Wolf, Principles of Optics (Pergamon
Press, London, 1959).

Cattani e Bassalo

[9] G. Bruhat, Optique (Mason et C.*®, Paris, 1959).

[10] A. Sommerfeld, Optics (Academic Press, New York,
London, 1964).

[11] C. Djerassi, Optical Rotatory Dispersion (McGraw Hill,
New York, 1960).

[12] E.U. Condon, Rev. Mod. Phys. 9, 432 (1937).
[13] B. Rossi, Optics (Addison-Wesley, Reading, MA;1959).

[14] F.W. Sears, Optica (Addison Wesley, Rio de Janeiro,
1956).

[15] J. Mathieu, Optics (Pergamon Press, Oxford, 1975).
[16] E. Hecht, Optics (Addison-Wesley, Reading, 1998).
[17] L. Rosenfeld, Z.Phys. 52, 161 (1928).

[18] M. Born and P. Jordan, Elementare Quantenmechanik
(Springer Verlag, Berlin, 1930).

[19] M. Born, Optik (Springer-Verlag, Berlin, 1965).

]
]
]
]

[20] A.S. Davydov, Quantum Mechanics (Pergamon Press,
Oxford, 1965).



