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Neste artigo discutimos a propagacao de ondas de pequena amplitude num liquido de profundidade constante
com base em uma equagao de ondas. A solugao geral mostra que a velocidade de propagacao é dependente do
comprimento de onda de modo que ocorre o fenémeno da dispersdo. SolucGes para os casos de pequena e grande

profundidades sdo também obtidas.
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In this article we discuss the propagation of small amplitude waves in a liquid of constant depth based on a
wave equation. The general solution shows that propagation speed depends on the wavelength and consequently
there is waves dispersion. Solutions for shallow and the deep water are shown.
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1. Introducgao

O estudo da propagacao de ondas é fundamental para
a formacgao dos alunos dos cursos de fisica, matematica
e das engenharias. No seu desenvolvimento é possivel
aplicar varias técnicas matemaéticas como o emprego de
uma teoria linearizada, ferramenta simples e extrema-
mente 1Util na resolucao de problemas complexos, bem
como a obtengao da solugao de equagoes diferenciais
com condigoes de contorno.

Neste artigo desenvolvemos, com base em conceitos
acessiveis aos alunos dos cursos iniciais de célculo e
fisica, alguns aspectos da teoria da propagagao de
perturbacoes harmoénicas na superficie de um liquido
de profundidade constante e inicialmente em repouso.
Uma abordagem computacional deste tema foi desen-
volvida recentemente [1]. Informagoes descritivas [2] ou
mais avangadas [3, 4] sdo encontradas na literatura.

Inicialmente, consideremos o escoamento de um flu-
ido nao viscoso e sujeito a uma forca gravitacional. O
movimento deste fluido ideal é descrito pela equacao de
Euler [5]

0
@(af:Jrv-VV)Jer:Qf, (1)

e pela equagao da continuidade

do
E‘FV'(QV):O. (2)

1E-mail: alcionesf@ig.com.br.
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Nestas equagoes o(r,t) representa a densidade do flu-
ido, v(r,t) a velocidade, p(r,¢) a pressdo e f a forca
gravitacional especifica (for¢a por unidade de massa).

Suponhamos que o fluido, inicialmente em equilibrio
(0 = 00, v="0ep=pg), experimenta uma perturbagao
de modo a adquirir a velocidade de escoamento v(r,t),
com densidade e pressao dadas por

o(r,t) = oo(r) + o(r,t), (3)

p(I‘, t) = Do (I‘) + p(ra t) ) (4)

com /0o < 1 e p/py < 1.

Vamos considerar que as perturbagoes das grande-
zas de equilibrio e seus gradientes sao pequenos de modo
que seus produtos podem ser desconsiderados e somente
os termos lineares sdo mantidos. Além disso, da Eq. (1)
Vpo = 0o f no equilibrio. Substituindo as Egs. (3) e
(4) nas Egs. (1) e (2), obtemos

ov

gy 5—of
0o, + VP =0of, (5)
00 _

a+goV'V—0, (6)

onde admitimos que a densidade de equilibrio é aproxi-
madamente uniforme de modo que pudemos descartar
o termo de segunda ordem v - Voq.

Se tomarmos o rotacional de ambos os membros da
Eq. (5) e tendo em conta que a forga gravitacional é
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conservativa, obtemos

0
—(Vxv)=0. 7
(VX 9) 7)
Como V x v é proporcional & velocidade angular em
cada ponto do fluido e esta ndo muda com o tempo,
entdo a solugdo possivel para a Eq. (7) é

Vxv=0, (8)

de modo que o fluido é irrotacional em todos os pontos.
Desta forma, podemos relacionar o campo de veloci-
dades a um potencial escalar ¢(r,t), através de

V= v¢a (9)
com componentes
09 _ 09 _ 09
U =5 Uy = 3y V=g (10)

Se considerarmos que o fluido é incompressivel, isto

é, a densidade permanece constante, obtemos da Eq. (6)
que

V-v=0. (11)

Substituindo a Eq. (9) na anterior, resulta a equagao
de Laplace V2¢ = 0 ou, em coordenadas cartesianas

¢ 0*¢  0*¢

Portanto, um fluido irrotacional e incompressivel
pode ser descrito por uma funcao potencial escalar que
é solucao da equagao de Laplace e com componentes da
velocidade dadas pelas Egs. (10).

2. Ondas superficiais de gravidade

Consideremos em seguida, a propagacao de uma per-
turbagao provocada na superficie livre de um liquido
com profundidade uniforme e sujeito a um campo gra-
vitacional uniforme. Estas ondas progressivas longi-
tudinais sao denominadas ondas superficiais de gravi-
dade[3]. As amplitudes perturbativas sdo considera-
das pequenas em relacao as grandezas de equilibrio,
de modo que podemos reter apenas os termos lineares.
Uma situagao adequada a estas condigoes é a de uma
brisa suave ou a queda de uma pequena pedra na su-
perficie de mar calmo.

Para estudar as ondas superficiais de gravidade num
liquido de profundidade uniforme h, vamos considerar
que:

(a) o liquido é perturbado a partir do repouso, por
exemplo, pela agao de um vento suave; assim as veloci-
dades e os deslocamentos das particulas sao pequenos
0 que nos permite desconsiderar os seus produtos;

(b) o fluxo é irrotacional de modo que o campo de
velocidades do liquido deriva de um potencial escalar;

Fernandes e Alves

(¢) a amplitude ¢y das ondas é muito menor que o
comprimento de onda ((p/A < 1);

(d) nao s@o considerados os efeitos de tensdo super-
ficial, viscosidade e condutividade térmica.

Para ondas progressivas na direcao x do plano xz
(veja Fig. 1) nado hd dependéncia da coordenada y de
modo que o nosso problema é bidimensional. Desta
forma, temos da Eq. (12) que

s+ s =0, (13)

com as componentes das velocidades das particulas do
liquido dadas por

_9¢
oz’

_9¢
Vy = g (14)

Vg

Figura 1 - Onda que se propaga na superficie de um liquido com
profundidade h

O primeiro passo é obter o potencial escalar ¢(x,t)
da Eq. (13) e que estd sujeito as seguintes condicoes de
contorno:

(a) no fundo a componente vertical da velocidade
do liquido é nula, ou seja

(5)_ -o. (15)

(b) A superficie livre do liquido é descrita por
z(z,t) = ((z,t) e a velocidade para as particulas da
superficie é dada por

d¢ RS
() % o

Se expandirmos o primeiro membro desta equagao em
série de Taylor em torno de z = 0, concluimos que

AR

onde a aproximacao linear foi usada. Esta é uma con-
digao de contorno cinemética pois envolve a velocidade
da superficie livre do liquido.

(¢) Como a tensao superficial ndo é levada em conta
entdo as pressoes em ambos os lados da superficie
livre do liquido sao iguais; além disso, como a pressao
atmosférica é constante ao longo da superficie livre
podemos consideréd-la nula sem perda de generalidade,
ou seja

p((:,t) =0, (18)
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e a equagao de Bernoulli (A.8) torna-se

96 -
(at +gg)z_0 —o. (19)

Em resumo, o problema consiste em determinar o
potencial escalar ¢(z, z,t) para a equacao de Laplace

»Po %9
a2 T2 = (20)
sujeito as condigoes de contorno
%:0, para z = —h, (21)
0z
¢ _ 9¢
—_— == = 22
82’ at ’ para z 07 ( )

Apdés obtermos a fungéo ¢(z, z,t) podemos determinar
as componentes da velocidade do liquido através das
Eqgs. (14). Para isso, entretanto, é necessédrio explicitar
a forma para a superficie livre {(z,1).

3. A funcao ¢(x,z,t) para perturbagoes
periddicas

Consideremos as perturbagoes periddicas da superficie
livre do liquido na forma de uma onda progressiva na
direcao x

C(z,t) = (o cos (kx — wt), (24)

onde (p é a amplitude constante da onda. Esta escolha
pode ser justificada pelo fato de que uma perturbacao
arbitraria pode ser construida adicionando compo-
nentes sinusoidais através de uma série de Fourier.
Comparando a equacdo anterior com as Egs. (22)
e (23) verificamos que o potencial escalar deve ser da
forma
¢(xz,z,t) = D(2) sen (kx — wt), (25)

onde a amplitude ®(z) e a relagdo de dispersdo w =
w(k) devem ser determinadas.

Substituindo a Eq. (25) na (20), obtemos a equacao
diferencial linear de segunda ordem para a amplitude

d*®(z)
dz?

com solugao geral

— K2®(2) =0, (26)

O(z) =ae™ +be ", (27)

onde a e b sdo constantes de integragdo. Da Eq. (25)
temos

¢z, z,t) = (ae™ + be ") sen (kx — wt), (28)

e utilizando as condigoes de contorno (21) e (22) resulta

w CO —2Kkh

K 1—e2rh’

_w (e

Tk 1—e2rh" (29)

a =
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Portanto, o potencial escalar (25) é dado por

w cosh [k(z + )]

(@, 2,1) = o k  senh (kh)

sen (kx —wt). (30)

Apébs determinarmos o potencial escalar podemos
passar para a obtencao das demais varidaveis que ca-
racterizam o movimento do liquido como velocidades e
posigoes das particulas, freqiéncia angular e velocidade
de propagacao da onda.

4. Resultados

4.1. Velocidades e trajetérias das particulas,
freqiiéncia angular e velocidade de fase da
onda

As componentes da velocidade das particulas sdo dadas,
através das Egs. (14) e (30), por

Vg (2, 2,t) = w@Wcos(ﬁx — wt),
senh [KEZ + h)] (31)
v.(z, 2,t) = wlo W sen(kz — wt).

Consideremos que as particulas de fluido oscilam
com pequenas amplitudes em torno da posicao de
equilibrio (zg, z0) e que diferem pouco das coordenadas
(z,z); assim, podemos integrar no tempo as equagoes
(31) para obtermos

x —xo = —a(zo) sen (kxg — wt), (32)
z — zp = b(20) cos (kxg — wt)

de modo que as trajetorias das particulas sao elipses
descritas por

=0, (33)

com semi-eixos maior e menor que dependem da pro-
fundidade de acordo com

cosh [k(zg + h)]

a(20) = Go senh (kh)
_ senh [/{(z(o +)h)] (34)
b(z0) = Go senh (kh)

Da condigao de contorno (23) e Eq. (24) obtemos
a freqiiéncia angular w como funcao de k, denominada
relagao de dispersao, como

w(k) = [kgtgh (kh)]"? . (35)

Para a velocidade de fase w/k, temos

c(\) = [g; tgh (27;]1”1/2 : (36)
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onde utilizamos k = 27/A. A Eq. (36) estd represen-
tada pela curva (a) da Fig. 2.

O movimento ondulatéorio apresenta, entao, as
seguintes caracteristicas:

(a) a Eq. (36) representa uma relagao dispersiva
pois a cada comprimento de onda corresponde uma ve-
locidade de propagacao diferente, de modo que as ondas
se dispersam no liquido;

(b) na curva (a) da Fig. 2 observamos que, para uma
dada profundidade h, a velocidade de fase cresce rapi-
damente com o comprimento de onda A e tende para o
valor limite (gh)/2, como serd mostrado na se¢io 5.2;

(c) as Eqgs. (32) mostram que as fases dos movi-
mentos (argumentos das fungdes sinusoidais) indepen-
dem da profundidade zy; assim, as particulas executam
movimentos oscilatérios em fase, isto é, em cada ins-
tante, se para um dado xy uma delas estd no topo da
trajetéria entao todas estarao;

(d) as Eqgs. (34) indicam que os semi-eixos das tra-
jetorias elipticas diminuem com a profundidade e, no
fundo (29 = —h), o movimento das particulas é hori-
zontal pois b(zg) = 0.

Ao desprezarmos o termo v - VV consideramos que
V.0V, /0x < Ov, /0t na equacdo de movimento (1); com
as Egs. (31) verificamos entao, que os nossos resultados
sao validos para

G <A, (37)

isto é, para situagoes em que a amplitude da per-
turbacao é muito menor que o comprimento da onda
que propaga, como foi observado no item (c) da segao
2.

4.2. Variacgoes de pressao

A pressao hidrostatica na profundidade —z2 é po(z) =
—0gz desde que consideramos a pressao atmosférica
nula e z < 0 abaixo da superficie livre do liquido. Sendo
op(x, z,t) = p(z,z,t) — po a perturbagado na pressao,
temos que

p(z,2,t) = —0gz + dp. (38)
i (®) ©
081
C
Eh)uz 0,6 +
041
021
A
0 5 10 15 20

Figura 2 - Velocidade de fase das ondas na superficie do liquido:
(a) profundidade qualquer, (b) dguas profundas, (c) dguas rasas.
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Utilizando a equacao de Bernoulli (A.8), obtemos

0
op = —957? (39)

que, juntamente com as Egs. (30) e (35) resulta
na seguinte expressao para as variagoes na pressao do
liquido que ocorrem pela passagem da onda

cosh [k(z + h)]

5p(.T, 2, t) = COQg cosh (Iih)

cos (kx — wt). (40)

Desta forma, com um sensor colocado na profundi-
dade —z medimos a pressao local p(z, z,t) e, através
da Eq. (38), determinamos as variagoes de pressao
op(z, z,t) que podem ser confrontadas com a Eq. (40)
para obtermos, por exemplo, as amplitudes (p das on-
das que se propagam na superficie.

5. Aproximacao dos resultados para
diferentes profundidades

Nesta secao, vamos adaptar os resultados gerais obti-
dos para locais com grandes ou pequenas profundidades
h relativas ao comprimento de onda A da onda que se

propaga.

5.1. Ondas em aguas profundas

Inicialmente, vamos analisar quais sao as caracteristicas
das ondas que se propagam em regioes em que a pro-
fundidade é muito maior que o comprimento de onda,
isto é, em que kh = 27h/\ > 1.

Na Fig. 3 verificamos a fun¢ao tghxr — 1 para
grandes valores de x. No entanto nao é necessério
que x seja muito grande para que isto ocorra; por
exemplo, para x = kh = 1,75, que corresponde a
h/X\ = 0,28, ja obtemos tghz = 0,94. Com esta aproxi-
magao, podemos escrever a equagao para a velocidade
de fase (36)

1/2
c(\) = <g7);> , para A <3,6h. (41)

Esta equagao estd representada pela curva (b) da Fig. 2
e exibe o fato que as ondas com maiores comprimentos
de onda se deslocam mais rapidamente, isto é, apresen-
tam o fenémeno da dispersao.

Se estamos sentados a beira da praia e percebemos
a chegada de cristas de ondas em intervalos regulares,
por exemplo, de T' = 8 s, entdo, da Eq. (41) e de
¢ = A/T, concluimos que o o comprimento de onda
correspondente é

2As coordenadas z e zg sé precisam ser distinguidas quando tratamos do movimento das particulas, como na secéo 4.1.
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X
Figura 3 - Funcoes hiperbdlicas.
gT?

A="—~100m 42

. , (42)

e velocidade de fase ¢ ~ 45 km/h. Observemos que
este comprimento de onda se refere as regioes distantes
da praia, onde devemos ter a profundidade h > 28 m;
préoximo da praia o comprimento de onda serd muito
menor (veja se¢do 5.2), embora o perfodo da onda per-
maneca inalterado, de modo anédlogo ao de ondas eletro-
magnéticas que passam através de meios com indices de
refracao diferentes.

Para dguas profundas as trajetérias das particulas
de liquido sdo dadas, através das Eqgs. (32) e (34) e com
senh x ~ coshz =~ €%, por

x — xg = —(pe"* sen (kxg — wt), 4
— py = (g &5 _ (43)
z — 29 = (o €™ cos (kxg — wt),

as quais representam circunferéncias centradas em
(0, 20) € raios r(z) = {p e"* que decrescem com a pro-
fundidade, como mostrado na Fig. 4(a). Para uma
profundidade igual & metade do comprimento de onda,

temos que
r(=\/2) 1
—— Lt = — ~0,04, 44
r(0) e (44)
de modo que o raio da trajetéria é apenas 4 por cento
do seu valor na superficie.

Para a variagao de pressao nesta situagao, temos das
Egs. (40) e (24),

p(, 2, t) = Coege™“cos (kr — wt) = og((x,t)e"*, (45)

0 XJ

AL

>

?\\\\S\\\\\‘&\\X%}\\X\\\\\\
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Figura 4 - Trajetérias das particulas em (a) dguas profundas e
(b) rasas.
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e, da mesma maneira que para o raio, para a profun-
didade z = —A/2 seu valor cai a 4 por cento do valor
na superficie. Assim, um detector colocado no fundo
de um lago nao podera detectar variagoes na pressao
devido as ondas superficiais de gravidade cujos compri-
mentos de onda sejam muito menores que o dobro da
profundidade do lago.

5.2. Ondas em aguas rasas

Em seguida, vamos analisar as caracteristicas das on-
das que se propagam em regides em que a profun-
didade é muito menor que o comprimento, isto é,
kh = 2rh/A < 1.

Para pequenos valores de z, tghx ~ z e, da Fig. 3
que, para x < 0,45 esta ji é uma boa aproximacao.
Assim, a velocidade de fase (36) pode ser aproximada
por

c=(gh)"/?, para A>14h (46)

a qual independe do comprimento de onda, aumenta
com a profundidade do liquido e esta representada pela
curva (c¢) da Fig. 2. Portanto, para dguas rasas de-
vemos ter, efetivamente, A > h enquanto que no caso
de dguas profundas nao necessariamente precisamos ter
A < h (veja Eq. (41) para a validade das aproximagoes
utilizadas.

Para ondas que chegam em uma praia com profun-
didade A = 1 metro com intervalos regulares de 8 s, a
velocidade de propagagio é de ¢ = 11 km/h e o com-
primento de onda é A = 25 m. Neste exemplo, as ondas
apresentam uma redugao de 75 por cento na velocidade
de propagacao e no comprimento de onda quando pas-
sam de aguas profundas para regioes com pouca pro-
fundidade (veja segdo 5.1).

Para pequenos valores de x, senhx ~ x e coshz ~ 1;
assim, as componentes de velocidade (31), sdo aproxi-
madas por

w Co
Vg = — = COS (/Zw wt), (47)
v, = w(p (1 + E) sen (kx — wt),
sendo a componente vertical nula para z = —h.

Integrando as Eqgs. (47) em relagdo ao tempo, obte-

mos para as trajetorias das particulas

T —To= _ % sen (kxg — wt),
. (48)
z2—z290="Co 1+ ﬁ) cos (kxg — wt),
que representam elipses com centro em (zg, 29) em que
o0 semi-eixo maior é constante e o semi-eixo menor
diminui com a profundidade até se anular para zg = —h,
como ilustrado na curva (b) da Fig. 4.
Para esta regiao, a variagdo linearizada para a
pressao (40) torna-se

op(z,t) = 09 o cos (kr — wt), (49)
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que independe da profundidade. Com a Eq. (24) rees-
crevemos a equacgao anterior como

(5p(l‘,t) = Qg(:(.l?,t) ’ (50)

cuja forma é a mesma da pressao hidrostatica pgz.
Neste caso, ao contrario do que ocorre quando vale a
aproximagdo de dguas rasas Eq. (45), um sensor de
pressao colocado em z = —h pode, em principio, detec-
tar as flutuagoes na pressao, uma vez que a forma de
dp nado é atenuada pela funcao e"*

6. Consideracoes finais

No desenvolvimento deste trabalho pudemos mostrar
que, através de um potencial escalar que é solucao de
uma equacao de onda, é possivel determinar as veloci-
dades e trajetérias das particulas de um liquido incial-
mente em repouso e com profundidade constante, per-
corrido por uma perturbacgao sinusoidal na superficie
liquida bem como, as flutuagdes de pressao nos dife-
rentes pontos do fluido. Verificamos, através de uma
teoria linearizada, que as ondas com pequenas ampli-
tudes que se propagam no liquido, o fazem com dife-
rentes velocidades que dependem da profundidade lo-
cal. Este fato permite-nos compreender, por exemplo,
porque as frentes de onda chegam a praia praticamente
paralelas a linha da praia. Quando as ondas prove-
nientes das regioes mais profundas, portanto com com
maiores velocidades de fase, se aproximam das regioes
mais rasas, experimentam uma diminuicao de veloci-
dade, de modo que as ondas sofrem seguidas refracoes
e passam a propagar-se numa direcao que é perpendi-
cular a linha da praia, como mostrado na Fig. 5.

. V22V

D %
Vl
\
\

\

Praia

Figura 5 - Aproximacao de frentes de onda da praia.

Apéndice: Equacao de Bernoulli

A equagao de conservacdo do momento linear para um
fluido nao viscoso com densidade o(r,t), pressao p(r, t)
e submetido a forca externa especifica f(r), também
denominada equacao de Euler, é

<gt+v Vv>+Vpgf, (A.1)
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onde v(r,t) representa as componentes da velocidade
do fluido. Se a forca externa especifica é conservativa
podemos relaciond-la ao potencial escalar ¢(r,t) por

f=—-Vop. (A.2)

Para um fluxo irrotacional, a identidade vetorial

x (7 xv) = v(©?/2) — (v-y)v = 0, permite es-
crever que
02
v-Vv=V (2) ) (A.3)

de modo que, com as Egs.(A.2) e (A.3), temos para a
Eq. (A.1)
{8v

o +v( 2)]+Vp:—Qch. (A4)

Podemos introduzir o potencial escalar ¢(x,t) para
velocidade através da Eq. (9) e, para um fluido incom-
pressivel (o = const.), temos para a equagio anterior

o¢ P _
\Y {815 (V¢) + o + go] =0, (A.5)
ou seja,
9 P,
ST+l re=Fw,  (49)

onde a fungdo F(t) ndo depende da posi¢ao e pode ser
absorvida pela redefini¢do do potencial ¢(r,t) de modo
que o campo de velocidades da Eq. (9) permanece inal-
terado.

Para o campo gravitacional

o =gz, (A7)

é a energia potencial gravitacional por unidade de
massa e a Eq. (A.6) pode ser escrita como

3¢>

at (qu) + % +9g2=0, (A.8)

que é a forma da equagao de Bernoulli dependente do
tempo, aplicdvel a um fluido incompressivel, nao vis-
coso situado num campo gravitacional e que experi-
menta um fluxo irrotacional.
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