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Osciladores forçados: harmônico e paramétrico
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O objetivo deste trabalho é mostrar como uma análise comparativa das várias técnicas de resolução de
equações diferenciais pode ser uma importante ferramenta didática no aprendizado de ressonância em mecânica.
São estudados os osciladores harmônico e paramétrico forçados pelo método da variação dos parâmetros e pelo
método de Green. A importância de suposições a priori na resolução de equações diferenciais também é discu-
tida.
Palavras-chave: oscilações mecânicas, ressonância, métodos matemáticos aplicados à f́ısica.

The goal of this work is show how the comparative study of several techniques to solve diferential equations
can be a important teaching tool in the learning of a mechanical resonance phenomenon. The forced damped
harmonic and parametric oscillator are studied by method of variation of parameters and Green’s method. The
importance of a priori suppositions is also discussed.
Keywords: mechanical oscillations, resonance, applied mathematical methods in physics.

1. Introdução

O estudo de oscilações em mecânica é muito importante
tanto para a formação matemática do estudante quanto
para resolução de problemas do dia-a-dia nas mais di-
versas áreas.

Um tópico muito interessante em oscilações é o
fenômeno da ressonância que é um comportamento di-
ferente do oscilador quando é aplicada uma freqüência
espećıfica. Nos cursos de mecânica da graduação é
comum o estudo de osciladores harmônicos, forçados,
amortecidos e até mesmo acoplados. Com menor
freqüência são estudadas as oscilações paramétricas e
suas aplicações, nos cursos de pós-graduação, por exem-
plo, é utilizada como exemplo para uma visão geral de
caos [1].

O estudo do oscilador harmônico apresenta uma
ampla faixa de aplicações pedagógicas, um oscilador
harmônico em um trillho de correr pode apresentar di-
versos limites da fenomenologia das oscilações [3]. O
oscilador harmônico forçado estudado à luz do teorema
trabalho-energia pode prover um excelente trabalho de
aprendizado com ferramentas computacionais [4].

O clássico oscilador harmônico que oscila em uma
freqüência caracteŕıstica ao ser perturbado por uma
força oscilante com a mesma freqüência caracteŕıstica
do oscilador apresentará oscilações onde a amplitude

das oscilações aumentarão linearmente com o tempo
[2], quando se tem esta situação o oscilador está em
ressonância. Este fenômeno é muito útil, um exemplo é
a quebra da ponte sobre o estreito de Tacoma, um caso
de ressonância.

O estudo das oscilações também é uma interessante
aplicação de métodos matemáticos na f́ısica. O oscila-
dor harmônico amortecido ou forçado solucionado pelo
método de Green apresenta um interessante exemplo
f́ısico do uso deste método [5].

As oscilações paramétricas surgem em um sistema
onde um dos parâmetros do oscilador varia com uma de-
terminada coordenada. Em circuitos ocorre oscilações
paramétricas quando um dos parâmetros do sistema,
a capacitância, varia com o tempo periodicamente
[6]. Em f́ısica de part́ıculas os campos são descritos
por equações diferenciais nas quais a ressonância pa-
ramétrica funciona como um mecanismo de produção
de matéria [7]. Em sólitons formados em condensa-
dos de Bose-Einstein ocorre ressonância paramétrica na
distância relativa entre dois sólitons para a oscilações
no potencial de armadilhamento do condensado [8].

O teorema de Floquet que é um importante resul-
tado teórico no estudo das oscilações paramétricas e
pode ser usado de maneira didática com demonstrações
simples como um pêndulo paramétrico [9].

Os métodos de resolução de equações diferenciais
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aplicados ao estudo de ressonâncias são muito varia-
dos. Nos cursos de mecânica da graduação muitas ve-
zes os métodos de resolução são apresentados sem uma
comparação entre suas vantagens e limitações. Diante
desta falha muitas vezes o aluno não sabe até que ponto
seu conhecimento é aplicável na resolução de proble-
mas práticos e qual técnica utilizar em sua pesquisa
cient́ıfica por exemplo.

Desta forma muitas vezes os métodos são “decora-
dos” para a prova resultando em um conhecimento com
fim no próprio ambiente escolar [10].

Neste trabalho o oscilador harmônico sob a ação
de uma força periódica é tratado pelos métodos da
variação dos parâmetros e Green, as vantagens e li-
mitações de cada método são discutidas, posterior-
mente de forma semelhante o oscilador paramétrico
forçado é resolvido. A discussão sobre o uso de su-
posições em f́ısica também é levantada.

2. O oscilador harmônico

Qualquer sistema sob a ação de uma força restauradora
pode ser descrito como um oscilador harmônico. Ima-
gine um corpo ligado à uma mola de constante k como
ilustra a Fig. 1. A equação de movimento pode ser
escrita por

mẍ = −kx → ẍ + ω2
0x = 0, (1)

onde ω0 =
√

k/m, que é conhecida como freqüência
natural do oscilador.

Figura 1 - Ilustração de um oscilador harmônico

Quando este corpo é submetido a uma força exterma
f(t) a Eq. (1) é modificada para

ẍ + ω2
0x = F0 cos(ωt), (2)

onde f(t) = F0 cos(ωt)
Este problema é muito importante pois descreve o

comportamento de vários fenômenos da natureza do
cristal que vibra em uma determinada freqüência a
ponte que balança com a marcha de um pelotão de
soldados, todos são fenômenos de oscilações forçadas
por forças externas. Naturalmente a escolha de uma
força f(t) periódica está associada ao fato de ser mais
fácil o tratamento do problema além de que muitos
fenômenos na natureza são periódicos.

Pelo estudo de equações diferenciais sabe-se que a
solução completa do problema é a soma das soluções

homogênea e particular x(t) = xp + xh, a solução ho-
mogênea é a solução da Eq. (1) e a solução particular
é a solução da Eq. (2) [11].

Encontrar a solução da equação homogênea é a
parte mais simples, o problema consiste em se encon-
trar a solução da particular. Uma forma mais comum
usada para explicar este problema [12] é supor que a
solução particular xp(t) seja oscilante como a força, no
entanto, não se sabe a sua amplitude, em função disto
um parâmetro é usado para ajustar a solução.

Assim, supondo xp(t) = C cos(ωt) onde C é o
parâmetro a ser ajustado, substituindo na Eq. (2), será
encontrado

xp(t) =
F0

(ω2
0 − ω2)

cos(ωt), (3)

Usando as condições iniciais de que o corpo está em
repouso (ẋ(0) = 0) no momento em que se inicia a ação
da força e que a posição inicial do corpo é conhecida
(x0) tem-se a seguinte expressão para a solução com-
pleta

x(t) = x0 cos(ω0t) +
F0

(ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ω0t)

]
, (4)

Para o caso particular em que a freqüência de os-
cilação da força é igual a freqüência natural do oscila-
dor (ω = ω0), ocorre a ressonância, para resolver a sin-
gularidade que se forma no denominador do segundo
termo da Eq. (4), pode-se denominar a quantidade
∆ω = (ω − ω0) resultando em

x(t) = x0 cos(ω0t)−
F0

∆ω(ω0 + ω)

[
cos[(ω0 + ∆ω)t]− cos(ω0t)

]
, (5)

usando a definição de derivada o segundo termo é asso-
ciado a derivado com relação à ω0 e obtém-se

x(t) = x0 cos(ω0t) +
F0

2ω0
t sin(ωot), (6)

Ou seja, a amplitude das oscilações aumenta line-
armente na situação que o sistema é forçado por uma
freqüência ressonante.

Pode-se ter uma visão um pouco mais cŕıtica deste
método, muitas vezes os alunos questionam a suposição
de que a solução deve variar com a mesma freqüência
que a força, no entanto, se o professor não dispõe de um
laboratório para mostrar-lhes que experimentalmente
verifica-se este comportamento os alunos ficam sem al-
ternativas para compreender a pertinência desta su-
posição. No entanto, como estratégia pode-se utilizar
outra método de resolução.

O método da variação das constantes é um método
muito utilizado para resolução de sistemas de equações
diferenciais lineares de segunda ordem [13]. O método
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consiste em supor que a solução particular da equações
é composta por constantes que variam lentamente no
tempo e são dadas por

xp = a(t)x1 + b(t)x2,

onde x1 e x2 são componentes da solução homogênea.
Pode-se escrever a equação diferencial como

Lx = g(t), (7)

onde L é um operador linear e g(t) uma função qualquer
dependente do tempo

Para encontrarmos as constantes a(t) e b(t) neces-
sitamos resolver sistema de equações

a′x1 + b′x2 = 0, (8)
a′x′1 + b′x2 = g(t),

é conhecido que x1 = cos(ω0t) e x2 = sin(ωot), a′ e
b′ denotam as derivadas temporais de a e b respectiva-
mente.

Resolvendo o sistema encontra-se a′ e b′ e inte-
grando-os obtém-se

a =
F0

2ω0

[
cos[(ω0 + ω)t]

(ω0 + ω)
+

cos[(ω0 − ω)t]
(ω0 − ω)

]
, (9)

b =
F0

2ω0

[
sin[(ω0 + ω)t]

(ω0 + ω)
+

sin[(ω0 − ω)t]
(ω0 − ω)

]
. (10)

Finalmente a solução particular é encontrada

xp =
F0

2ω0

[
cos[(ω0 + ω)t]

(ω0 + ω)
cos(ω0t) +

cos[(ω0 − ω)t]
(ω0 − ω)

cos(ω0t) +
sin[(ω0 + ω)t]

(ω0 + ω)
sin(ω0t) +

sin[(ω0 − ω)t]
(ω0 − ω)

sin(ω0t)
]
. (11)

Com algumas manipulações fundamentais de tri-
gonometria encontraremos a mesma expressão para a
solução particular apresentada na expressão (3). Este
método apresenta a vantagem de que escolha da solução
não necessita que o aluno pressuponha uma solução,
que inicialmente durante o processo de aprendizagem é
desconfortável. No entanto, o processo é mais traba-
lhoso e deve ser alertado que as dificuldades do método
será tanto maior quanto mais dif́ıcil de ser integrada a
função g(t).

Na verdade continua-se usando o conhecimento
das equações homogêneas. Nesta mesma linha, outro
método interessante na resolução deste problema é o
método de Green que consiste na solução da equação
diferencial por meio das funções de Green [5, 14]. O
método operacional é obtido a partir da equação dife-
rencial linear

Lx(t) = S(x, t), (12)

onde S é uma função dada que é denominada de fonte
e x(t) é a função procurada, note que S pode depender
ou não da própria variável x. Denomina-se função de
Green do operador linear L, a função G(t− t′) tal que

LG(t− t′) = δ(t− t′).

Neste problema tem-se G(t− t′) = (1/ω0)sen[ω0(t−
t)] e S(t) = F0 cos(ω0t). Fazendo a primeira integração
da função de Green encontra-se

x1(t) = x0 cos(ω0t) +
F0

ω0

∫ t

0

sin[ω0(t− t)] cos(ωt′)dt′, (13)

que resulta na expressão (4) como esperado. Note que
neste problema temos a dificuldade das integrais que
mais uma vez dependem da forma da fonte. Novamente
descobrir a forma da função de Green é necessário en-
tender e resolver a equação homogênea.

3. O oscilador paramétrico

No caso em que um parâmetro do oscilador varia
temporalmente ocorre o fenômeno de oscilação pa-
ramétrica, em mecânica casos clássicos de oscilado-
res paramétricos são os pêndulos com comprimento
variável e com ponto de suspensão oscilante.

A equação de movimento nestes sistemas é a
equação de Mathieu, dada por

ẍ + ω2
0[1 + η cos(ωt)]x = 0, (14)

onde η ¿ 1.
Landau [15] resolve o problema para pequenas os-

cilações supondo que a solução é uma combinação das
soluções de um oscilador harmônico simples com coefi-
cientes dependentes, resultando em x = a(t) cos[(ωo +
ε
2 )t] + b(t) sin[(ω0 + ε

2 )t], onde ε é um desvio da
freqüência natural do oscilador. Substituindo esta ex-
pressão na Eq. (14), supondo que os coeficientes variam
lentamente, tal que, ä ≈ εa e b̈ ≈ εb e sempre ε ¿ 1.
Obtemos

[
εḃ− 2

(
ωo +

ε

2

)
ȧ− (ω0 +

ε

2
)2b

]
sin[(ω0 +

ε

2
)t] +

bω2
0[1 + η cos(ωt)] sin[(ω0 +

ε

2
)t] +

[
εȧ− 2

(
ωo +

ε

2

)
ḃ− (ω0 +

ε

2
)2a

]
cos[(ω0 +

ε

2
)t] +

aω2
0[1 + η cos(ωt)] cos[(ω0 +

ε

2
)t] = 0. (15)

Neste instante é suposto que a freqüência da per-
turbação ω é o dobro da freqüência fundamental do
oscilador ω0, usando algumas relações trigonométricas
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e desprezando termos da ordem de 3(ω0 + ε
2 ) e após um

certo trabalho de manipulação encontra-se

−
[
2ȧ + εb +

ηω0

2
b

]
ω0 sin[(ω0 +

ε

2
)t] +

[
2ḃ− εa +

ηω0

2
a

]
ω0 cos[(ω0 +

ε

2
)t] = 0. (16)

Os termos que multiplicam os senos e cossenos de-
vem se anular resultando nas seguintes equações dife-
renciais

ȧ +
1
2

(
ε +

ηω0

2

)
b = 0, (17)

ḃ +
1
2

(
ηω0

2
− ε

)
a = 0.

É relativamente simples determinar as expressões
para os coeficientes, que são do tipo a(t) = a0e

σt e
b(t) = b0e

σt e determina-se σ tal que

σ2 =
1
4
[(

ηω0

2
)2 − ε2]. (18)

A condição de ressonância paramétrica é que σ seja
real (σ2 maior do que zero). Assim, a ressonância pa-
ramétrica ocorre no intervalo

−ηω0

2
< ε <

ηω0

2

em torno da freqüência 2ω0. Esta é a região de esta-
bilidade da solução, isto quer dizer para quais valores
de freqüência de oscilações de (ω) esta solução ainda é
válida.

Se a Eq. (14) é chamada de uma equação homo-
gênea a sua solução será

xh(t) = eσt

[
a0 cos[(ω0 +

ε

2
)t]+ b0 sin[(ω0 +

ε

2
)t]

]
, (19)

onde a0 e b0 sendo constantes.
Reenfatizo que esta é uma aproximação para pe-

quenas oscilações, podendo ser extrapolada para valores
maiores de oscilações usando cálculo numérico [6].

Na verdade a escolha de ω = 2ω0 + ε foi feita pois
nesta condição o aumento da amplitude é mais evi-
dente. Arnold [16] mostra que esta região pode ser
determinada por um tratamento matricial da soluções
homogêneas. O teorema de Floquet leva em conta qual-
quer perturbação temporal da freqüência do oscilador,
que vai além da equação de Mathieu, o tratamento ma-
tricial torna mais simples o estudo das regiões de esta-
bilidade das equações [9].

Pode-se tomar agora o caso de um oscilador pa-
ramétrico forçado, dado por

ẍ + ω2
0 [1 + η cos(ωt)]x = F0 cos(ωf t). (20)

Primeiramente trata-se o caso em que ocorre a má-
xima amplitude e a força que perturba o oscilador
tem a mesma freqüência de oscilação do parâmetro
(ω = 2ω0 = ωf ). Para encontrar a solução par-
ticular pode-se empregar o método das variação dos
parâmetros usando as soluções da equação homogênea
(19) e obter

xp(t) =
F0

2ω0

[
3ω0 cos(2ω0t) + σ sin(2ω0t)

(9ω2
0 + σ2)

−ω0 cos(2ω0t) + σ sin(2ω0t)
(ω2

0 + σ2)

]
. (21)

Note que a solução particular não possue uma taxa
de crescimento exponencial. Usando a condição inicial
de x(t = 0) = x0, dx/dt(t = 0) = 0, as constantes a0 e
b0 são dadas por

a0 = x0 − F0

2

[
3

(9ω2
0 + σ2)

− 1
(ω2

0 + σ2)

]
, (22)

b0 = − σ

ω0

{
x0 − F0

2

[
1

(9ω2
0 + σ2)

+
1

(ω2
0 + σ2)

]}
. (23)

Para se ter uma comparação desta solução, foram
realizados cálculos numéricos usando Runge-Kutta de
quarta ordem [14] e são apresentados na Fig. 2 os re-
sultados das soluções anaĺıticas e numéricas para a si-
tuação homogênea e a forçada.

Figura 2 - Gráfico das soluções para a ressonância paramétrica.
(a) homogêneas, cálculo numérico linha cont́ınua, Eq. (19) com
ε = 0.025 linha tracejada. (b) Sistema forçado com uma força de
intensidade F0 = 2.5, cálculo numérico linha cont́ınua, Eqs. (21)
e (23) com ε = 0.025 linha tracejada.

Pode-se perceber pela Fig. 2 que o oscilador ao ser
forçado, a prinćıpio apresenta uma competição entre
o termo oscilatório particular que é estacionário e o
termo exponencial da solução harmônica, que é carac-
terizado pelos dois modos nos tempos iniciais das os-
cilações. Posteriormente a parte homogênea acaba por
dominar o comportamento da solução. Ocorre um bom
acordo entre a solução anaĺıtica e o cálculo numérico.

Para o caso em que o parâmetro oscilante oscila
com uma freqüência igual a freqüência fundamental
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(ω = ω0), poderia-se usar uma solução parecida com
a Eq. (19) com uma taxa de crescimento σ menor
[15], pois sabe-se que ocorrerá ressonância para todas
as freqüências multiplas de 2ω0/n, com n = 1, 2, ....

É posśıvel o uso do mesmo procedimento utilizado
anteriormente, o método da variação dos parâmetros
para resolver o caso em que ω = ω0, mas como ilus-
tração neste trabalho será utilizado outro método, o
método de Green, que neste problema possue uma fonte
com termos de t e x,

ẍ + ω2
0x = (F0 − ηω0x) cos(ω0t). (24)

Na primeira integração da função de Green, toma-
mos a solução homogênea e resolvemos a integral da
Eq. (13) que tem o seguinte formato

x2(t) = x0 cos(ω0t) +
F0

ω0

∫ t

0

sin[ω0(t− t)](F0 − x1) cos(ωt′)dt′, (25)

com x1 = cos(ω0t
′). Após a integração encontramos

x2(t) = x0

{
cos(ω0t) + η

[
1
3

cos(ω0t) +
1
6

cos(2ω0t)

−1
2

]
+ η2

[
−1

6
+

87
864

cos(ω0t)

+
1
18

cos(2ω0t) +
1
96

cos(3ω0t)

+
5
24

ω0t sin(ω0t)
]}

+F0

{
η

9ω2
0

[
cos(2ω0t)− cos(ω0t)

]

+
η

12ω0
t sin(2ω0t) +

1
2ω0

t sin(ω0t)
}

. (26)

Na expressão (26) percebe-se que para o caso
η = F0 = 0 tem-se a solução homogênea do oscilador
harmônico simples. E para o caso de η = 0 e F0 6= 0
tem-se o caso do oscilador harmônico forçado, note que
já é obtida a expressão (6).

Na Fig. 3 é apresentada a comparação desta solução
anaĺıtica com a solução numérica e nota-se um bom
acordo entre ambas. O que é evidente de imediato é que
a contribuição do termo paramétrico é muito pequena
sendo mais evidente a contribuição do termo forçador.

Para o caso mais simples das ressonâncias pa-
ramétricas há ainda o problema de construir a solução
a partir de várias suposições do comportamento da
solução, podemos utilizar técnicas de equações diferen-
ciais para tentar elucidar a validade destas suposições,
no entanto, o trabalho advindo deste uso pode não ser
muito eficiente para fins didáticos, sendo interessante o
uso de experiências e do cálculo numérico.

Figura 3 - Gráfico das soluções para a ressonância ω = ω0.
(a) Caso sem termo forçador F0 = 0 na Eq. (24), calculo
numérico linha cont́ınua, solução anaĺıtica pontilhado. (b) Sis-
tema forçado com uma força de intensidade F0 = 1, cálculo
numérico linha cont́ınua, solução anaĺıtica pontilhado. Em ambos
gráficos η = 0.1.

Não existem ferramentas definitivas que possam sa-
nar totalmente o desconforto gerado no aluno pelo fato
das soluções serem baseadas em suposições sobre o pro-
blema. O aluno muitas vezes se sente impotente não
sabendo qual suposição seja a “certa”. A apresentação
das limitações dos métodos de resolução de equações
diferenciais e a sua comparação com soluções que le-
vam em conta suposições, que aparentemente são im-
posições, mostram de certo modo a limitação do método
cient́ıfico. A máxima muitas vezes usadas por profes-
sores que “esta é uma boa suposição, porque funciona”
é a melhor resposta. A própria concepção do método
cient́ıfico apresenta controvérsias. Todo o conhecimento
cient́ıfico é totalmente isento de uma estrutura de pen-
samento que depende de informações sobre o objeto
do conhecimento, ou as informações (e as crenças) que
temos sobre o objeto permite-nos construir o método
[17, 18]? Questões como estas estão fora do escopo deste
artigo.

4. Conclusões

Foram estudados os osciladores harmônicos e pa-
ramétricos forçados por uma força periódica através
de três técnicas de resolução de equações diferencias.
Percebemos que o uso de suposições sobre o comporta-
mento da solução a priori são muito úteis tanto para
o caso do oscilador harmônico forçado quando para o
oscilador paramétrico, no entanto podem surgir cŕıticas
sobre a imparcialidade destas suposições por parte do
aluno que primeiramente vê este tipo de resolução.

O método da variação dos parâmetros é um método
interessante para solução deste tipo de problemas, este
método possue a vantagem de não levantar nenhuma
suposição sobre o comportamento f́ısico dos osciladores
tratados, porém resolução de problemas de osciladores



554 Barros

no caso da ressonância torna-se tão dif́ıcil quanto mais
complexa é a forma da força que atua sobre o oscila-
dor. O uso de problemas de oscilações no caso em que
há ressonância como sequência didática pode ser inte-
ressante como exerćıcio na aprendizagem deste método
matemático.

O método de Green mostrou-se muito útil para re-
solução do oscilador paramétrico a exemplo do que ha-
via sido apresentado no oscilador harmônico forçado [5].
O método de Green possue um formulação mais geral e
poderoso do que o método da variação dos parâmetros
[13, 14], no entanto, mais sofisticada do que o método
da variação dos parâmetros, o que demanda mais tempo
por parte do aluno em compreender as particularida-
des do método. Como o método de Green tem suas
inúmeras aplicações em eletromagnetismo e mecânica,
sua apresentação torna mais “inteliǵıvel” as soluções en-
contradas do que as suposições ad hoc que podemos fa-
zer no caso dos osciladores harmônicos e paramétricos.

Creio que esta pode ser um seqüência muito pro-
veitosa tanto na aprendizagem de conceitos importan-
tes em mecânica quanto em técnicas de resolução de
equações diferenciais.
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