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Usualmente o potencial de Morse é estudado em contextos de mecanica quantica. Por outro lado, ele é
relativamente pouco aplicado em problemas classicos. Neste trabalho uma solugao completa é encontrada para
as equagbes de movimento cldssicas para uma particula submetida a esse potencial. Exemplos numéricos sao

apresentados para alguns valores fixos dos parametros.
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Usually the Morse potential is studied in the quantum mechanics context. On the other hand, there are
relatively few applications for classical problems. In this work, a complete solution for the classical equation
of motion is found for a particle subject to this potential. Numerical examples are presented for a fixed set of

parameters.
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1. Introducao

O potencial de Morse foi introduzido em 1929 para
tratar vibragoes em moléculas diatdémicas [1]. Desde
entao esse potencial tem sido amplamente usado em
fisica molecular, tendo papel importante na descri¢ao
de modos vibracionais moleculares (vide, por exemplo,
Ref. [2]). Muito trabalho tem sido dedicado ao estudo
desse potencial, como exemplo pode-se lembrar resulta-
dos numéricos [3], algébricos [4] e envolvendo sistemas
confinados [5].

Apesar de intimeros trabalhos usando o potencial
de Morse no contexto da mecanica quantica, sao bem
mais raros os estudos envolvendo as equagoes de mo-
vimento cldssicas [6,7]. Recentemente, o interesse pelo
tratamento classico desse potencial tem aumentado bas-
tante, em particular, devido a ele ser usado para simu-
lar as interagoes de ponte de hidrogénio em modelos
mecanicos do DNA. Essa abordagem, proposta inicial-
mente no final da década de 1980 [8,9], tem sido muito
utilizada desde entao. Para uma revisao recente veja a
Ref. [10].

Um olhar cuidadoso na equagao diferencial classica
que descreve uma particula sujeita ao potencial de
Morse mostra sua semelhanca com a equacgao de
Poisson-Boltzmann, quando usada para descrever ions
em solucao sujeitos a um potencial eletrostatico gerado
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por uma distribui¢do planar de cargas [11]. Essa se-
gunda equagao pode ser resolvida por integragao direta.
Conseqiientemente espera-se que a equagao de movi-
mento para o potencial de Morse também possa ser ob-
tida dessa forma. Essa abordagem é o tépico principal
deste artigo. O resultado apresentado na literatura [6]
introduz um parametro, relacionado com a energia to-
tal do sistema e a profundidade do pogo do potencial,
o que torna a aplicagao das condigoes iniciais muito
penosa. O caminho proposto nesse trabalho, além de
ser mais direto, permite identificar melhor a aplicacao
dessas condigoes.

2. A equagao de movimento para o po-
tencial de Morse

Através do principio fundamental da dinamica, é
possivel determinar a equagao de movimento de uma
particula tratando teoricamente algumas equacoes de
forma bastante simples. O potencial a ser tratado aqui
é o de Morse [1] e é definido pela seguinte expressao:

Var(z) = D(1 — e~@=20))2 _p (1)

em que D e a sao parametros relacionados, respectiva-
mente, com a profundidade e largura do pogo de poten-
cial e g representa o ponto no eixo x onde o potencial
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tem o seu menor valor. A Fig. 1 mostra um exemplo da
forma geral do potencial para um conjunto especifico de
parametros.
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Figura 1 - Gréfico de Vjs(z), comzo =0, D=1ea=1.

Uma maneira de resolver o problema mecéanico para
o potencial em questao consiste em tratar a equagao de
movimento trabalhando com uma variavel acoplada ao
valor da energia [6]. Esse processo introduz artificial-
mente um pardmetro extra p = (E+D)/D, relacionado
com a energia total do sistema E e com a profundidade
do potencial D. Esse método de solugao se mostra efi-
caz, embora mascare o uso das condicoes iniciais. Uma
maneira de contornar esse problema é realizar uma in-
tegracao direta das equagoes de movimento a partir da
segunda lei de Newton.

3. Solucao analitica utilizando inte-

gracao direta

A partir do potencial (1) é possivel calcular a forca F
atuante no sistema derivando-o com respeito a posicao,
ou seja,
dV]\/j(LZJ) d _ _
F = - — (D1 —e @ ®))2 _p
I 7P —e ) )
— _2Da(67a(x7930) _ 672a(zfz0))
2
= —2Da ) (—1)"e *Gm@mm), (2)

n=1

Dessa forma, a equagao do movimento para uma
particula sujeita ao potencial de Morse (1) pode ser ob-
tida pela segunda lei de Newton chegando a seguinte
equagao:

dQ‘T : « n_—a(3—m)(x—x
T Y G e —o - (3)

n=1

4D
onde @ = —a.
m
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Uma rapida inspe¢ao mostra que a Eq. (3) pode ser
reescrita na forma

d 1 /da\? & a(-1)"

d |1 /de\" ~ al=D)"  _a@-mye—ao) | _

dt [2 (dt) ; 23 —n)a" 0
(4)

Sendo assim, uma primeira integracao pode ser fa-
cilmente realizada conduzindo a

2 2
dz\" _ 3 D a0 Z e (5)
dt (3—n)a
n=1
onde € é uma constante de integragao e pode ser rela-
cionada diretamente com a energia do sistema
m

E = ¢ (6)

Essa relacao pode ser obtida lembrando que a ener-
gia total do sistema é dada pela soma da energia
cinética com a potencial e usando a Eq. (5). Rees-
crevendo a Eq. (5) obtém-se

d\? 2 al-1)" _,
i — SV —a(3=n)(z—z0)
(dt) 6—~_7Z:1(Z’>771)ae

= — g —2a(z—x0) E —a(zx—xo) 7
¢ 2(16 T ae : ( )

Fazendo um tratamento algébrico dessa equacao e
introduzindo uma nova variavel y = e*(#=%0) obtém-se

Y
1/ dy — (8)

o (e + 2y - £)°

onde t; corresponde ao tempo inicial, relacionado a
posicao inicial z; ou, equivalentemente, y; = e®(¥i—%0)

A solucio da Eq. (8) depende do coeficiente de 32
no denominador do integrando, ¢.e., de acordo com o
valor dado a € encontra-se solugoes diferentes para tal
equacao. Como ja foi visto na Eq. (6), o valor de € de-
pende diretamente do valor da energia F e, portanto,
as solugoes serdo calculadas separadamente de tal forma
que seja dada uma solugao para o caso em que a ener-
gia é negativa (¢ < 0) , outra solugdo para quando a
energia for zero (¢ = 0) e, finalmente, para quando a
energia for positiva (e > 0).

O primeiro caso a ser tratado corresponde a E = 0.
Sem o termo de y?, a resolucdo da integral é feita
de forma bem simples. Fazendo uma substituicao de

.. «@ @ .
variavel (—y — 2—) = u, e integrando, chega-se ao se-
a a
guinte resultado
1 1+ wi(t—t)?
2(t) =20+ - In (""*’0(2)) 7 9)
a 2
2Da? 2 3
onde w? = el et,=t;— — (gyi— 3)2. A partir
a 2qa

dessa solu(;éomé feito o gréﬁc% apresentado na Fig. 2,
que exemplifica o comportamento da posi¢ao em funcao
do tempo usando um conjunto fixo de parametros
(m,a,D e xo ) e fixando a energia e a posigao inicial
(x; = o) no tempo t; = 0.
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Figura 2 - Gréfico da posigdo pelo tempo (Eq. (9)), com E =0,
z0=0,D=a=m=1,t,=0ey; =1.

No segundo caso, que trabalha com valores positivos
da energia, a resolugdo da Eq. (8)) torna-se um pouco
mais complexa e pode ser verificada detalhadamente no
apéndice A. A solugdo final (A-7) é

1 D E+D
t) = —In< —
x(t) a:o—i—an{E( 5

cosh [(g) wo(t — t;)l - 1) } . (10)

Uma curva tipica que emerge da Eq. (10) é mos-
trada na Fig. 3. Nesse caso foram fixados os valores
de (m, a, D e xp), assim como a energia e adotou-se
r; = xg para t; = 0.

Nl=

t

Figura 3 - Gréafico da z(t) dado pela Eq. (10), com E = 0,2,
z0=0, D=a=m=1,t;,=0evy; = 1.

Por fim, o procedimento completo para resolver a
Eq. (8) quando a energia for negativa (e < 0) apresenta-
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se no apéndice B. A solugéo encontrada (Eq. (B-8))) é

A Fig. 4 ilustra a posicao da particula no sistema
em relagdo ao tempo de acordo com a Eq. (11), sao fi-
xados os valores dos parametros m, a, D e xg, a energia
do sistema e a posigao inicial z; (ou equivalentemente,
y;) no tempo t; = 0.
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Figura 4 - Gréfico de x(t) x t (Eq. (16)), com E = —0,8, g = 0,
D=a=m=1,t,=0ey; =1.

4. Discussao dos resultados e conclusao

As solugoes encontradas coincidem com aquelas dadas
na literatura [6], porém sua estrutura permite identifi-
car claramente a influéncia das condigoes iniciais. Nos
exemplos apresentados nas Figs. 1, 2 e 3 a posigao ini-
cial é imediatamente identificdvel (y; = 1 corresponde a
x; = x0), isso possibilita identificar a energia potencial
inicial. Como a energia total é mantida fixa, a energia
cinética e, conseqiientemente, a velocidade inicial pode
ser facilmente obtida.

Uma vez identificadas a posicao e a velocidade ini-
cial é possivel construir as trajetérias no espago de fase
para os pardmetros usados até o momento (m = 1,
a=1,D=1exy = 0) os resultados para diversos
valores de € sao apresentados na Fig. 5. Observam-se
trajetérias fechadas quando € < 0 e érbitas abertas para
e > 0, ou seja, para energias correspondentes a € < 0 o
sistema é confinante, o que nao acontece para energias
mais altas.
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Figura 5 - Espaco de fase para uma particula sujeita ao potencial
de Morse para diferentes valores da energia total E.

Da forma com que foram apresentadas as solugoes
classicas de uma particula sujeita ao potencial de Morse
o problema se encontra totalmente resolvido. A par-
tir dessas solugbes, cada caso particular, dependendo
dos parametros do problema tratado e das condigoes
iniciais, pode ser completamente estudado.

Apéndice A

Resolucao da Eq. (8) quando a energia total do
sistema é maior que zero

Substituindo os valores de o = 4Da/m, € =
2E/m, wy = y/2Da?/m e colocando em evidéncia o

termo (2D/m)% (E/D)% na Eq. (8), obtém-se

e ORCU

i

Para resolver a integral da Eq. (A-1), o polindémio de
segunda ordem presente dentro da raiz quadrada do de-
nominador deve ser reescrito na forma: (y—y1)(y—y2),
onde y; e yo sao as raizes desse polindémio, i.e.

_ D ,D [DFE
N="E"E\ "D

D D |D+FE

T 8V D (A-2)

Y2 =

Fazendo alguns ajustes e aplicando a técnica de in-
tegracdo por fragdes parciais a Eq. (A-1) pode ser re-
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escrita como

1
1 Y _ 2
/(y yz) dy —
(y1—y2) v \Y— U1
1
1 Y _ 2
/(y Z/1> dy —
(y1—v2) Jy, \y—v2

(g)éwdt—u) (A-3)

Para se resolver as duas integrais da Eq. (A-3)) fo-
ram feitas trés mudancas de variaveis procedendo-se da

seguinte maneira: inicialmente tomando w? = y — s,
2

depois 22 = e por fim, # = arccosh(z). Com

Y — Y2
essas alteragoes tem-se o seguinte resultado para a Eq.

(A-3),
|-()' 20 o

< Y—1Y2 )
arccosh
Y1 — Y2

|-
9 _ 3

——arccosh (M) .

(%) 2 wo Y1 — Y2 i

Rearranjando a Eq. (A-4) obtém-se a expressao

[SE

onde t; = t; —

Yy =y2 + (Y1 — y2) cosh? Ki) ’ %(t —t)|. (A-5)

Utilizando a relacio cosh?(a) = — tem-
se que
(11— v2) , (1 — 1) A% ,
- n|(Z — .
Yy =1yt 5 + 5 cos D wo(t —t;)
(A-6)

Substituindo os valores de y; e y2 (Eq. (A-2)) e

o valor de y = ¢®(®=%0) na Eq. (A-6)), apds algumas
manipulagoes algébricas, o resultado é dado por

O q h i 1

wo(t —t;) —1 §

(A-7)

Apéndice B

Resolucao da Eq. (8) quando a energia total do
sistema é menor que zero

Partindo da Eq. (A-1)), trabalhando agora com os
valores de energia negativos,

=1 —= wo(t—ti).
L;@P+2§y—§fm P

i (B-1)
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Da mesma forma que foi mostrado no caso anterior,
a Eq. (B-1) pode ser reescrita

A (N NS
/(-5 =), (B-2)

sendo y; e yo as raizes do polinémio presente no deno-
minador da integral da Eq. (B-1) onde

D D |D+FE

V=10 T
\E| |E[V D
e
D D |D+E
b= o 0y [PEE (3)
\E| [EIV D
Na Eq. (B-2)) fazendo-se as mudancgas de varidveis
2
w

W=y —y, 2= e 0 = arccos(z), respeitando
Y1 — Y2

esta ordem, tem-se que

w1 55) ] e[ (i) -

1 (;)1/2 wolt — t;), (B-4)

2

ou ainda

arccos

(@) ]+
- <_§>;wo(t ), (8-5)

A solucéo indicada na Eq. (B-5) pode ser reescrita
da seguinte maneira

tal que ¢, = t; +

_ 1/2
y = y1—(y1—y2) cos® l; (;) wo(t —t)| . (B-6)

Logo, lembrando que cos?(x) +sen?(x) = 1, tem-se que

Y1 — Y2
y:yl_(i)_
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Substituindo os valores de y; e y» dados pelas ex-
pressoes em (4) e o valor de y = e®(®=20) chega-se ao
seguinte resultado para equacao de movimento

(O] q h i il

B 1 51— EtDcos =2 2 wo(t—t;) g

x—xo—i—aln - EgD .
(B-8)
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