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Neste artigo deduzimos a equagao caracteristica da trajetdria seguida por um raio de luz monocromaético
que se propaga num meio com indice de refracdo varidvel. Embora essa dedugdo seja inspirada nas técnicas do
céalculo variacional, ela é apresentada de modo elementar e auto-suficiente, utilizando somente conceitos basicos
do célculo diferencial e integral. Além da deducdo, também analisamos alguns aspectos gerais da equacdo e dis-
cutimos alguns casos particulares. Finalmente, mostramos que a equacao implica na Lei de Snell para a refragdo
da luz como um caso limite.

Palavras-chave: lei de Snell, principio de Fermat.

In this article we deduce the characteristic equation for trajectories performed by monocromatic light rays
which propagate through medium with a variable refractive index. Although our deduction was inspired in
techniques from variational calculus, it is presented in an elementar and self-contained way and it uses only
basic concepts of differential and integral calculus. Besides deduction, we analyse certain general aspects of the
equation and discuss some special cases also. In particular, we show that this equation leads to the Snell’s Law

for refraction of light as a limiting case.
Keywords: Snell’s law, Fermat’s principle.

1. Introdugao

Os raios de luz que atravessam a superficie de separagao
entre meios transparentes com indices de refragao dife-
rentes sao parcialmente refletidos e parcialmente trans-
mitidos através da superficie segundo a lei da reflexao e
a lei de Snell, as quais podemos dar os seguintes enun-
ciados:

Lei da reflexao: para um raio de luz que
se reflete numa superficie suave, o angulo
de incidéncia é igual ao angulo de reflexao,
medidos em relagao a normal.

Lei de Snell: para um raio de luz mo-
nocromatico que atravesse a superficie de
separagao de dois meios transparentes com
indices de refracao n; e 72, o angulo do raio
incidente #; e o angulo do raio transmitido
0> (dngulo de refragdo), medidos com res-
peito a normal, satisfazem a relagao

m sin (01) =12 sin (92) .

1E-mail: dmtlucio@furg.br.

A lei de Snell? caracteriza o comportamento dos
raios luminosos quando eles atravessam a superficie que
separa dois meios transparentes em termos da quanti-
dade chamada indice de refragao; para uma luz mono-
cromatica, o indice de refragao 1 de um meio é definido
pelo quociente entre a velocidade ¢ da luz no véicuo e a

velocidade v dessa luz no meio

c

n=—
v

Experimentalmente, verificamos que o indice de
refragao depende tanto da substancia que compode o
meio de propagacao quanto da cor da luz (i.e., da sua
freqiiéncia); naturalmente, as caracteristicas fisicas das
substancias e da luz determinam o modo como elas in-
teragem; essa dependéncia pode ser analisada, mas nao
é necesséria para a descrigao das trajetérias dos raios
de luz, desde que possamos medir os indices de refracao
experimentalmente.

A seguir, deduziremos uma equacdo diferencial
que caracteriza as trajetorias dos raios de luz mono-
cromdaticos que atravessam meios cujos indices de re-
fragdo sejam varidveis; essa equagao tem a lei de Snell

2A superficie de separacdo dos meios deve possuir certa regularidade para que em cada ponto ela possua uma direcido normal bem
definida; matematicamente, essa regularidade é definida pelo conceito de diferenciabilidade. Essa é uma das circunstancias restritivas
para aplicacdo da lei de Snell, mas a generalizagao discutida aqui nao trata desse aspecto.
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como um caso limite e por isso pode ser considerada sua
generalizagao. Para essa dedugao partimos do principio
de Fermat, que pode ser enunciado assim:*

Principio de Fermat: o caminho percor-
rido pela luz entre dois pontos é aquele que
minimiza o tempo de percurso dentre todos
os possiveis caminhos que ligam esse pontos.

Na deducdo da lei de Snell generalizada® apresen-
tada aqui, pressupomos somente os conceitos basicos
do célculo diferencial e integral, embora a técnica bésica
seja tipica do célculo variacional e envolva algumas su-
tilezas analiticas indicadas no texto.” Essa deducao ele-
mentar pode servir como uma introdugao ao célculo va-
riacional ou como uma ilustracao concreta de como suas
técnicas podem ser fundamentadas matematicamente.
Também para fins diddticos, deduzimos de modo dife-
rente a mesma equacao que generaliza a lei de Snell
sem qualquer referéncia as técnicas do calculo variacio-
nal. Achamos instrutivo que as duas deducoes sejam
comparadas.

Naturalmente, pode-se ter a impressao de que a
dedugao da lei de Snell a partir do principio de Fer-
mat (ou de qualquer outro principio) constitua-se num
mero preciosismo matemético na medida em que pa-
rece apenas substituir uma regra por outra. Noutras
palavras, pode ser interessante mas talvez inutil. En-
tretanto, isso nao é assim num sentido importante: en-
quanto a lei de Snell é uma afirmacgao especifica so-
bre o comportamento da luz sob circunstancias parti-
culares, o principio de Fermat é uma afirmagao mais
genérica que pode ser usada para estudarmos o com-
portamento da luz em circunstancias menos restritivas
- por exemplo, dele podemos deduzir tanto a lei de Snell
quanto a lei da Reflexdo; mas além disso, e talvez mais
importante também, o principio de Fermat pode ser
entendido como o caso especial de um principio fisico
geral do qual podemos descrever o comportamento da
luz bem como outros fenomenos fisicos; esse enquadra-
mento de uma situagao particular em concepgoes mais
amplas é um dos aspectos essenciais do que podemos en-
tender como sendo o desenvolvimento do conhecimento
cientifico. Em sintese, podemos dizer que a deducgao
da lei de Snell pelo principio de Fermat significa um
avango do conhecimento cientifico porque enquadra o
fenémeno especifico da refracdo como caso particular
de uma lei mais geral.
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2. Lei de Snell generalizada

2.1. Deducao da lei de Snell generalizada

Nesta se¢cao vamos deduzir a partir do principio de
Fermat a lei que determina as trajetérias percorridas
por raios de luz monocromaticos em meios com indices
de refragao espacialmente varidveis; essa lei assume
a forma de uma equacao diferencial para as parame-
trizagoes dessas trajetorias.

A principal dificuldade que temos nesta deducao
consiste em exprimir matematicamente o principio de
Fermat de um modo que possamos computar e com-
parar o tempo de percurso que gastariam diferentes
raios de luz ligando pares de pontos do meio; resol-
veremos esse problema usando o conceito de variagao
de curvas e admitindo que o indice de refragao seja
uma fungao suave — o que nos permite restringir nossas
consideragoes a curvas suaves ao invés de termos que
considerar a classe de todas as curvas continuas.®
2.1.1. Variagao de curvas e uma reformulagao
matematica do principio de Fermat

Essencialmente, uma variagao de uma curva dada é uma
outra curva que possui os mesmos pontos inicial e fi-
nal. Mais precisamente, considere uma curva parame-
trizada” com pontos inicial e final fixados

7 : [a,b] — R3,
ur— 7y (u) = (2 (u),y(u), 2 (u)), (1)

v (a) =po, 7 (b) =p1.

Para um um nimero real ¢ € R e uma curva w : [a, b] —
R3? definida no mesmo intervalo que ~ e que se anula nos
extremos, w (a) = 0 e w (b) = 0, a variagdo de v definida
pelo par (w, ) é a curva dada por

V(w,e) © [a,b] — R?,
U V(w,e) () =7 (u) +ew(u). (2)

Imediatamente dessa definicao, vemos que os pontos
inicial e final da variacao coincidem com os pontos ini-
cial e final da curva original

V(w,e) (a’) =Po; V(w,e) (b) = P1-

O primeiro ponto a salientar é que toda curva o :
[e,d] — R3 ligando os pontos pg e p; possui uma repa-
rametrizacio® que é idéntica a uma variacdo de v; de

3Na verdade, o enunciado mais geral para o principio de Fermat substitui a condicio de tempo minimo pela condicido de tempo
extremo - ou seja, minimo, maximo ou sela; para as circunstancias que vamos considerar, basta o enunciado mais restrito.

4Para deducéo da lei de Snell ordinéria no Ambito da teoria eletromagnética de Maxwell, veja a Ref. (1].

5Nossa dedugdo é essencialmente equivalente & derivagio das equagdes de Euler-Lagrange a partir do principio de Hamilton como
apresentada na Ref. [2], p. 43-44. — a diferenca estd na situagao fisica.

6Suave quer dizer infinitamente diferencidvel. Desde que o indice de refracio seja suave, a restricdo técnica de considerarmos somente
curvas suaves se justifica porque (i) qualquer curva continua pode ser arbitrariamente aproximada (num certo sentido) por curvas suaves
e (ii) é possivel provar que isso nos garante que a curva continua que descreve a trajetéria dos raios de luz deve ser suave.

7Observamos que o pardmetro u da curva v nio denota o tempo, necessariamente.

8Veja na secao 2.2.1 a definicdo de reparametrizacio.
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fato, o possui uma reparametrizacao que estd definida
no mesmo intervalo que y

& (u) ::U<c+Z_c

(u—a))7 Vu € [a,b].

Para ¢ # 0, se definimos a curva w, por

We (u> — )‘(u) — é‘-(u)7

3

temos que
T = V(ws.e)-

Considerando os fatos acima, o principio de Fermat
pode ser expresso da seguinte maneira: a curva y des-
creve a trajetéria seguida por um raio de luz que liga
dois pontos pg e p1 se e somente se o tempo gasto pelo
raio de luz para percorrer essa trajetoria é menor ou
igual ao tempo que seria gasto pelo raio de luz para
percorrer a trajetéria de qualquer variagao 7(,,¢), qual-
quer que seja o par (w,é€).

Dada uma curva o : [a,b] — R? ligando os pontos
po e p1, denotamos por T (o) o tempo que um raio de
luz leva para percorrer o caminho descrito por o; esse
tempo de percurso define uma fungao sobre as variagoes
de 7: para cada curva w : [a,b] — R3 que se anula nos
extremos, definimos

f(’y,w) R—R ) f(%w) (6) =T (’Y(w,a)) .

Com essa terminologia, podemos expressar o principio
de Fermat do seguinte modo: a curva -y descreve a tra-
jetoria seguida por um raio de luz que liga dois pontos
Po € p1 se e somente a funcao f(, ) tem um ponto de
minimo em ¢ = 0, para toda curva w que tem o mesmo
intervalo de definicao que -y e que se anula nos extremos
desse intervalo.

Como todo ponto de minimo de uma fungao dife-
rencidvel é critico (excluindo os pontos extremos do seu
intervalo de definigao), se admitimos que f, ., seja di-
ferencidvel temos a seguinte reformulacao matemaética
do principio de Fermat: a curva -y descreve a trajetoria
seguida por um raio de luz que liga dois pontos pg e py
somente se”

d
digf(”/,w) - =0, (3)
para toda curva w que tem o mesmo intervalo de de-
finicdo que v e que se anula nos extremos desse inter-
valo.
Nossa dedugao agora segue duas etapas: primeiro
definimos uma férmula explicita para a funcao f(, ., e

9Lembramos que a condicio (3) é necesséaria mas nao é suficiente para caracterizar um ponto de minimo.
10Dado um par de vetores V e W, denotamos seu produto interno por (V,W) e a norma de V por ||[V| =

detalhes, vide Ref. [3], secao I1.4.
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para sua derivada, depois usamos a reformulagao (3)) do
rincipo de Fermat para deduzirmos a equacao diferen-
cial caracteristica dos raios de luz.

2.1.2. Férmulas para f(, ) e sua derivada

Para uma curva suave o : [a, b] — R? ligando os pontos
po e p1, deduzimos aqui uma expressao para T (o) con-
siderando a defini¢ao do indice de refracao. Nesta secao
denotamos o tempo por t. Primeiramente, lembramos
que a funcdo comprimento de arco é dada port!

S(u)z/ lo' ()l ds , u e ab],
ou, equivalentemente,
ds = [lo’ (w)]] du. (4)

Naturalmente, a velocidade (rapidez) de uma grandeza
fisica que percorre o caminho descrito pela curva é dada
por

dS
V=
donde
it = %dS. (5)

Por outro lado, a velocidade da luz no ponto o (u) sa-
tisfaz
oo () = ——. (6)
Combinando as férmulas (4), (5) e (6) obtemos
1 /
dt = —n (o (u)) [lo” (w)] du.

Portanto, o tempo total de percurso do raio de luz que
percorre o caminho descrito por ¢ é dado por

T(0) = /abdt
b

. / 0 (o () llo” (u)]| du.

C

Agora, escrevendo a curva o como uma variagao de
Y5 0 = Y(w,e), t€MOS
f(’y,w) (5) =T (’Y + 5w)

=1 [P0 (y () +ew (W) 17 (u) + o’ (u)] du
Ve € R.

p(V, V); para maiores
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Admitindo™' que podemos derivar com respeito a € sob o sinal de integracdo, temos

d 1 [bd , ,

et (€)= 2 [ = {n(y () +ew(w) v (u) + ew’ ()]} du. (7)

Usando a regra da cadeia, a derivada desse integrando pode ser calculada explicitamente

L v ) +ew @) Iy +el) =

Quando ¢ = 0, temos

d
22 i +ew) Iy +ew'||}

e=0

Para o argumento que vamos desenvolver, serd ttil
eliminarmos w’ dessa expressao. Fazemos isso usando
a seguinte identidade (que segue da regra da cadeia)

ro / 4 "
<’77w>:<7’w> _<7 vw>'

Entao

e=0
(V1 () ) I = () Sy () S

Também sera Gtil modificarmos a dltima parcela acima,
para obtermos uma derivada total. Usando a seguinte
identidade (que também segue da regra da cadeia)

0w _ 0N (nY
100 ‘("(” wn) <7’||> )
encontramos

d !/ /
R {n(y+ew) Iy + eI}

d
. {n(v+ew) Iy + eI}

0
=(Vn(v),w) IVl =n () %;T\Ju
_ (Wl)\) (', w) + (77 () <Wﬁ>

!
= (190 ()~ {5 - (394) 70 ) +

Substituindo essa expressdo na integral (7), obtemos

%f(va) (E)|5:0 =
b /
LI (I ) — 5 - (8R) o' ) dut

T Ly () o)

a

" + e[| (Vi (v + ew) ,w) + 1 (7 + ew)

=(Vn(v),@) IVl +n()

d d
I+ e} 5=y + &)+ (&) = {1y + |}

(' +ew', o)
v +eo|

/ /

(v, w"
T ®)

Como w (a) = w (b) = 0, temos

N
Ly )

¢ Il

Finalmente, concluimos que
d
pRCENC)

1 . /
L1 (10 0) = 9 - (§R) ) . 9

2.1.3. A aplicagao do principio de Fermat

A férmula (9) nos permite extrair do principio de Fer-
mat (3) a equagao para a trajetéria vy descrita pelo raio
de luz ligando os pontos pg e p1: se 7y descreve a tra-
jetodria seguida pelo raio de luz, entdo as Egs. (3) e (9)
implicam que

“ L @) (N N g =
/a<”7 1¥n ) = (nv'n) v >d =0

(10)
para toda curva w : [a,b] — R? que se anula nos extre-
mos do intervalo de definicao da curva ~y; a arbitrarie-
dade de w implica na seguinte equagao para -y, a qual
chamamos lei de Snell generalizada:

_77(7) "o n(7) ' r_
! (wn) V=0

17| V7 ()

Essa ultima implicagao pode ser justificada pelo ar-
gumento que segue: podemos escolher uma curva w con-
veniente para obtermos a Eq. (11) da Eq. (10): seja
0 : [a,b] — R uma fungao suave tal que'®

O(a)=0(0)=0 e 6(u) >0 Yué€ (a,b).

1 No contexto da andlise matemdtica, a diferenciabilidade de f(~,w) € a possibilidade de derivar sob o sinal de integral sido fatos que

podem ser rigorosamente provados nas circunstancias em questao.

2Por exemplo: 0 (u) = (u — a) (b — u).
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Seja

0 (u) {nw’n Vi (1)~ fo - (M)/}

Entao, @ é uma curva suave definida em [a,b] que se
anula nos extremos e satisfaz

, @) (1Y
<”V I¥n &) = (wn) th >2“

Fazendo w = @ na Eq. (10), do fato da integral ser nula
e do integrando ser nao-negativo, podemos concluir que
o integrando (o produto interno) deve ser nulo; pela de-
finigdo de @, isso implica diretamente na Eq. (11)).

2.2. Andlise matematica da lei de Snell gene-
ralizada

Primeiramente analisaremos os aspectos matematicos
da lei de Snell generalizada: sua invaridncia sob repa-
rametrizacoes, o caso particular em que o indice de re-
fragao varia numa tnica dire¢ao e o limite no qual obte-
mos a lei de Snell original; depois faremos uma andlise
qualitativa, comparando nossas expectativas com as
plotagens.

2.2.1. Invariancia sob reparametrizagoes

Inicialmente,
trizacao: 13

lembramos o conceito de reparame-

Definicao 1 Dada uma curva parametrizada suave 7y :
I — R3, a reparametrizacdo definida pela fungdo suave
g:J—1T e’acurvavg:J—>]R3 dada por

Yy (V) =7 (g (v)), Yo € J.

Dizemos que a reparametrizacao é regular quando a de-
rivada da fungdo g nunca se anula (e g € uma fungdo
bijetiva).

Denotamos o parametro da curva v por u e o
parametro da curva 7, por v. Nesse caso, u = g (v)
e vy (v) = v (u). Usando a regra da cadeia, obtemos as
seguintes expressoes para a velocidade e aceleragao da
curva reparametrizada

dyg _ dgdy
dv dv du’
Py,  dgdy  (dg\® d%>y
dv? dv?du (dv) du?’

Para simplificar a notacao, denotamos a derivada em
relagdo a v por um “ponto” e a derivada em relacao
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a u por uma “linha”; entao, as identidades acima se

reduzem a

2. 1

Yo =97 5 g =Y + g

Agora, podemos verificar que a Eq. (11) é invari-
ante sob reparametrizagoes regulares, i.e.: a reparame-
trizacio v, satisfaz a Eq. (11) se e somente se a curva
original v também satisfaz (11)). Para provar isso, pri-
meiramente calculamos

() = & (;(w))
- <g|>

B (ﬂiu) <|§||)

s (o)

Entao
, n(), _d (n()\ . _
bl 91000 = 8= 5 (it
1171 7 () — |g”| |(|7)|| (@7 + ") +
g
4)? ||v H >

Y n(y nM\
—g|{||v|| 1) - 1y (M”>7}-

Sob a condigdo de que a reparametrizago é regular (a
derivada ¢ nunca se anula), essa identidade implica que
vg satisfaz a Eq. (11) se e somente se v também a
satisfaz.

A invariancia da Eq. (LI)) sob reparametrizagoes,
aliada ao fato de que sempre podemos reparametri-
zar uma curva pelo comprimento de arco,** implica
que essa equacgao ¢ equivalente ao seguinte sistema de
equagoes

n(NY" +{Vn(),7")7 = Vn(y)

Il = 1.

(12)

Podemos dizer que a invariancia da Eq. (11) sob re-
parametrizagoes é uma propriedade necessaria para que
essa equacao possa caracterizar as trajetorias seguidas
pelos raios de luz; a razao dessa necessidade vem do
fato do parametro u nao ter significado fisico intrinseco,
podendo ser arbitrariamente escolhido, o que esté rela-
cionado com o fato de ||y (u)|| ndo necessariamente re-
presentar a velocidade (rapidez) da luz no ponto v (u).
Lembramos que essa velocidade é dada pelo valor do
indice de refragao nesse ponto, 1 (v (u)).

13Para maiores detalhes sobre curvas e conceitos relacionados, sugerimos o cap. IT da Ref. [3].
4L embramos que uma curva parametrizada pelo comprimento de arco possui a propriedade caracteristica de que o médulo da sua
velocidade é constante e igual & unidade; para ver detalhes sobre a reparametrizagio pelo comprimento de arco veja Ref. [3], p. 101-104.
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2.3. Caso em que o indice de refragao varia
numa unica diregao

Vamos considerar agora um meio no qual o indice de
refracao varia apenas numa direcao. Nesse caso, a tra-
jetéria de um raio de luz deve ser plana e entao escolhe-
mos o sistema de coordenadas cartesianas com o eixo-x
paralelo ao gradiente do indice de refracao e o eixo-z
perpendicular ao plano determinado da trajetéria do
raio de luz - conforme a Fig. 1, onde indicamos a
direcao do gradiente do indice de refracao e a orientacao
dos eixos cartesianos.

-~

y

3
7
X

. 4

Figura 1 - Eixos cartesianos e dire¢ao do gradiente do indice de
refragao.

Com isso, o indice de refracao do meio exprime-se
como uma fungéo da coordenada z: n =7 (z). A curva
v que descreve a trajetéria seguida pelo raio de luz no
meio pode ser identificada com o grafico de uma funcao
y = y(z). Entao, omitindo a coordenada z, podemos
escrever

y(x) = (z,y(x) ~ +' =1,y), v =(0,9"),

n=n(x) ~ Vn=(1,0).

Para substituirmos na Eq. (11)), calculamos

(n(v))' _ (nY) 0"

@l [edl v |12
() n()yy”
VI gy)®2

Entao, a Eq. (11)) implica que

0 = o)== (1)
= (IW'llv',0) - <07 ¢ y||)y> B

77/ (’7) _ Ui (7) y’y// /
< Iodl MR ) (1,9').

Essa equacao vetorial é equivalente ao sistema de

Fassarella
equagoes diferenciais ordinarias
Il (”'ﬂf - ’7”(3,)”‘ZIEH> =0 (1
) <77’ () _n() y’y”> J =0 (14)
[edl VI 32

Substituindo (A) em (B), obtemos

2
n(My"+ Iy = 0.
Dividindo essa equagao por 7 () e usando que ||v'| =

1+ (y')?, obtemos a equagao

/
7 (:L‘) ’ 73
y+—(y+y ):0. 15
R (4 + ) (15)

A Eq. (15) pode ser resolvida explicitamente (como
pode ser verificado por substituicao direta)'”:

¢ 1
() = —du,
! / Van (u)? —1

onde a é uma constante de integracao que deve ser fi-
xada por uma condigao inicial sobre a derivada y’ num
ponto arbitrario.

Naturalmente, a solucdo acima sé faz sentido nos
pontos onde an ((E)2 —1 > 0; quando o parametro a esta
fixado, a condi¢do an (z)> — 1 = 0 determina o ponto
da trajetéria onde o raio de luz deixa de se propagar
por refracao; como na situagao considerada o indice de
refragao nao varia na diregao do eixo-y, nesse ponto da
trajetéria o raio de luz passa a se propagar na direcao
do eixo-y — observamos isso nas plotagens das Figs. 4,
5, e 6.

(16)

3. Da lei de Snell generalizada para a
lei de Snell ordinaria

Agora, considere dois meios com indices de refracao
constantes 11 e 72 em contato por uma superficie plana
de separacao. Escolhendo convenientemente um sis-
tema de coordenadas cartesianas, podemos identificar
essa superficie de separacao com plano x = 0 e ana-
lisar a propagacao de um raio de luz contido no plano
z = 0. Nessas condicOes, a trajetéria do raio de luz é
uma curva na forma v (z) = (z,y (z)) e podemos supor,
sem perda de generalidade, que y (0) = 0. Nesse caso,
a direcao normal a superficie de separagao é igual ao
eixo-z e os angulos de incidéncia 6; e refragao 6> que a
trajetoria faz com essa direcao sao caracterizados por

tan (01) = lim y' (x), tan(fy) = 1iI(I)1+ Y (x),

onde na notacao do limite os simbolos “04” e “0—" in-
dicam o limite tomado a esquerda e a direita do zero,

15 A equacdo para y’ é do tipo Bernoulli e pode ser resolvida recorrendo-se a uma técnica padrio; depois, integrando a solucdo da

equagao satisfeita pela derivada, obtemos a solugao explicita para y.
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respectivamente. Nessa situacao, o indice de refracao
tem a forma de uma funcgao descontinua do tipo Heavi-

side
_ m , <0
77(:8){ N2 , x> 0.

Esse indice do tipo Heaviside pode ser aproximado por
indices de refracio suaves'® definidos para k > 0

(J?)_ T ) ISO
T m+(n2 —m)e Vx> 0.

Fisicamente, podemos esperar que a transmissao da luz
pela superficie de separacdo possa ser suficientemente
bem descrita por solugdes da Eq. (15) para um indice
de refragéo ny (x) com k > 0 suficientemente grande —
veja na Fig. 2 a plotagem dos gréaficos desses indices de
refracao para k = 1,5,10,100 com 7, = 1 e 1o = 2. E
imediato verificar que valem os limites

Jm o (@) =m, lim e (@) = m,
klim e () =m sex <0,

lim 7y (x) =n2 se z > 0.
k—o0

y

L ——
kdt?/_/_7

k=5

k=1

Figura 2 - Gréficos de indices de refracao. O eixo-z indica a pro-
fundidade e o eixo-y indica os valores dos indices de refragdo n e
Nk, para k=1, 5, 10 e 100.

Assim, seja yy (x) solucdo da Eq. (15) para o indice
de refracao ny () com condigoes iniciais yi (0) = 0 e
v, (0) = tan (0,), i.e.

( )_/Id—“
Yp (T) = A FWC(U)Q—J
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onde as condigoes iniciais implicam que a constante a
deve satisfazer

tan(@l)zéwa— L

Vani —1 ~ n2sin? (6;)
A inclinagdo da tangente a yi () num ponto x é dada
por

1
Yr (z) = —
ang () =1
Portanto, temos os limites

1
lim y, (z) = ——— , <0 e
h—oo ani — 1

1

, >0.

klim v (r) =

vans —1

O angulo de refragao 0, deve satisfazer a condigao limite
1

Va2 =1

Desenvolvendo essa identidade obtemos
1

2 1.2
0o) = —.
sin? (02) =

tan (f2) = xlir(r)lJr khj& Y () =

Comparando as duas identidades acima envolvendo a
constante a obtemos a lei de Snell ordinaria

M2 sin (02) =MN1 sin (91) .

4. Analise qualitativa

As figuras a seguirt” mostram plotagens numéricas de
solucoes da Eq. (15) para indices de refracao particu-
lares e condigdes iniciais y (0) =0 e ¢’ (0) = 1 (caso em
que o raio de luz passa na origem do sistema de coor-
denadas com angulo de incidéncia nesse ponto igual a
7w/4). Podemos observar que as plotagens conformam-
se as nossas expectativas quanto as trajetorias dos raios
de luz.

Na Fig. 3 temos a plotagem da trajetdria seguida
por um raio de luz num meio onde o indice de refragao
¢é dado pela funcao

m(z) =1+

Como o indice de refragao aumenta com a profundi-
dade, esperamos que a trajetéria do raio de luz tenha
uma inclinacdo decrescente. Com as devidas adap-
tagoes, observamos esse fenomeno com os raios de luz
do sol quando ele estd se pondo, embora o indice de
refragao do ar para um comprimento de onda qual-
quer nao dependa da profundidade segundo a expressao
acima (nesse caso, a profundidade é dada pela pene-
tragdo na atmosfera da Terra). Para uma andlise deta-
lhada do fenémeno do envermelhamento do céu no por
do sol, veja a Ref. [1].

16Observamos que nao é imediato verificar que 7, é uma funcio suave, mas isso pode ser rigorosamente provado; vide a secdo VIL4

da Ref. [3].
17Observe que as plotagens nao estido em escala.
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Figura 3 - Trajetéria do raio de luz num meio com indice de
refragdo m1 (z) =1 + x.

Nas Figs. 4 e 5 temos plotagens para as trajetorias
seguidas por raios de luz em meios com indices de re-
fracdo que sao, respectivamente,

,,72 (.T) — 1 + e—l‘/lo’

73 (l‘) =14 671/100'

Nesses casos, observamos que as trajetorias dos raios de
luz tém inclinagoes crescentes, afastando-se da direcao
do gradiente do indice de refracao; isso é o que pode-
mos esperar com base na lei de Snell ordinaria, que
prevé que os raios de luz se afastam da normal quando
passam de um meio com indice de refragao maior para
um meio com indice de refracao menor; também esta de
acordo com essa lei a diferenga nas curvaturas, maior no
caso correspondente a 1y do que no caso correspondente
a 73, pois a lei de Snell implica que, para um angulo
de incidéncia fixado, um indice de refracao maior im-
plica num angulo de refragdo menor. Embora o raio
de luz penetre mais profundamente no meio com indice
73 do que no meio com indice 72, em ambos os casos,
as trajetorias terminam em pontos onde as inclinagoes
tornam-se verticais, indicando que os raios de luz pas-
sam a se propagar na diregao do eixo-y.

- 9
@ =
LLLL Ll

=

@

o

Figura 4 - Trajetéria do raio de luz num meio com indice de
refragio 12 (z) = 1 + e~%/10.
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Figura 5 - Trajetéria do raio de luz num meio com indice de
refragao 03 (z) = 1 4+ e~%/100,

Nas Figs. 6 e 7 temos plotagens para as trajetérias
seguidas por raios de luz em meios com indices de re-
fragao que sao, respectivamente,

1
na(x) =15+ isin (),

1
ns (x) = 1.5+ gsin (x).

Como os indices de refragao oscilam em torno do valor
1,5, esperamos que as trajetorias dos raios de luz te-
nham inclinagées que também oscilem, aumentando e
diminuindo alternativamente de acordo com o aumento
ou decréscimo dos indices de refragao. No caso corres-
pondente a 74, observamos que a trajetéria termina em
um ponto onde a inclinagao torna-se vertical, indicando
que o raio de luz passa a se propagar na diregao do eixo-
y; isso nao acontece no caso de 75, cuja amplitude de
oscilagao é menor do que a amplitude de oscilagao de

N4

@ IS o

-

r

=)

Figura 6 - Trajetéria do raio de luz num meio com indice de
refragdo n4 () = 1.5+ % sin (z).
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Figura 7 - Trajetéria do raio de luz num meio com indice de
refragéo ns (z) = 1.5+ %sin (z).

5. Conclusao

Deduzimos usando o principio de Fermat uma genera-
lizacao da lei de Snell para meios transparentes com
indice de refracao varidvel na forma de uma equacao
diferencial para as trajetérias de raios de luz mono-
cromdticos, Eq. (I1I). Analisamos a consisténcia ma-
temdtica dessa equacao, obtemos a lei de Snell origi-
nal como um caso limite e discutimos a compatibi-
lidade das previsoes tedricas com nossas expectativas
pela andlise das plotagens das trajetorias previstas teo-
ricamente para alguns casos particulares.

6. Apéndice
Outra dedugao da lei de Snell genera-
lizada

Nesta secao, deduziremos a equacao diferencial que ca-
racteriza a trajetéria de um raio de luz monocromaético
usando uma técnica diferente daquela usada anterior-
mente: aqui, ela é obtida da prépria lei de Snell or-
dindria. A identidade das equagbes obtidas pelas dife-
rentes técnicas corrobora a corregao dos resultados.

Embora seja possivel trabalhar no caso geral, pelo
bem da simplicidade vamos nos restringir as cir-
cunstancias da secao 2.3 que trata da situacao bidi-
mensional; com a notagao dessa secao, o indice de re-
fragao depende apenas da coordenada x que serve de
parametro da curva -y que descreve a trajetoria percor-
rida pelo raio de luz; o angulo 6 (z) entre a reta tan-
gente & trajetéria do raio de luz no ponto (xg,y (xo)) e
o eixo-x satisfaz

tan (0 (x)) =y (2) .

Para obtermos a equacao diferencial satisfeita pela
funcdo y (x),consideramos a lei de Snell numa faixa ver-

d
8Lembramos a derivada da fungdo arco tangente: Ta arctan (u)
U
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tical infinitesimalmente estreita, com largura infinitesi-
mal dzx conforme ilustra a Fig. 8.

n(x+dx)

i W xtcix)

/(=)

Figura 8 - Lei de Snell infinitesimal.

Nesse caso, temos a seguinte aproximacao devido a
lei de Snell ordinéria

sin (0 () n (x) ~ sin (0 (x + dx)) n(x +dx). (17)

Desenvolvendo os fatores do lado direito dessa apro-
ximagao até primeira ordem em dx obtemos

sin (0 (x 4 dx)) n (x + dx) ~

ﬂnﬁ(m)+«ms€(m)j§dm][n(m)+—dndx]

dx
. . dn
=sin 6 (z) n (z) + sin 0 (z) %dm—l—

dn df

2
dz dz (dz)”.

cosf (z)n (x) %dm + cosf (x)

Substituindo na identidade aproximada (17) obtemos

sin 6 (x) %dw + cos b (x)n () %dm—l—

dn df

2 ~
dz dz (dz)” ~ 0.

cos 6 (x)

Dividindo toda a equacao por cos (6 (x)) dz obtemos

do
—+

tané (x) p
x

n(z)

No limite dxr — 0 a terceira parcela dessa soma se
anula e (esperamos que) a aproximagao torne-se uma
igualdade exata

tan 6 (z) d

n
18
G (18)

Agora, usando que
y' (r) =tan (0 (x)) e 0 (x) = arctan (v (z)),
deduzimos pela regra da cadeia quel®

/!

o__ 1
d:L. 1+(y/)2y .
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Finalmente, obtemos a equagao que generaliza a lei de
Snell na situagao considerada

1 ]‘ d/r} / !
Y +M£ (3/ + (y )3) =0. (19)

Essa equagdo é idéntica a Eq. (15), obtida como
caso particular da Eq. (11) na secfo 2.3. Isso corrobora
a corregao da Eq. (11) como a equagdo caracteristica
das curvas que descrevem as trajetorias seguidas pelos

Fassarella

raios de luz.
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