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Apresentamos neste artigo duas construções distintas do ensemble ortogonal gaussiano. Para tornar esse tra-
balho mais didático, usamos as matrizes de ordem dois. Dessa forma, obtivemos analiticamente: a distribuição
das matrizes, a distribuição de um elemento da matriz, a distribuição dos espaçamentos, a distribuição de uma
componente de um autovetor e a densidade de estados. Para confirmar os cálculos, apresentamos as simulações
numéricas.
Palavras-chave: matriz aleatória, Wigner, Poisson.

In this paper we present two distinct constructions of the gaussian orthogonal ensemble. For didactic purpo-
ses we consider matrices of dimension 2. In this manner we obtain analytical results for the distribution of the
elements of the matrices, the spacing, one component of the wave functions and also the density of states. We
compare our analytical results with numerical simulations.
Keywords: random matrix, Wigner, Poisson.

1. Introdução

Em meados dos anos 50 do século passado, Eugene Wig-
ner (Nobel de F́ısica em 1963) criou a Teoria das Ma-
trizes Aleatórias (RMT), com o objetivo de estudar as
estat́ısticas dos ńıveis de energia dos núcleos de átomos
pesados. Ele descobriu que a estat́ıstica das flutuações
dos ńıveis desses átomos pesados, obtidos experimen-
talmente, coincidia com a estat́ıstica das flutuações na
densidade de autovalores, obtidos a partir das diago-
nalizações das matrizes, cujos elementos eram gerados
aleatoriamente e sujeitos a uma distribuição gaussiana.
Sua principal conjectura seria a descrição de um sis-
tema complexo por um ensemble de matrizes aleatórias.
Com as intensificações das pesquisas nessa área, mui-
tos outros espectros quantizados, de diversas áreas do
conhecimento2, foram estudados com muito interesse.
A figura a seguir [1, 2, 3, 4] exibe seis espectros quan-
tizados nas áreas de F́ısica e Matemática.

Os espectros quantizados na Fig. 1 estão desdo-
brados3, melhor dizendo, re-escalados para que seus
espaçamentos médios assumam o valor unitário. Nes-

sas condições, as flutuações destes espectros podem ser
comparadas entre si.

Figura 1 - Espectros quantizados.

1E-mail: acbertuola@cefetpet.br.

Copyright by the Sociedade Brasileira de F́ısica. Printed in Brazil.

2Uma revisão das aplicações da teoria das matrizes aleatórias pode ser encontrada na referência [5].
3De um modo geral, aplica-se uma transformação no espectro Ei, matematicamente dada por xi = N̄(Ei), em que N̄(E) é a densidade

de estado da função escada. Recomendamos as referências [6, 2].



334 Bertuola et al.

Uma das medidas estat́ısticas mais importantes
nesse estudo é a distribuição dos espaçamentos entre
os ńıveis vizinhos, pois acredita-se que esta contenha
um caráter universal. Os espaçamentos entre os ńıveis
vizinhos nos espectros (a) e (b) seguem a distribuição
de Poisson4

P (s) = e−s . (1)

Esta distribuição (1) encontra-se normalizada e re-
normalizada para um espaçamento médio unitário. Re-
comendamos que o leitor efetue os cálculos, conside-
rando inicialmente a distribuição:

P (s) = ke−γs . (2)

A seguir, usando-se as igualdades:
∫ ∞

0

dsP (s) = 1 (3)

e ∫ ∞

0

dssP (s) = 1 , (4)

determine os valores de k e γ, respectivamente.
Observa-se a presença da degenerescência desses espec-
tros refletida na condição: P (0) = 1. Nesse caso, cos-
tuma-se dizer que não existe a repulsão entre os ńıveis.

Os espectros (c), (d) e (e) estão sujeitos à distri-
buição de espaçamentos de Wigner

P (s) = Csβe−αs2
, (5)

com a condição5 β > 0. Os espectros descritos por (5)
possuem as repulsões entre os ńıveis: P (0) = 0. A cons-
tante C é determinada usando-se a normalização (3) da
distribuição; o parâmetro α é fixado assumindo que o
espaçamento médio seja unitário (4). O parâmetro β
caracteriza os três ensembles gaussianos [1] existentes.
O Ensemble Ortogonal Gaussiano (GOE), cuja inten-
sidade da repulsão entre os ńıveis é dada por β = 1,
descreve os espectros (c) e (d) do núcleo do Érbio e do
bilhar de Sinai, respectivamente. O Ensemble Unitário
Gaussiano (GUE), em que β = 2, descreve o espec-
tro (e), que são os zeros da função Zeta de Riemann
[1]. O Ensemble Simplético Gaussiano (GSE) é carac-
terizado por β = 4. Por outro lado, a estat́ıstica do
espectro cerca6 do oscilador harmônico quântico (f) não
está submetida à distribuição de Poisson (1) ou à distri-
buição de Wigner (5). Os valores de β estão relaciona-
dos com o tipo de simetria que o sistema apresenta, de
acordo com uma atual classificação estabelecida, mos-
trada na Tabela [2] a seguir.

c

Tabela 1 - Classificação dos sistemas f́ısicos quanto à simetria.

InvariânciaI
por reversão
temporal

Momento
angular

Invariância
rotacional

Matriz
hamiltoniana

Grupo
canônico

β f

Sim
inteiroI
1
2
, 3
2
, ...

-
sim

real
simétrica

ortogonal
(GOE)

1
n(n+1)

2

Sim 1
2
, 3
2
, ... não

quaternion
real

simpléticoI
(GSE)

4 n (2n + 1)

Não - -
hermiteanaI
complexa

unitário
(GUE)

2 n2

d

Observa-se na tabela7 que as matrizes hamilto-
nianas do GOE possuem as invariâncias por reversão
temporal e rotacional, verificadas para part́ıculas de
spin semi-inteiros. Nesse ensemble, as matrizes são
simétricas e seus elementos são números reais. Veri-
ficou-se para part́ıculas com spin semi-inteiro, que as
matrizes hamiltonianas do GSE possuem invariância
por reversão temporal, mas não possuem a invariância
rotacional. Esse ensemble é representado por matri-
zes cujos elementos são quaternions reais. As matrizes
hamiltonianas do GUE não possuem invariância por re-

versão temporal e ainda não foi verificada invariância
rotacional para part́ıculas com spin. As distribuições
dos espaçamentos dos ensembles GOE, GUE e GSE têm
um lugar de destaque pela sua importância no estudo
do “caos quântico”. De acordo com a conjectura de
Bohigas-Giannoni-Schmit [6, 10], um sistema quântico
é análogo a um sistema clássico integrável, se o seu
espectro for descrito pela distribuição de Poisson (1).
Se o sistema quântico for caótico, então seu espectro
será descrito pela distribuição de espaçamentos de Wig-
ner (5).

4Essa distribuição não é obtida por meio de um ensemble de matrizes. Por isso, nesse trabalho reconhecemos esta como uma
estat́ıstica correlata.

5Observe que a distribuição de Poisson não apresenta o termo sβ , ou seja, não existe a repulsão entre os ńıveis .
6A distribuição dos espaçamentos desse espectro é considerada, nesse trabalho, uma estat́ıstica correlata, pois não é obtida de um

ensemble de matrizes.
7O parâmetro f é o número de elementos independentes.
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A seguir, apresentaremos duas maneiras de cons-
truir um ensemble de matrizes aleatórias. Algumas
distribuições importantes serão obtidas explicitamente,
por exemplo, a distribuição dos espaçamentos, a dis-
tribuição de um elemento da matriz, a densidade de
estados e a distribuição de uma componente dos auto-
vetores. Usaremos as matrizes 2x2, pela simplicidade
intŕınseca da construção do ensemble e por esta ser rea-
lizada totalmente de forma anaĺıtica [9, 7, 8]. Por outro
lado, a distribuição dos espaçamentos obtida no ensem-
ble de maior ordem difere muito pouco da distribuição
dos espaçamentos obtida para matrizes 2x2, considera-
das, então, estatisticamente semelhantes. Uma justi-
ficativa não rigorosa seria o fato de a repulsão entre
os ńıveis depender somente dos espaçamentos de ńıveis
vizinhos próximos.

2. Wigner e o ensemble ortogonal gaus-
siano

A primeira construção do GOE foi apresentada pelo
Prof. Wigner, tendo sido estruturada na base de duas
hipóteses fundamentais. São elas:

(i) a distribuição dos elementos das matrizes são in-
dependentes;

(ii) a matriz hamiltoniana do sistema é invariante
por uma transformação ortogonal.

Veremos a seguir que essas duas hipóteses são sufi-
cientes para se obter a distribuição das matrizes.

2.1. Distribuição das matrizes

Seja dada a matriz hamiltoniana simétrica, com ele-
mentos reais e aleatórios

H =
[

h11 h12

h12 h22

]
. (6)

Inicialmente, supomos que H seja a matriz resul-
tante da rotação de uma matriz H ′ arbitrária

H = OH ′OT . (7)

Nesse caso, O é a matriz de rotação

O =
[

cos θ senθ
−senθ cos θ

]
. (8)

A forma expĺıcita da transformação (7) é o sistema li-

near




h11 = cos2 θh′11 + sen2θh′22 + sen2θh′12
h11 = sen2θh′11 + cos2 θh′22 − sen2θh′12
h12 = senθ cos θh′11 + senθ cos θh′22 + cos 2θh′12

.

(9)
Uma propriedade importante da transformação (7) é o
fato de o jacobiano ter seu valor unitário8. Portanto,
tem-se

P (H)dH = P (OH ′OT )dH ′ , (10)

em que P (H) é a distribuição da matriz, ou seja, a dis-
tribuição dos elementos independentes9 da matriz. A
hipótese (i) é codificada matematicamente por:

P (h11, h22, h12) = f11(h11)f22(h22)f12(h12) , (11)

na qual fij(hij) é a distribuição de um elemento da ma-
triz. Derivando (11) em relação ao ângulo de rotação θ
e impondo a condição dP

dθ = 0, obtem-se a igualdade

1
f11

∂f11

∂θ
+

1
f22

∂f22

∂θ
+

1
f12

∂f12

∂θ
= 0 . (12)

Derivando as equações do sistema (9) em relação ao
ângulo de rotação θ, conseguem-se as seguintes igualda-
des: 




∂h11
∂θ = −∂h22

∂θ = 2h12

e
∂h12
∂θ = h22 − h11 .

(13)

Substituindo (13) na igualdade (12), o resultado é

2h12

�
1

f11

∂f11

∂h11
− 1

f22

∂f22

∂h22

�
+ (h22 − h11)

1

f12

∂f12

∂h12
= 0 .

(14)
Buscando as soluções sujeitas às condições

8
><
>:

1
f11

∂f11
∂h11

= a11h11 + b11

1
f22

∂f22
∂h22

= a22h22 + b22

1
f12

∂f12
∂h12

= a12h12 + b12

, (15)

substituindo (15) em (14) e lembrando que os elementos da
matriz são independentes entre si, obtêm-se

�
a12 = γ ,
a11 = a22 = 2γ ,

(16)

em que γ é um parâmetro arbitrário. Substituindo os valo-
res estabelecidos em (16) nas equações em (15), e efetuando
as integrações pertinentes10, obtêm-se as distribuições dos
elementos da matriz e, conseqüentemente, tendo em vista a
igualdade (11), chega-se à distribuição das matrizes

P (H) = C exp
�γ

2
trH2

�
. (17)

8O leitor pode verificar esta afirmação calculando o determinante da matriz

J =

2
64

∂h11
∂h11

∂h11
∂h22

∂h11
∂h33

∂h22
∂h11

∂h22
∂h22

∂h22
∂h33

∂h33
∂h11

∂h33
∂h22

∂h33
∂h33

3
75 .

As derivadas parciais são obtidas do sistema (9).
9Notação: P (H) = P (h11, h22, h12).

10As integrações são efetuadas no intervalo [−∞, +∞].
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O parâmetro γ é negativo, para que a condição
lim

trH2→±∞
P (H) = 0 seja satisfeita. Por isso, realiza-se uma

nova mudança de variável

γ = −2α , α > 0 . (18)

Substituindo a distribuição das matrizes (17) - levando-se
em consideração o novo parâmetro estabelecido em (18) -
na condição de normalização:

Z
dHP (H) = 1 , (19)

e lembrando que

dH = dh11dh22dh12 (20)

é o elemento de volume usado na integração, o resultado é
a distribuição normalizada das matrizes

P (H) =
√

2
�α

π

� 3
2

exp
�−αtrH2� . (21)

O valor do parâmetro α será convenientemente fixado, de
maneira que o espaçamento médio entre os ńıveis de energia
vizinhos seja unitário. Faremos isso a seguir.

2.2. Distribuição dos espaçamentos de Wigner

Para calcular os espaçamentos entre os ńıveis de energia
vizinhos, é necessário diagonalizar a matriz hamiltoniana
definida em (6). Inicia-se o processo de diagonalização,
considerando-se o sistema escrito em uma notação matri-
cial como

�
h11 h12

h12 h22

� �
c1

c2

�
= E

�
c1

c2

�
, (22)

em que (c1 , c2) são as componentes do auto-vetor. O
parâmetro E é o autovalor para ser determinado. Os au-
tovalores emergem do cálculo do determinante

det

�
h11 − E h12

h12 h22 − E

�
= 0. (23)

Os valores dos autovalores calculados a partir de (23) são

E1 =
h11 + h22 +

q
(h11 − h22)

2 + 4h12

2
(24)

e

E2 =
h11 + h22 −

q
(h11 − h22)

2 + 4h12

2
.

Usando-se esses dois valores, prova-se11 que

trH2 = trE2.

O espaçamento entre os ńıveis é obtido subtraindo-se os au-
tovalores em (24), cujo resultado é

s =

q
(h11 − h22)

2 + 4h12. (25)

Para se calcular a distribuição dos espaçamentos, é ne-
cessário realizar os cálculos das integrais

P (s) =

Z Z Z
dHP (H)

δ

�
s−

q
(h11 − h22)

2 + 4h12

�
, (26)

em que δ(k) é a função delta de Dirac e as integrações são
feitas no intervalo [−∞, +∞]. A primeira providência para
integrar a igualdade (26) é fazer as convenientes mudanças
de variáveis 8

<
:

x = h11+h22
2

e

y = h11−h22
2

.

(27)

O jacobiano dessa transformação é

����
∂ (h11, h22)

∂ (x, y)

���� = 2. (28)

Desse modo, após realizar uma integração na variável x,
obtem-se apenas duas novas integrais:

P (s) =

�
2α

π

� 3
2
r

π

2α

Z Z
dydh12e

[−α(y2+h2
12)]

δ

�
s−

q
4 (y2 + h2

12)

�
. (29)

A própria igualdade (29) sugere o uso das coordenadas po-
lares, ou seja, �

y = rsenβ
h11 = r cos β.

(30)

Após alguns cálculos e manipulações algébricas, o resultado
final é

P (s) = αs exp
�
−α

2
s2
�

. (31)

Substituindo essa distribuição na igualdade (4), obtem-se

α =
π

2
. (32)

A tabela a seguir contém um resumo das distribuições obti-
das até agora.

Tabela 2 - Distribuições re-normalizadas.

P (H)I P (h11) P (h12) P (s)
1
2

exp
�−π

2
trH2

�
1√
2

exp
�−π

2
h2
11

�
exp

�−πh2
12

�
π
2
s exp

�−π
4
s2
�

A Tabela 2 contém as distribuições das matrizes, dos elementos das matrizes e dos espaçamentos entre os ńıveis
vizinhos. Salientamos que a condição de re-normalização (< s >= 1) foi levada em consideração nas expressões
anaĺıticas das distribuições.

11Recomendamos aos interessados que verifiquem essa afirmação, efetuando os cálculos.
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2.3. Densidade de estados

A densidade de estado é muito importante para as aplicações e pode ser calculada por meio da igualdade

ρ (E) =
1
2

[ρ1 (E) + ρ2 (E)] , (33)

em que

ρ1 (E) =
∫

dHP (H)δ


E −


h11 + h22 +

√
(h11 − h22)

2 + 4h2
12

2





 (34)

e

ρ2 (E) =
∫

dHP (H)δ


E −


h11 + h22 −

√
(h11 − h22)

2 + 4h2
12

2





 . (35)

d

Os cálculos das integrais nas igualdades (34) e (35)
são análogos àqueles realizados para as integrais na
igualdade (26). A distribuição das matrizes P (H) está
definida na igualdade (21) e dH é o mesmo elemento
de volume definido em (25). Efetuar essas contas signi-
fica, para nós, desenvolver as habilidades em técnicas
matemáticas. O resultado desses esforços é a expressão
anaĺıtica

ρ (E) =
1
2

√
2α

π
e−αE2

[
e−αE2

+
√

απE erf
(√

αE
)]

.

(36)
O valor de α já está estabelecido em (32). A representa-
ção gráfica da densidade de estado (36) será mostrada
mais adiante.

2.4. Distribuição de uma componente dos
auto-vetores

Seja um autovetor c associado ao autovalor E1, cu-
jas componentes (c1, c2) são obtidas por meio do sis-
tema (22). As duas equações desse sistema são line-
armente dependentes, portanto é necessário considerar
uma condição adicional de normalização

c2
1 + c2

2 = 1 . (37)

O resultado para uma das componentes está no argu-
mento da função delta na igualdade:

P (c1) =
∫

dHP (H)δ





c1 − 1√√√√
[

h22−h11
2h12

+

√(
h22−h11

2h12

)2

+ 1

]2

+ 1





. (38)

d

As técnicas matemáticas usadas para efetuar as inte-
grações em (38) são as mesmas que se tem usado até
aqui nesse trabalho. Após uma quantidade razoável de
manipulações matemáticas, chega-se à distribuição

P (c1) =
1
π

1√
1− c2

1

, (39)

na qual intervalo de variação da componente c1 é −1 <
c1 < 1.

A forma anaĺıtica para a componente c2 coincide
com a distribuição já estabelecida na igualdade (39)

P (c2) =
1
π

1√
1− c2

2

. (40)

A distribuição (39) está representada graficamente na
Fig. 2, onde é exibido o gráfico da distribuição para

componente c1. O ponto de mı́nimo dessa distribuição
é: cmı́n

1 = 1
π . A normalização (37) fixa o tamanho do

vetor c, mas a direção resulta arbitrária.

A distribuição angular pode ser obtida a partir da
igualdade

P (c1)dc1 = P (θ)dθ . (41)

Usando a distribuição (39) na igualdade (41), o resul-
tado é a distribuição angular

P (θ) =
1
π

. (42)

A distribuição angular é constante, indicando a
existência de uma simetria angular (Fig. 3).
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Figura 2 - Distribuição da componente de um auto-vetor.

Figura 3 - Simetria angular de um auto-vetor.

3. O ensemble ortogonal gaussiano e a
teoria da informação

Uma forma alternativa para se obter a distribuição das
matrizes do GOE foi proposta por Balian [11], em 1968,
usando a Teoria da Informação. Para isso, a entropia
da informação de Boltzmann-Gibbs-Shanon foi adap-
tada para as matrizes aleatórias. A normalização e a
existência do valor médio do traço do quadrado da ma-
triz são os v́ınculos necessários para essa construção.
Define-se uma função auxiliar F , que reúne a entro-
pia da informação e os dois v́ınculos em uma única ex-

pressão anaĺıtica dada por

F = −
∫

dHP ln P + λ1

[
1−

∫
dHP

]
+

λ2

[
µ−

∫
dHtrH2P

]
, (43)

na qual definimos µ =< trH2 > e omitimos o argu-
mento da distribuição P = P (H). Os parâmetros λ1 e
λ2 são os multiplicadores de Lagrange. A distribuição
P (H) é obtida por meio da condição δF = 0 que, nesse
caso, basta derivar (43) em relação a P . O resultado
é semelhante àquele da igualdade (17). Para fixar as
constantes envolvidas, usam-se as condições de norma-
lização e o espaçamento médio unitário, tal como foi
feito anteriormente. Salientamos que esse método não
acrescenta nenhum resultado daqueles que foram obti-
dos com o formalismo de Wigner. No entanto, com a
proposta de uma nova forma para a entropia [12, 13],
esse método passou a ter um destaque no tocante às
construções de novos ensembles [14] e seus conseqüen-
tes resultados.

4. Simulação e algoritmo

Nessa área de pesquisa é comum realizar uma si-
mulação numérica do ensemble, para verificar se as
predições teóricas foram estabelecidas corretamente12.
Para isso, geram-se os elementos aleatórios das matri-
zes, de acordo com a gaussiana exibida na Tabela 2.
A seguir, cada uma das matrizes geradas é diagona-
lizada, usando-se diretamente as igualdades estabeleci-
das em (24). Então, os histogramas dos elementos da
matriz, dos espaçamentos e dos autovalores são cons-
trúıdos e ajustados pelas suas respectivas distribuições
teóricas (31) e (36), levando-se em consideração o valor
do parâmetro α, fixado de acordo com a igualdade (32).

O algoritmo [15] é aquele que transforma os números
aleatórios gerados13, sujeitos a uma distribuição cons-
tante, em outros novos números que seguem uma
estat́ıstica do tipo gaussiana.

A distribuição constante de números aleatórios no
intervalo [0, 1], desenhada na Fig. 4, tem uma expressão
anaĺıtica simples dada por

ρ (ξ) = 1. (44)

Dado um par de números (ξ, η) sujeitos a essa distri-
buição constante, é posśıvel obter outro par de números
(x, y) aleatórios, independentes e sujeitos à distribuição
gaussiana conjunta, que explicitamente é escrita na
forma

P (x, y) =
α

π
exp

[−α
(
x2 + y2

)]
. (45)

12Para os ensembles de matrizes 2x2 essa simulação é somente para conferir as contas. No caso dos ensembles de matrizes NxN
existem estat́ısticas que são determinadas por simulações.

13O gerador usado nesse trabalho é aquele contido na linguagem de programação Pascal.
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Figura 4 - Distribuição constante de números no intervalo [0,1].

Realizando-se uma transformação das coordenadas
(x, y) para as coordenadas polares (r, θ), por meio das
duas igualdades contidas no sistema

{
x = rsenφ
y = r cos φ

, (46)

e usando-se a igualdade entre as seguintes probabilida-
des

P (x, y)dxdy = Q(r, φ)drdφ , (47)

obtem-se a distribuição conjunta normalizada

Q(r, φ) =
α

π
r exp(−αr2) . (48)

Integrando ambos os membros da igualdade (48) na
coordenada φ, e também reconhecendo a igualdade
q(r) =

∫
dφQ(r, φ), obtem-se a distribuição da coor-

denada radial

q (r) = αr exp
(−αr2

)
. (49)

Integrando a distribuição conjunta (48) em relação à
coordenada radial r, obtém-se a distribuição angular:

q (φ) =
1
π

. (50)

Para se obter as expressões anaĺıticas da transformação
entre as coordenadas (ξ, η) → (r, φ), usam-se as igual-
dades de probabilidades

{
q (r) dr = ρ (ξ) dξ
q (φ) dφ = ρ (η) dη

. (51)

Usando-se as expressões definidas em (44), (49) e (51),
e realizando-se as devidas integrações, obtêm-se as duas
igualdades contidas no sistema





r =
[
− ln(1−ξ)

α

] 1
2

φ = 2πη
. (52)

Resumindo, geram-se dois números aleatórios (ξ, η). A
seguir, por meio das igualdades do sistema (52), obtêm-
se as coordenadas (r, φ). Finalmente, determinam-se as
coordenadas (x, y) por meio das igualdades do sistema
(46). Estas últimas coordenadas são números aleatórias
gaussianos.

Usando-se o algoritmo descrito acima, geram-se as
matrizes e o processo de simulação é iniciado.

Apresentamos na Fig. 5 a simulação dos ńıveis de
energia do ensemble de matriz 2x2, com seu respectivo
ajuste, utilizando a expressão anaĺıtica teórica da den-
sidade de ńıveis (36).

Figura 5 - Densidade de ńıveis e seu histograma

5. Conclusão

Mostramos duas maneiras de construir um ensemble de
matrizes aleatórias. Uma delas é a maneira usada pelo
professor Wigner em meados dos anos cinqüenta. Outra
forma foi proposta pelo professor Balian, que introduziu
a entropia da informação para estabelecer a construção
das matrizes aleatórias. Para exemplificar, constrúımos
um ensemble de matrizes aleatórias 2x2, com todos os
detalhes pertinentes. Obtivemos a distribuição de um
elemento da matriz, a distribuição dos espaçamentos,
a distribuição de uma componente de um auto-vetor
e também a densidade de estados. Apresentamos o
algoritmo que gera os elementos da matriz, e a com-
paração da expressão anaĺıtica teórica da densidade de
estados com o histograma dos autovalores simulados.
Conclúımos a exatidão das distribuições previstas teori-
camente pelo ensemble e, ao mesmo tempo, a eficiência
do algoritmo utilizado na simulação.
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