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Neste trabalho, apresentamos um experimento simples para o estudo e analise dos possiveis danos que uma
maquina rotativa, desbalanceada, pode causar em um sistema quando esta encontra-se com freqiiéncia de rotagao
préxima ou igual a freqiiéncia de ressonancia do sistema. FEmbora o modelo apresentado seja simples, podera
servir de base para compreender a importancia do estudo em vibragao neste ramo da engenharia.
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In this work, we reported an experiment useful to the study and analysis of the damages caused by an un-
balanced machine in a given system when the machine presents a vibration frequency near the characteristic
resonance frequency of the system. Besides the simplicity of the model it will be useful in order to ilustrate the

importance of the study of vibrations in enginnering.
Keywords: vibration, resonance.

1. Introducao

O estudo de vibragao diz respeito aos movimentos os-
cilatérios de corpos e as forcas que lhes sao associa-
das. Todos os corpos dotados de massa e elasticidade
sao capazes de vibrar. Deste modo, a maior parte das
maquinas e estruturas estao sujeitas a certos graus de
vibracao, tornado o estudo nesta drea de fundamental
importancia.

Neste trabalho, desenvolvemos um experimento que
pode ser construido facilmente e que mostrou excelentes
resultados para a observacao dos efeitos causados por
desbalanceamento de maquinas rotativas. Para isto,
utilizamos um motor de corrente continua, como os
de carrinho de controle remoto, com um disco rigido
de pléastico preso ao eixo, um pequeno parafuso co-
locado numa posicao excéntrica do disco para pro-
vocar o desbalanceamento, um eldstico e um suporte
para o conjunto. A seguir serd dada uma breve in-
troducao matemadtica acerca de sistemas como o movi-
mento harménico forgado (MHF), ressonancia e modos
normais de vibracao de uma corda presa em suas ex-
tremidades e finalmente, serao apresentados os procedi-
mentos experimentais para a construgao e apresentacao
dos resultados e discussoes.
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2. Movimento harmonico forgado e res-
sonancia - Conceitos basicos

Qualquer sistema que possui massa e elasticidade é
capaz de vibrar. O sistema mais simples que pode-
mos tratar no estudo das oscilagoes é o sistema massa
mola [1]. No entanto, para entender sistemas mais
realisticos, como no caso de um motor desbalanceado
acoplado a uma estrutura, é necessario a inclusao de
outros parametros ao sistema massa mola, tais como:
forga de excitagao, responsavel por manter o sistema
em “constante” movimento oscilatério, ja que sem a
mesma as vibragoes cessariam (uma vez que todos sis-
temas reais estao submetidos a um outro parametro co-
nhecido como forga dissipativa). Deste modo, enquanto
a forca de excitacao “alimentar” o sistema, a forca dis-
sipativa drena parte de sua energia, contribuindo para o
freamento das oscilagoes. Logo, a forga dissipativa deve
ser de extrema importancia na construcao de projetos
mecanicos, como veremos mais adiante.

O desbalanceamento em méquinas rotativas é uma
fonte comum de excitagdo vibratéria (forga de ex-
citagao), e para entender melhor sua influéncia em um



sistema (por exemplo, uma estrutura) vamos consi-
derar, para simplificar os cédlculos, um sistema de um
grau de liberdade, constituido de um motor rotativo
acoplado a molas e com uma forga dissipativa propor-
cional a velocidade de deslocamento, como mostra a
Fig. 1.

M

SIS
NY

=

A \

Figura 1 - Modelo fisico para tratar desbalanceamento de moto-
res, acoplados a uma estrutura.

O desbalanceamento é provocado por uma massa
m, colocada em uma posicao excentricidade e do disco
(distancia da massa m ao eixo do moto), que estd gi-
rando com a velocidade angular w. De acordo com a
Fig. 1, sendo = o deslocamento da posi¢ao de equilibrio
estatico do motor; entao, o deslocamento (z.) da massa
m, responsavel pelo desbalanceamento é dada por:

ze = x + esin(wt). (1)

De acordo com a segunda lei de Newton, a forga de
excitacao (F.) provocada pelo desbalanceamento é

F, = ma = —mew?sin(wt), (2)
com
d? 2 .
a= @(xg) = —ew” sin(wt). (3)

A equacao diferencial que governa o sistema é dada por

2

M% + cccli—a; + Kz = (mew?) sin(wt), (4)
onde M é a massa do motor, ¢ é a constante de amor-
tecimento do material (estrutura) e K é a constante de
mola. Note que o sinal negativo, da forca de excitagao,
foi suprimido sem perda de generalidade uma vez que
a func@o seno troca de sinal em intervalos periédicos.
Uma equagao como esta é conhecida como equagao di-
ferencial linear de segunda ordem nao homogénea, cuja
solucao é dada pela superposicao da solucao da parte
homogénea (equacao sem a forga excitadora), mais a
solucdo da parte nao homogénea (equagao com a forga
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de excitacao) [3]. No nosso caso, interessa a parte da
solucao dada pela parte nao homogénea, uma vez que a
solucao da parte homogénea é transiente. Uma solucao
para a equagao nao homogénea é dada por [3]:

x = X sin(wt + ¢), (5)

com a amplitude (X) e a fase (¢), dadas respectiva-
mente por

mew2

oo v ey e oy ©)

L = vorcE @

As equagoes acima podem ainda ser expressas em
termos das quantidades

K
n — -, 8
=X 0
Ce = 2mwy,, (9)
c
- 10
< (10)

onde, w,, ¢ a freqliéncia natural de vibracao do sistema,
¢. é conhecido como amortecimento critico e { é a fracao
ou fator de amortecimento [3].

As expressoes adimensionais para amplitude e fase
tornam-se

XM ()? o
me U= () + (202
e
o=t (12)

Essas equagoes indicam que a amplitude adimen-
sional A e a fase ¢ sdo fungoes somente da razao de
frequéncias i e do fator de amortecimento (. Para
melhor compreensao do efeito causado pelo fator de
amortecimento ¢, na Eq. (11), representamos-a gra-
ficamente , como indica a Fig. 2, para trés valores dife-
rentes de amortecimento (. Essas curvas mostram que
o fator de amortecimento tem grande influéncia na am-
plitude, na zona de freqiiéncias préximas a freqiiéncia
de ressonancia. Sendo assim, a ressonancia é defi-
nida como a freqiiéncia na qual o sistema vibra com
a freqiiéncia natural do sistema, ou seja, w = w,. Logo,
de acordo com a Fig. 2, notamos que quando o sistema
estd em ressonancia (w% = 1), independentemente do
fator de amortecimento ser ”grande”ou ”pequeno”, a
amplitude da vibracao do sistema é sempre a maxima
possivel. Dai a grande importancia em se escolher um
fator de amortecimento grande, ja que este limita a am-

plitude de oscilagao méaxima, quando o sistema estd
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em ressonancia. B impontante observar também que
na falta do amortecimento, o que é sempre impossivel,
a amplitude seria infinita estando o sistema em res-
sonancia.
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Figura 2 - Amplitude adimensional vs. a razdo entre a freqiiéncia
de excitagdo do motor e a freqiiéncia natural de oscilagdo da
estrutura, para trés fatores de amortecimentos diferentes.

3. Modos normais de vibragcao de uma
corda ou elastico, presos em suas ex-
tremidades

Para isto, vamos considerar uma corda de comprimento
finito [, presa nas duas extremidades. Para calcular os
modos normais de vibragao desta corda podemos pro-
ceder, de acordo com Lagrange (1759), considerando-a
como um conjundo de N osciladores harmonicos acopla-
dos, uma vez que os modos normais de vibracao de uma
corda podem ser considerados como uma generalizacio
de um conjunto de N osciladores acoplados. Consi-
derando que a densidade linear da corda é p , entao,
dividindo-se a corda em N partes iguais obtemos um
conjunto finito de N osciladores acoplados onde cada
um possui uma massa igual & pl/N. No limite em que
N — oo recuperamos o casos da corda homogénea.

Os modos normais de vibragao de um sistema de os-
ciladores acoplados é caracterizado pelo fato de que to-
dos os osciladores vibram com as mesmas freqiiéncia de
oscilacdo w e mesma constante de fase ¢. A equagao di-
ferencial que descreve uma onda unidimensional é dada
por

1 0%y B 0%y 13

2o 2 13)
onde v é a velocidade de propagagao da onda e neste
caso ¢ dada por

v =

=14

onde, T é a tensao no qual o eldstico esta submetido e
1 sua densidade linear.

Podemos admitir que uma possivel solucao para a
corda vibrante presa as extremidades é [1]

y(x,t) = A(z) cos(wt + @), (14)

onde, A(x) fornece a amplitude de cada ponto da corda.
Substituindo a Eq. (14) na Eq. (13), obtemos

1 0% w?
o = Lz Al cos(wt +¢) =
0%y d*A
02 = @z st 9), "
ou seja,
d’A

onde k = # ¢é conhecido como o nimero de onda.
Uma solugdo para esta equacao diferencial é dada
por,

A(x) = acos(kx) + bsin(kx), (17)

entretanto, uma vez que as extremidades da corda estao
presas, podemos usar a seguinte condicao de contorno

y(0,t) = y(l,t) = 0. (18)

Logo temos,

A(0) = A(l) = 0. (19)

Assim, substituindo estas condigoes de contorno na
Eq. (17), obtemos,

A(0) =a =0, (20)

A(l) = bsin(kl) = 0. (21)

Desta forma, como b deve ser diferente de zero, caso
contrario terfamos solugao nula, a seguinte condicao
deve ser satisfeita,

sin(kl) =0 = kl = nm, (22)
ou seja,

nm

Desta forma, observamos que apenas valores dis-
cretos de w, satisfazem a Eq. (14), uma vez que

nm

w=w, =kyv= T (24)

Os valores correspondentes de w,,, sao as freqtiéncia

normais de vibracdo da corda. Ao modo mais baixo

de vibracao ou freqiiéncia mais baixa da-se o nome de



modo fundamental do sistema, e todos os outros mo-
dos sdo multiplos do modo fundamental. E importan-
te lembrar que um sistema de um grau de liberdade
(como o sistema massa mola), sé possui um modo nor-
mal; para dois graus, teremos dois e assim suscessiva-
mente. Logo, para um sistema de N graus de liberdade
(N-osciladores acoplados) teremos N modos normais.
Portanto, para o caso limite em que N — oo (como
no caso da corda), teremos infinitos modos normais de
vibragao.

4. Montagem do experimento e obten-
cao de dados

Inicialmente, adquirimos um motor de corrente conti-
nua de voltagem méxima aproximadamente igual a 3 V.
Através de um disco pldstico fixo em seu eixo, provoca-
mos o desbalanceamento do motor colocando uma certa
massa m, presa numa posi¢ao excéntrica do disco, dis-
tando e do eixo do motor, como indicado na Fig. 3.
Com o motor desbalanceado, construimos um suporte
simples de madeira, para acoplar o motor e o eldstico
(ver Fig. 4).
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Figura 3 - Aspecto esquemético do conjunto motor, eldstico e
suporte utilizados no experimento.

A configuragdo mostrada pela Fig. 4 foi adotada
uma vez que neste caso, temos um maximo de trans-
missao de vibragao possivel ao eldstico, visto que o mo-
tor estd em uma condicdo denominada livre-livre! para
vibrar. Além disso, este modelo nos permite fazer algu-
mas analogias com alguns sistemas acoplados (motor,
estruturas): turbina e asas de avides, base de concreto
e motor de compressor, entre outros. Embora estes sis-
temas sejam muito mais complexos do que o nosso, a
situacao fisica é a mesma.

Com o sistema montado, o motor foi ligado a uma
fonte de corrente continua digital, com a qual contro-
lamos a velocidade de rotagao w do motor. Para a
observacao do efeito, variamos a tensao da fonte com
um passo de aproximadamente 0,1 V no intervalo de
tensao entre 0 e 2,30 V, e analisamos o comportamento

1Termo utilizado na &rea de vibragéo, em engenharia mecanica.
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do eléstico devido ao efeito de vibracao do motor para
cada freqiiéncia de rotagao (lembrando que a variagao
da tensao é diretamente proporcional a velocidade de
rotacdo w do motor, e portanto, diferentes voltagens
induziram diferentes w). Na préxima se¢do serdo mos-
trados os resultados do experimento.

Figura 4 - Sistema com o motor em freqiiéncia de rotagao dife-
rente das freqiiéncias de vibragao natural do eldstico.

5. Resultados e discussoes

Com a tensao abaixo de 0,50 V, embora o motor es-
tivesse em constante vibragao (transmitida pela corda
mas sem grandes efeitos) a amplitude de vibragao da
corda era praticamente imperceptivel. No entanto,
quando a voltagem chegou em 0,55 V a amplitude de
vibracgao da corda foi méxima (Fig. 5a). Passando-se
desta voltagem para 0,60 V, novamente a amplitude de
vibracao voltava a ser minima até 1,00 V e para 1,10 V
outro maximo na amplitude foi observado, embora com
uma pequena diferenca: desta vez o elastico apresentou
um ponto aproximadamente no centro onde a amplitude
é zero, conhecido como né (ver Fig. 5b). Continuamos
a variar a tensao na fonte até 2,30 V e observamos mais
duas tensoes para as quais a amplitude foi méxima,
1,65 V e 2,20 V, respectivamente. Novamente, além
das amplidudes maximas, uma diferenga com respeito
a forma do eldstico foi observada, ou seja, o elastico
apresentou para estas duas ultimas tensoes aplicadas
dois e trés pontos eqiiidistantes no eldstico no qual a
amplitude de vibragao foi nula como pode ser visto nas
Figs. 5c e 5d.
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Figura 5 - (a) amplitude maxima de vibracao do eldstico, para a primeira freqiiéncia de ressonancia encontrada (freqiiéncia fundamental);
(b) amplitude maxima de vibragao para a segunda freqgiiéncia de ressonéncia, observa-se neste caso a presenga de um né (ponto de
amplitude zero) aproximadamente no meio do eldstico; (c) amplitude maxima de vibragdo para a terceira freqiiéncia de ressonancia,
observagdo de dois nés eqiiidistantes; (d) amplitude méxima de vibracdo para a quarta freqiiéncia de ressonancia, observagiao de trés

nés.

Desta forma, lembrando que a tensao aplicada esta
diretamente ligada a velocidade de rotagao w do mo-
tor, podemos observar que existem freqiiéncias w muito
bem definidas da rotacdo do motor para o qual o
elastico vibra com amplitude méaxima e mais ainda,
estas freqiiéncias sdo multiplas da fundamental (pri-
meira freqiiéncia de vibragao natural do eldstico) pois as
voltagens também sao multiplas do valor inicial, con-
cordando com o modelo tedrico da secao 4. Esta si-

tuagao, pode ser explicada da seguinte forma: o motor
desbalanceado é uma fonte de excitagao para o sistema
(elastico) vibrar, fazendo com que o eldstico seja exci-
tado transversalmente com freqiiéncia dada pela velo-
cidade de rotagao w, embora o motor também possua
vibragao vertical, que nao foi levada em consideracao
neste caso. Quando a freqiiéncia de excitagao (rotagao
do motor w) fica préxima das freqiiéncias naturais w,, de
vibragao do eldstico, esta tem sua amplitude maxima.
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E importante, ressaltar que embora o eldstico s6 apre-
sente amplitudes maximas quando a excitacao de vi-
bracao do motor estd proxima de uma das freqiiéncias
naturais de vibragao do eldstico (wy,) ele continua vi-
brando mesmo para outras freqiiéncias dadas pelo mo-
tor. Assim, podemos concluir que quando o sistema
estd em ressonancia (w = wy, ), ou seja, quando a veloci-
dade de rotacao w do motor é igual a alguma freqiiéncia
natural w,, da estrutura, havera uma amplitude de vi-
bragao maxima e dependendo do coeficiente de amorte-
cimento de acoplamento do sistema, este pode vir a ter
sérios danos, por exemplo a estrutura poderd romper.

Para fazermos uma analogia com outros sistemas,
imagine os seguintes sistemas: 1) um motor desbalan-
ceado acoplado a uma torre ou outra estrutura qual-
quer, se uma das freqiiéncias naturais da estrutura coin-
cidisse com a freqiiéncia de rotagao do motor, teriamos
uma amplitude méxima de vibragao do sistema e depen-
dendo do fator de acoplamento, poderiamos ter uma
ruptura do sistema; 2) também podemos imaginar os
efeitos que uma turbina desbalanceada poderia causar
na estrutura de uma aeronave, se por acaso a velocidade
de rotacao w desta turbina, em regime de velocidade de
cruzeiro, coincidisse com uma das freqiiéncias naturais
de vibragao da estrutura, por exemplo com uma das
freqiiéncia naturais de vibracao da asa. Nesta tultima
comparacao poderiamos ter sérios danos, podendo pro-
vocar até mesmo a queda da aeronave. Alids, uma das
grandes preocupacoes da industria aeronautica esta li-
gada a problemas deste tipo.

Souza et al.

Portanto, é de extrema importancia que, em pro-
jetos mecanicos, especialmente aqueles relacionados a
acoplamento mecanico estrutural (motor, estrutrura)
conhecamos todas as freqiiéncias naturais do sistema,
permitindo desta forma evitar possiveis acidentes estru-
turais como o do exemplo da aeronave.

6. Conclusao

Neste trabalho, através de um sistema simples ba-
seado em um motor desbalanceado, contruimos um
protoétipo que permite observar possiveis dados estrutu-
rais ocasionados pelo fendbmeno de ressonancia, permi-
tindo também que facamos comparacoes com sistemas
estruturais mais complexos, como os citados na secao
anterior. Além disso, o experimento apresentado, por
ser simples e pratico, pode servir de instrumento de
analise em salas de aula, ajudando desta forma a melhor
compreensao dos fendmenos relacionados & vibragao de
sistemas.
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