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(Limits method in the solution of capacitors with not parallel plates)

A.C. Bertuola! e M.V. Figueredo?

1Deparl‘amenlo de Fisica Matemdtica, Instituto de Fisica, Universidade de Sdo Paulo
2Departamento de Astronomia, Instituto de Astronomia e Geofisica, Universidade de Sdo Paulo
Recebido em 09/12/03; Revisado em 26/02/04; Aceito em 08/04/04

O presente trabalho apresenta um novo método para a solugcdo de um problema de eletrostatica proposto em livros textos
de eletrodindmica cldssica. Consiste na aplicacdo do Método dos limites para se calcular a capacitincia do capacitor de placas

ndo paralelas.
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This work presents a new method to solve an electrostatics problem considered in classical electrodynamics textbooks.
This method consists in the application of the Limit Method to calculate the capacitance of the capacitor with not parallel

plates.
Keywords: electrostatics, capacitors.

1. Introducao

A capacitancia C', de um capacitor ideal de placas paralelas de
drea S, separadas por uma distincia d, onde ndo sdo considera-
dos os efeitos de borda, é bem conhecida e, no sistema gaussiano
de unidades, ¢ matematicamente dada por:

C=— €y

Um problema proposto em varios livros textos [1, 2], € o cal-
culo da capacitincia de um capacitor de placas néo paralelas, con-
siderando que a separagio sobre uma borda seja d 4+ § e sobre a
borda oposta seja d — §, sendo § pequeno, de tal modo que satisfaz
a desigualdade 6 << d.

A solugdo proposta neste trabalho consiste em dividir o capaci-
tor em uma associacdo paralela de infinitos capacitores, onde é
aplicado o método dos limites para encontrar o resultado. Antes,
seréd apresentada a solugdo padrao, que utiliza o método da integral.

2. Solucao padrao pelo método da In-
tegral

A solucdo apresentada por este método, conforme referéncia [3],
consiste no cdlculo da densidade de carga, através da lei de Gauss.
Considera-se uma superficie de Gauss, numa das placas do capaci-
tor, conforme a Figura 1.
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Figura 1 - Superficie cilindrica de Gauss numa placa do capacitor.
A Placa possui a densidade superficial de cargas ps.

Aplicando a lei de Gauss tem-se:

]{E -da=A4m / psda. 2)

E o campo elétrico E pode ser escrito como:

E = 47pse,. 3

Na Figura 2. estd representada a situagdo proposta pelo pro-
blema com um sistema de coordenadas.
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Devido aos efeitos de indugido, a densidade superficial de car-
gas, ps, varia na direcdo y, e é representada por:

ps = ps(y)- “

E o campo E pode ser representado por:

E;(y) = 4mps(y)- ()

d+38

Figura 2 - Sistema de coordenadas usado para o célculo.

A diferenca de potencial, A®, entre as placas é constante, e é
dada por:

20
8 =~ [ B = (ampst) (a+ F0) - ©
Isolando-se ps(y) a partir de (6), obtém-se:
—Ad

T and (1+ Zy)

ps(y) )

E usando a expansdo:

26 \7' 20y (20y)\>
<1+wy) _[1—ﬁ+(ﬁ) -l ®

em (7), chega-se a:

_ —A® 20y [ 26y\°
Ps(v) = g [1 a0t <ﬁ) SR R
A partir de (4) e (9) pode-se calcular a carga total na placa do
capacitor:

— 2 2
_ $[1_0+(%) L

2
_ —SAe <1 n 5_> . (10)
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E a capacitancia é dada por:

s 52
e (1+ @) (11)

3. Meétodo dos limites

Este método consiste em aproximar a placa inclinada por uma es-
cada composta de n capacitores de drea S/n. Quando n tender a
infinito (n — ©0), a escada tende a uma reta inclinada, de acordo
com a Figura 2.

Primeiramente, aproxima-se o capacitor da Figura 2 pela
associacdo paralela de dois capacitores ideais de placas paralelas,
conforme a Figura 3-a.

Neste caso, C'2 € dado por:

_ 52 5/2  _
=t T @9 12
S/2 S/2
drd(1+3)  Amd(1— %)

Usando-se as expansoes:

s\t 5§ 82
<1+3> :<1f3+ﬁf...) (13)

€
s\ 7! 5§ 5
(173) ’(1+8+E+"')’ (14)
tem-se:
S/2 5 52 5 52
Cy = m(l*a+ﬁ+...+l+g+ﬁ+...

S 52
- 2 <1 . E) . (15)

Seguindo, divide-se o circuito da Figura 3-a em 4 capacitores
ligados em pararelo, conforme a Figura 3-b. Neste caso, a ca-
pacitancia Cy € dada por:

__ sS4 s
T amd(1+3) T dmd(1+ )
5/4 S/4
dmd(1—2)  Ard(1 — ) (16)
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J
(a) (b)
d+d S/4 d+d s/
S S/2 d+8/2
S/4 S/4
S/4 d-972 S/4
S22 S22
S/4 S/4
d- 38 4.5

Figura 3 - Sucessivas associagdes de capacitores em paralelo. Em (a), n = 2; em (b), n = 4.

[
Usando-se novamente as expansdes, do tipo (14) e (13), tem-
se:
]
an
S/4 5 & 0 52 5§ 8 é 52
= —(1-=-4+s+1-—=4+-—=+14+=-4+=+1+—=+—
Ca 47rd< itet Tttty Tt
2
5/4 262 26 5/4 1 /6% &2 s 162 1 s &
=2 (e s ) =2 1+ (=)= |1+==(1+= )| =21 :
4drwd ( + d? + 4d2) 4dmwd + 2 \ d? + 4d? 4drwd + 2 d? + 4 4md + %
[
Seguindo a mesma idéia, para 8 capacitores, a capacitancia Cy
serd:
]
S/8 < 1 1 1 1 1 1 1 1 >
Cs = —— + + + + + + + : (18)
dmd \1-2 -2 1-L% 1-L% 1+% 1+ 1+ 142
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Usando-se novamente as expans()es, tem-se:
5/8 262 5\° 36\° 5\°
22 = 4o = 2 (=2 2( =
S+t <2d> T2 1) T \aa

Cs 4md

A PR AR AR E AR EA
" 4md 2242 |\ 4 4 4 4
2
s &
= = 1+d73] (19)
dmd SEFS

Comparando-se C'2, C4 e Cg, dados respectivamente por (15),
(17) e (19), identifica-se a seguinte férmula de recorréncia para n

capacitores:
2
S =
o = |14 &2 : (20)
4drd (2)°
124224324 +(2)°
onde n = 2,4,8,16,...
Usando-se a relagdo:
2 D122+ 1
12+22+32+__.(%) :M (21)
aplicada a (20), tem-se:
2
S =
C, = —=— |1 S
T dmd | ()
3 Z+DHEED
= 6
2
S =
= = |14 —a 22
4md + 6(2)° (22)
L S (5+D(n+1)

A “escada” de capacitores tende a uma reta quando o nimero
de capacitores tende ao infinito. Neste caso, a capacitancia equiva-
lente é dada pelo limite de (22) para n — co.
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S

li = ——
im C Tnd

n— oo

52
{1 + @] : (23)

4. Conclusao

O Método apresentado tem uma abordagem diferente, onde o con-
ceito de limite é aplicado. Um aspecto interessante, e necessario
para a solu¢do do problema, é mostrar que a idéia fisica da es-
cada de n capacitores em paralelo pode ter uma representacio
matemadtica, dada por (22). A identificacdo desta ¢ a parte prin-
cipal para a resolug@o do problema. No método padrdo um aspecto
interessante € a representacdo da densidade superficial de carga (9),
necessdria para o célculo da carga total.

Apesar das dificuldades, tais como a identificagdo de uma
férmula de recorréncia, o método apresentado ilustra a aplicagdo
do conceito de limite em problemas fisicos e sua consisténcia com
resultados obtidos com outras abordagens.
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