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Um objeto deslizando por uma rampa inclinada
leva um certo tempo para atingir o ponto mais
baixo. Qual deve ser a forma da rampa para
que esse tempo seja minimo? Desde os tempos
de Isaac Newton sabe-se que a curva de tempo
minimo, a “braquistécrona”, ¢ uma cicléide
invertida. Nesse trabalho, descreve-se um
experimento interativo simples que ilustra esse
fato comparando os tempos de descida por trés
rampas, uma reta, outra na forma de uma
cicléide e uma terceira seguindo uma hipérbole.
O experimento pode ser feito sem dificuldade
até em sala de aula. O tratamento tedrico do
problema ¢ discutido e o contexto histérico é
mencionado.
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Introducdo

m Julho de 1696, na revista

Acta Eruditorium, fundada e

mantida por Gottfried Wilhelm
Leibniz, o matematico sui¢o Jean
Bernouilli apresentou um problema
que logo despertou o interesse de seus
colegas. Tratava-se de achar qual de-
veria ser a forma de uma rampa para
que uma particula, deslizando por ela
a partir do repouso e sob a a¢do da
gravidade, gaste o menor tempo pos-
sivel para atingir outro ponto mais
baixo da trajetoria.

Leibniz espalhou o problema en-
viando-o por carta aos maiores mate-
maticos da época. A solugao foi rapi-
damente encontrada por vérios deles,
inclusive o préprio Leibniz, além de
Isaac Newton e os irmdos Jacques e
Jean Bernouilli. Todos indicaram que
acurva mais rapida, ou braquistécrona
(brakhisto = mais ligeiro, chronos =
tempo), deveria ser uma cicléide.

A cicléide € uma curva muito in-
teressante e j4 foi até chamada de Hele-
na da Geometria, em alusdo a famo-
sa beldade que levou Trdia a seu tra-
gico destino.

No século 16, varios matemati-
cos, dentre eles Galileu, estudaram a
cicléide, que € a curva tragada por um
ponto qualquer da borda de uma roda
que rola sem deslizar por um plano
horizontal (Fig. 1).

Sendo R o raio da roda, a cicléide

Figura 1. Tragado de uma cicléide.
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¢ descrita pelas equag¢des paramétri-
cas:

X =R [t - sen ()]
y =R [1-cos(t)], (1)

ou, eliminando o parametro t,

RR_Y—\/2Ry—y2. (2)

Portanto, a forma da rampa cor-
respondente a uma braquistocrona
deve ser um trecho da cicléide inver-
tida tendo o ponto mais alto A com
tangente vertical, como mostra a
Fig. 2. Para qualquer outra forma de
rampa entre 0s mesmos pontos inicial
e final, o tempo gasto deve ser maior
do que o tempo gasto através da ci-
cloide.

Christiaan Huygens, patrono dos
relojoeiros e contemporaneo dos
matematicos ja citados, mostrou que
a cicléide também € uma tautécrona
(“curva de mesmo tempo”). Isto §,
particulas soltas do repouso a partir
de pontos de alturas diversas (A, A,,
etc) chegam ao mesmo tempo no
ponto mais baixo, B, embora com
velocidades diferentes. Portanto, a
cicléide ainda merece outra denomi-
nagdo, pois ¢ uma isécrona, ja que
particulas soltas de qualquer ponto
oscilam em torno do ponto mais baixo
com o0 mesmo periodo. Um problema

X =R arccos

LA L

B

Figura 2. A cicléide invertida € uma tauto-
crona.
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interessante consiste em mostrar que
esse periodo comum ¢ dado por:

T=2n\/zr
g

onde L ¢ a “flecha” da cicléide (Fig. 2).

A demonstragdo formal de que a
cicloide € a curva de tempo minimo ¢é
um problema cldssico do cdlculo das
variagdes e pode ser encontrado nos
livros-texto de mecanica tedrica [1].
Historicamente, o calculo das varia-
¢oes foi inventado por Euler e Lagran-
ge exatamente para resolver o proble-
ma da tautécrona. Um problema
tipico de calculo das variagOes carac-
teriza-se pelo fato de buscar uma fun-
¢do (no nosso caso, a forma da ram-
pa) que maximiza ou minimiza uma
varidvel (nesse exemplo, o tempo de
trajetéria), levando em conta alguns
vinculos (aqui, deslizamento sob a
acdo da gravidade).

Para comegar, observamos que a
velocidade da particula em um ponto
qualquer da rampa ¢ dada por:

ds
Ve V28y. (3)

E, como (ds)* =
obtemos:

(dx)* + (dy)?,

Queremos que esse tempo t seja
minimo. Observe que a varidvel, no
caso, ¢ toda a curva y(x). Resolvendo
esse problema com o auxilio do mé-
todo de Euler e Lagrange, a solugdo &,
como ja foi dito, uma cicldide.

E claro que as solug¢des fornecidas
pelos pioneiros citados acima nao
usavam o célculo das variagdes, que
ainda ndo fora inventado. A solugao
de Jean Bernouilli, 0 mesmo que lan-
¢ou o problema, tornou-se um clas-
sico da literatura matemaética por sua
engenhosidade e por usar um resul-
tado obtido anteriormente por Fermat
no estudo da refragdo da luz.

O problema considerado por Fer-
mat consistia em saber qual o cami-
nho escolhido por um raio de luz en-
tre dois pontos situados em meios de
indice de refragdo diferentes. Como
ndo podia deixar de ser, Fermat veri-
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ficou que esse caminho era dado pela
conhecida Lei de Snell da refragdo:

n,sen©, = n, sen 0,. (5)

Em sua analogia com o problema
da refracdo, Bernouilli considerou uma
sucessdo de camadas com indices de
refracdo decrescentes, n, > n, > n,,...,
como visto na Fig. 3. Uma situagdo
andloga € encontrada na explicagdo
usual do fendmeno das miragens.
Usando a Lei de Snell e lembrando que
n = ¢/v, onde ¢ e v sdo a velocidade da
luz no vacuo e no meio transparente,
respectivamente, obtemos:

Vi V2

= L S const. ()
sen®, seno, sen©

Isso deve ser valido mesmo quan-
do a espessura das camadas tende a
zero, com variacdo continua do indice
de refra¢do. Portanto, para um pe-
queno trecho qualquer da trajetoria,
devemos ter:

senf-9dx o v _p_vdl

dL sen O dx
Logo:
v2 (dL)? = A? (dx)>. (7)

Usando (dL)* = (dx)* + (dy)3,
obtemos:

d 2 A2— 2
B e

No nosso caso, temos uma parti-
cula que desliza sob a agdo da gravi-
dade. Portanto, a velocidade v em uma
posicdo qualquer y é dada por:

v=,28y- 9)

Usando esse valor de v na expres-
sdo (8), obtemos:

AZ

)
(dljzz 2 (10)
dx y

Como o lado esquerdo dessa
equacdo deve ser positivo, devemos
ter:

A'l
Ymax= E (11)
Esse valor corresponde ao ponto

mais baixo da rampa e, no caso das

miragens, ¢ o ponto onde a trajetdria
da luz passa de descendente a ascen-
dente.

Por fim, Bernouilli mostrou que

a solugdo da Eq. (10) é exatamente

uma cicléide. O leitor poderd, com

menor trabalho, fazer o caminho
inverso e verificar que a fun¢do que

descreve a cicldide (Eq. 1) satisfaz a

equacdo diferencial (10).
Experiéncia

A demonstragdo experimental de
que a cicldide € realmente uma
braquistécrona tem os ingredientes
requeridos de um bom experimento
didatico: é surpreendente, simples de
montar e rapida de executar. Para uso
permanente no Saldo de Exposi¢des da
Seara da Ciéncia da UFC, montamos
0 equipamento visto na Fig. 4.

Consta de trés rampas por onde
podem rolar pequenas esferas de ago
com cerca de 1 centimetro de didme-
tro. Uma das rampas é reta, outra tem
a forma de uma cicléide invertida e a
terceira ¢ uma hipérbole. Um texto co-
locado ao lado do equipamento
convida o visitante a adivinhar, antes
de fazer a experiéncia, qual das trés
esferas cai mais ligeiro. Ele pode ver
que a reta € o caminho mais curto e a
hipérbole ¢ a curva mais ingreme. Vé
também que a rampa em forma de
cicloide tem uma pequena parte que
fica abaixo do nivel do ponto final.
As esferas sao colocadas nos pontos
mais altos de cada rampa, seguras por

Figura 3. Trajetéria de um raio de luz em um meio de indice de refracdo varidvel.
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Figura 4. Rampas para demonstra¢do da braquistécrona.

um mecanismo simples de mola e
liberadas simultaneamente por uma
alavanca. A esfera que desce pela ci-
cléide chega primeiro ao fim da rampa
e atinge uma cantoneira de aluminio
em forma de L que gira ao ser atin-
gida, separando a esfera mais rapida
das outras duas.

O visitante também ¢é convidado
a soltar duas esferas de alturas dife-
rentes na rampa em forma de cicléide
e comprovar que ambas chegam ao
mesmo tempo no ponto mais baixo
da rampa, demonstrando que a ci-
cléide ¢ uma tautédcrona.

O equipamento colocado no Saldao
de Exposiges ¢ elaborado demais para
uso em sala de aula como demons-
tragdo. Para atender a essa finalidade,
fizemos uma montagem mais sim-
ples, barata e portatil, vista na Fig. 5.
Em uma prancha de madeira sdo
fixados trés trilhos de aluminio, do
tipo usado em molduras. Cada um ¢

|

Figura 5. Prancha portétil para demonstra¢do em sala de

aula.
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dobrado na forma de uma das trés
curvas, reta, hipérbole e cicléide. As
pequenas esferas sdo mantidas por
um dispositivo de mola nos pontos
mais altos das curvas e liberadas ao
mesmo tempo. Com o plano da
prancha na vertical, o tempo de queda
¢ muito curto e fica dificil observar
qual das esferas chega primeiro. Pode-
se, entdo, repetir a experiéncia com a
prancha inclinada, diluindo a acelera-
¢do e facilitando a observagdo. Essa
variacdo possibilita que o professor
chame a ateng¢do para o fato de que o
resultado independe do valor da ace-
leragdo da gravidade. O experimento,
se feito na Lua, teria o mesmo des-
fecho.

Usando a expressdo (4), podemos
calcular o tempo de descida da esfera
em qualquer curva. No nosso equi-
pamento, mostrado na Fig. 4, a altura
das rampas € de 32 cm e o compri-
mento na horizontal ¢ de 87 cm. Os

tempos tedricos de que-
da para as trés curvas

grando numericamente
a expressdo (4) para as
fung¢des respectivas. Os
tempos experimentais
foram medidos com o
uso de sensores no ini-
cio e no fim de cada cur-
va, ligados a um cro-
ndémetro eletrénico.
Esses valores estdo lis-
tados na Tabela 1. Essa
comparacdo numérica
entre a teoria e a expe-
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Tabela 1. Tempos (em segundos) de descida
de uma esfera em diversas curvas.

Forma Teérico  Experimental
da rampa

Reta 0,690 0,82
Hipérbole 0,650 0,74
Cicloide 0,544 0,64

trativa, pois o calculo pressupde o
deslizamento de uma particula pun-
tiforme na auséncia de atrito. Na nos-
sa experiéncia, usamos esferas rolan-
tes e o atrito ¢ inevitavel. A diferenga
entre a previsdo tedrica e a medida
experimental, em torno de 15%, é per-
feitamente justificavel.

Conclusdo

Embora trate de um problema
antigo e bem conhecido [2, 3], a de-
monstragdo experimental da braquis-
técrona ainda surpreende as pessoas
que a véem pela primeira vez. O pro-
fessor pode, com facilidade, fazer essa
demonstrac¢do em sala de aula e cha-
mar a atengdo de seus estudantes para
as vdrias e curiosas propriedades da
cicléide. Uma discussdo detalhada da
solu¢do de Jean Bernouilli remete a
uma interessante comparacdo com
um problema cléssico da 6ptica geo-
métrica e seu tratamento dado por
Fermat.

Para alunos com gosto pela Mate-
matica, o problema serve muito bem
para apresentar o célculo das varia-
¢oes e o método de Euler-Lagrange.
Por fim, deve ser salientada a impor-
tancia histérica do problema e a for-
ma como foi solucionado pelos
grandes matematicos do século 17,
aproveitando para comentar como a
forma de propor e solucionar
questdes de Ciéncia naquela época era
bastante diverso da prética nos dias
atuais.
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