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We present here the result of a computer simulation of two two
-dimensional gases, initially at different temperatures. The results are
effective in demonstrating the energy equipartition. The observed ener-
gy and velocity distribution after the equilibrium agreé with the pro-

per (two-dimensional) theoretical distribution.

Apresentamos aqui resultados obtidos por uma simu]aggo emcom=
putador de uma mistura de dois gases bidimensionais, inicialmente atem-
peraturas diferentes. Esses resultados tém por objetivo ilustrar aequi-
particdo da energia, observando-se a evolucdo temporal da energia total
de cada um dos gases. Observando as distribui¢c6es de energia e veloci-
dade entre as moléculas dos gases depois do equilibrio, conseguimos tam-

bém ilustracdes para a distribuigcdo da Maxwell-Boltzmann.

INTRODUGAO

0 uso de técnicas de simulagdo por computacdo no estudo de
sistemas de muitas particulas tem sido frequente tanto com finalidades

1,2 3

didaticas como com final idades de pesquisa en mecanica estatistica’.

Essas simulagdes podem ser feitas usando-se técnicas estatis-

ticas (método de Monte Carlo)!*? ou métodos completamente dinamicos®. No

* Estudante de Graduacdo em Fisica
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primeiro caso pode-se sortear um par de particulas e, independentemente
de suas posi¢des, provocar uma interag8do entre elas. Essa interagdo po-
de ser feita sorteando-se também o parametro de impacto®. No tratamento
de problema de forma completamente dindmica considera-se a trajetéria
de cada uma das particulas, sendo que a interacao entre elas s6 ocorre
quando suas superficies se tocam; neste ponto sdo resolvidas as equa-
¢oes de movimento e determinadas as condi¢cées finais depois do choque
(velocidades e diregoes destas). No presente trabalho optamos por este
ultimo procedimento que, embora custe un tempo bem maior de computagdo
do que o método estatistico, deve dar, acreditamos, uma maior confianga

aos estudantes nos resultados obtidos.

Nosso interesse maior no problema € conseguir uma ilustracéo
para o0 teorema da equiparticao da energia e para as distribuicoes de e-
nergia e velocidade das moléculas de un gas. Quanto a esses pontos, cha-
mamos a atencdo de que o teorema pode soar estranho aos estudantes, es-
pecialmente aqueles dos primeiros anos de graduacgdo. A duvida pode ser
manifestada com perguntas do tipo "por que é a energia que € equiparti-
da e n3o a velocidade, ou vE, ou EZ ou qualquer outra coisa'?  Quando
se tenta responder a essa pergunta com uma demonstracdo formal do teo-
rema da equiparticao da energia, deparamos com outra dificuldade: a com-
preensdo (ou, muitas vezes, a aceitagdo), por parte dos estudantes, da

distribuicao de Maxwel I-Boltzmann.

Nos acreditamos que os resultados aqui apresentados, que apa-
recem resumidos nas figuras, possam ajudar no aprendizado e no ensino

da termodinamica e da mecanica estatistica.

Na nossa abordagem consideramos um gas constituido de dois
grupos de 75 moléculas cada. Esse pequeno nimero de moléculas conside-
radas é devido a problemas com tempos excessivamente longos de compu-
tacdo. Como o problema foi tratado de forma completamente dindmica, sem
qualquer fator estatistico na determinagdo das interagoes, precisamos
considerar a interagcdo entre todos os pares de moléculas. Como o total
de pares possiveis cresce com o quadrado do numero de moléculas, o tem-
po de computacdo também cresce da mesma forma, obrigando-nos a restrin-

gir esse nuamero.
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O GAS

Para simplificacao do problema consideramos um géas bidimen-
sional, com moléculas circulares. As forgcas de interacdo, tanto entre
moléculas como entre estas e as paredes do recipiente, foram supostas
radiais, de tal forma a ndo provocarem rotacdes das particulas. Os cho-
ques eram puramente elasticos, havendo portanto conservacdo da energia
mecéanica (na forma de velocidade das moléculas). As forgas radiais eram
nulas, menos rio instante de interacdo, quando eram repulsivas e infi-
nitas — os choques correspondem portanto aqueles entre discos ‘‘duros -

deslizando en uma mesa.

Uni dos grupos de 75 moléculas, que chamaremos de gas I,é cons-
tituido de discos de raio 0,25 unidades de comprimento, uc (veja apén-
dice), e massa 1,2 unidades de massa, um. O outro grupo de 75 particu-
las, o gas 2, € constituido de discos de raio 0,15 uc e massa 0,8 um. O

recipiente que contém os gases é un quadrado de 10 uc x 10 uc.

As velocidades iniciais das particulas foram geradas ao acaso,
obedecendo-se uma distribuigao de Maxwel1-Boltzmann para os médulos des-
tas e uma distribuicdo uniforme para as dire¢gdes. A energia total ini-
cial do gas 1 era de 1644 unidades de energia, ue, e do gas 2, 108 ue.
No inicio as particulas de ambos os gases foram distribuidas uniforme-

mente no recipiente que as continha.

A evolucdo temporal das velocidades e posi¢cGes das particulas
foi seguida por un tempo de 1,2 unidades de tempo, ut. Durante esse tem-
po houve um total de aproximadamente 930 choques entre moléculas e 1070
choques com as paredes do recipiente. Qu seja, cada molécula chocou-se
en média 12,4 vezes com alguma outra molécula e 7,1 vezes com as pare-

des do recipiente.

EQUIPARTICAO DA ENERGIA

A partir da situacdo inicial, quando os gases tinham energias
totais bem diferentes, os choques entre as particulas provocaram uma re-

distribuicdo da energia. 0 efeito global dessa redistribuicao é no sen-
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tido de diminuir, en média, a energia das moléculas do gds 1 e aumen-

tar, também em média, a energia das moléculas do gas 2.

A figura 1 mostra a energia total dos dois gases em instantes
sucessivos. Como os dois gases tem a mesma quantidade de particulas, €
cada uma delas tem dois graus de liberdade, o equilibrio corresponde a
valores iguais das energias totais dos dois gases. Como podemos obser-
var nessa figura o equilibrio € atingido aproximadamente na terca parte
do tempo total evoluido, #=0, but, ou seja, quando cada particula so-

freu, em média, aproximadamente 4 choques com outras particulas.

A figura 2 mostra a diferenca energética entre os dois gases.
A curva continua corresponde a uma exponencial ajustada. Na figura 1

mostramos a flutuacao estatistica esperada que deve afetar as energias®

0 equilibrio é atingido quando as energias totais dos dois
gases sdo iguais, embora suas moléculas tenham caracteristicas (raio e
massa) diferentes. Isso € previsto pelo teorema da equiparticdo da ener-
gia, pois ambos os gases tem a mesma quantidade total de graus de liber-

dade e as energias dependem quadraticamente das quantidades de movimento.
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Fig.l = Evolugdo tenporal das energias totais dos gases. A escala infe-

rior no eixo do tempo corresponde a ut; a escala superior corresponde

ao dobro do nimero médio de choques entre particulas.
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Fig.2 - Evolucdo temporal da diferenca entre as energias totais do gas
1 e do gds 2. A curva continua corresponde a uma exponencia}l ajustada aos

contos.

DISTRIBUIGAO DE ENERGIA E VELOCIDADE

A figura 3 mostra un histograma do numero de particulas por
intervalo de energia observado no gas 1, depois de atingido o equilibrio.
Como o numero total de particulas do gas 1 € nuito pequeno, um histogra-
ma feito a osartir da observagdo do gas em um determinado instante apre-
sentaria poucas particulas em cada intervalo de energia, implicando uma
grande flutuagao estatistica. Assim a figura 3 foi feita acumulando-se
dados de oito observacoes instantineas do gas deste t=0, 5ut até t=1,
2ut. 0 intervalo de tempo entre duas observacbées sucessivas, A£=0, |lut,
€ suficientemente longo para que as distribuigdes sucessivas acumuladas
sejam estatisticamente diferentes entre si: em At=0, lut, cada molécula
sofre em média aproximadamente 1 choque com outra molécula, alterando
portanto sua energia.

A figura 4 mostra um histograma equivalente aquele da figura

3, mas nara o gas 2. Este histograma foi obtido com o mesmo procedimento
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Fig.3 - Histograma da distribuicdo de energia entre as moléculas do gas 1,
obtido conforme descrito no texto. A curva continua corresponde a distri-
buigdo do Boltzmann esperada para um gas bidimenslonal.
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Fig.5 - Esta figura corresponde a soma dos histograrnas das figuras 3 e 4.

que o anterior. A figura 5 corresponde a soma dos dois histogramas ante-

riores.

As curvas continuas nas figuras 3, 4 e 5 correspondem a dis-

tribuicao de Boltzmann adequada a um gas bidimensional,

F(E) = N o B/ <E> (1)

Nesta equagao E € a energia da particula e <E> a energia média por par-

ticula depois do equilibrio,

<g> = 1152ue = 11,7 ue (2)
150

0 fator de normal izacao N da equacdo (1) € tal que

F(E)dE = nimero total de particulas, (3)

que corresponde a N=600 para as figs. 3 e 4 e ~N=1200 para a fig.5.

As figuras 3, 4 e 5 mostram um bom acordo entre a distribui-
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cao de Boltzmann e a observagdo. As diferencas sdo devidas apenas a flu-

tuagao estatistica.

As figuras 6 e 7 mostram as distribuicdes de velocidade (Max-
well -Boltzmann) adequadas aos gases bidimensionais e os histogramas cor-
respondentes as observagbes. Também aqui foram acumuladas oito distri-
buicoes correspondentes a observagoes instantaneas desde t=0, 5ut até
¢=1, 2ut, em intervalos de 0,lut. Ambas as figuras mostram um bom acordo

entre as observacdes e as distribuigcdes previstas.

As distribui¢cbdes de velocidade esperadas, as distribuig5es de

Maxwell-Boltzmann em duas dimensdes, sdo dadas pela expressédo

2
Flo) = Ny, o™ /2E> (4)

onde o fator de normalizagédo é

y =m0 (s)

<E>

sendo m e <E> dados respectivamente en um e ue.

4
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Fig.6 = Histograma das distribuigdes de velocidade das moléculas do gis }.
0 intervalo de cada canal. indicado na figura, estard em uv quando a ener-
gia média estiver em ue. A curva continua corresponde a distribuicdo de

Maxwell-Boltzmann adequada a um gas bidimens ional.
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Fig.7 - 0 mesmo que a figura 6, para 0 gas 2.

CONCLUSAO

Esperamos que os resultados deste trabalho, especialmente
aqueles contidos nas figuras, venham a servir como un recurso adicional
no ensino e no aprendizado de alguns pontos da teoria cinética dos gases

e da termodinamica.

Devemos chamar a atencdo para o fato de que, na simulacdo fei-

ta, a fracdo da area do recipiente ocupada pelos gases € bastante grande,
2 2
75.m. (2] + 7y)

f= = 0,2 . (6)
10 x 10

No entanto,apesar disso, o sistema pode ser considerado como estando na
fase gasosa e ndo na fase solida. Isso aconteceria se as moléculas ficas-
sem restritas a uma porcac limitada da area total, o que ocorre quando a

fracdo de ocupacdo é bem maior®.

A figura 8 mostra, apenas como uma curiosidade, a trajetoria
de duas particulas do gas 1. Essa figura nao tem qualquer outra preten-

sdo além de ilustrar o bonito efeito do movimento browniano.
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Fig.8 - Trajetoria de duas particulas do gas 1.
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APENDICE

0 sistema de unidade adotado € arbitrario, uma vez que néo
houve a preocupagdo desnecessaria em reproduzir uma situacao real. As
unidades fundamentais sdo as de tempo, ut, comprimento, uc, e massa, um.

As outras unidades necessarias no desenvolvimento decorrem destas e sao

E/elocidade—| =uv = &
= ut
2
[energia)l = ye = A wuel (uc)
(ut)?

Nas figuras 6 e 7 estdo indicadas as escalas dos eixos dasve-
locidades. Se <E> for tomado en ue, entdo o segmento indicado estara na

unidade uv.
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