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We presen t  here t h e  r e s u l t  o f  a computer s i m u l a t i o n  o f  twotwo 

-dimensiorial gases, i n i t i a l l y  a t  d i f f e r e n t  temperatures. The r e s u l t s  a r e  

e f f e c t  i ve  i n  demonstrat ing t h e  energy equ i p a r t  i t  ion. The observed ener-  

gy and v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a f t e r  t h e  e q u i l i b r i u m  agree  w i t h  t h e  p ro -  

per  (two-d imens i o n a l )  t h e o r e t  i c a l  d i s t r  i b u t  ion. 

Apresentamos aqu i r e s u l t a d o s  o b t i d o s  por  uma s imulação emcom- 

putador de uma m i s t u r a  de d o i s  gases b i d  imensionais, i n i c i a l m e n t e  a tem- 

pera tu ras  d i f e r e n t e s .  Esses r e s u l t a d o s  têm por  o b j e t  i vo  i l u s t r a r  a equ i- 

p a r t i ç ã o  da energ ia,  observando-se a evolução temporal da energ ia  t o t a l  

de cada um dos gases. Observando as d i s t r i b u i ç õ e s  de energ ia  e v e l o c i -  

dade e n t r e  as moléculas dos gases depois  do e q u i l í b r i o ,  conseguimos tam- 

bém i l u s t r a ç õ e s  para a d i s t r i b u i ç ã o  da Maxwell-Boltzmann. 

O uso de t é c n i c a s  de simulação por  computação no estudo de 

sistemas de mu i tas  p a r t í c u l a s  tem s i d o  f requen te  t a n t o  com f i n a l  idades 

d i d á t  icasl" como com f i n a l  idades de pesquisa em mecânica e s t a t i s t  i c a 3.  

Essas simulações podem ser f e i t a s  usando-se t ê c n i c a s  e s t a t i s -  

t i cas  (método de Monte ~ a r l o ) " ~  OU métodos completamente dinâmicos3. No 
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p r i m e i r o  caso pode-se s o r t e a r  um par de p a r t í c u l a s  e, independentemente 

de suas posições, provocar uma in te ração  e n t r e  e l a s .  Essa in te ração  po- 

de ser  f e i t a  sorteando-se também o parâmetro de impacto1. No t ra tamento 

de problema de forma completamente dinâmica considera- se a t r a j e t ó r i a  

de cada uma das p a r t í c u l a s ,  sendo que a in te ração  e n t r e  e l a s  só o c o r r e  

quando suas s u p e r f í c i e s  se tocam; nes te  ponto são r e s o l v i d a s  as equa- 

ções de movimento e determinadas as condições f i n a i s  depois  do choque 

(ve loc idades e d i reções  des tas ) .  No presente t r a b a l h o  optamos por e s t e  

ÜI t imo proced imento que, embora cus te  um tempo bem ma i o r  de computação 

do que o método e s t a t í s t i c o ,  deve dar ,  acreditamos, uma maior  con f iança  

aos estudantes nos resu l tados  o b t i d o s .  

Nosso in te resse  maior no problema é consegui r  uma i l u s t r a ç ã o  

para o teorema da e q u i p a r t i ç ã o  da energ ia  e para as d i s t r i b u i ç õ e s  de e-  

n e r g i a  e ve loc idade  das molêculas de um gás. Quanto a esses pontos,cha-  

mamos a atenção de que o teorema pode soar est ranho aos estudantes,  es-  

pecia lmente aqueles dos p r i m e i r o s  anos de graduação. A dúv ida pode ser  

mani festada com perguntas do t i p o  "por que é a energ ia  que é e q u i p a r t i -  

da e não a ve loc idade,  ou fi, ou E' OU qualquer o u t r a  co isal '? Quando 

se t e n t a  responder a essa pergunta com uma demonstração formal do teo-  

rema da equ i p a r t  ição da energ ia ,  deparamos com o u t r a  d i f  icu ldade:  a com- 

preensão (ou, mu i tas  vezes, a a c e i t a ç ã o ) ,  por  p a r t e  dos estudantes,  da 

d i s t r  i bu içáo  de Maxwel l -BOI tzmann. 

Nós acred itamos que os  resu l tados  aqu i apresentados, que apa- 

recem resumidos nas f i g u r a s ,  possam a j u d a r  no aprendizado e no ensino 

da termodinâmica e da mecânica e s t a t í s t i c a .  

Na nossa abordagem cons ideramos um gás c o n s t i t u í d o  de d o i s  

grupos de 75 moléculas cada. Esse pequeno número de moléculas conside-  

radas é dev ido a problemas com tempos excessivamente longos de compu- 

tação. Como o problema f o i  t r a t a d o  de forma completamente dinâmica, sem 

qualquer f a t o r  e s t a t í s t i c o  na determinação das in terações,  precisamos 

cons idera r  a in te ração  e n t r e  todos os  pares de moléculas.  Como o t o t a l  

de pares p o s s i v e i s  cresce com o quadrado do número de moléculas, o tem- 

po de computação também cresce da mesma forma, obrigando-nos a r e s t r i n -  

g i r  esse número. 



O GAS 

Para s impl i f  icação do problema consideramos um gás b i d  imen- 

s iona l  , com moléculas c i r c u l a r e s .  As f o r ç a s  de in teração,  t a n t o  e n t r e  

moléculas como e n t r e  es tas  e as paredes do r e c i p i e n t e ,  foram supostas 

r a d i a i s ,  de t a l  forma a não provocarem rotações das p a r t í c u l a s .  Os cho- 

ques eram puramente e l á s t i c o s ,  havendo p o r t a n t o  conservação da energ ia  

mecânica (na forma de ve loc idade  das moléculas) .  As f o r ç a s  r a d i a i s  eram 

nulas,  menos rio i n s t a n t e  de in teração,  quando eram repu l  s i vas  e i n f  i -  

n i t a s  - os choques correspondem p o r t a n t o  àqueles e n t r e  d iscos  "duros " 

des 1 i zando em uma mesa. 

Uni dos grupos de 75  moléculas, que chamaremos de gás I ,é cons-  

t i t u í d o  de c1 i scos de r a i o  0,25 unidades de comprimento, uc ( v e j a  apên- 

d i c e ) ,  e massa 1,2 unidades de massa, um. O o u t r o  grupo de 75 p a r t í c u -  

l a s ,  o gás 2, é c o n s t i t u í d o  de d i s c o s  de r a i o  0,15 uc e massa 0,8 um. O 

r e c i p i e n t e  que contém os  gases é um quadrado de 10 uc x 10 uc .  

A s  ve loc idades i n i c i a i s  das p a r t í c u l a s  foram geradas ao acaso, 

obedecendo-se uma d i s  tr i bu ição de Maxwel 1 -BOI tzmann para os  módu 10s des- 

t a s  e uma d i s t r i b u i ç ã o  un i fo rme para as d i reções .  A energ ia  t o t a l  i n i -  

c i a l  do gás 1 e r a  de 1644 unidades de energ ia ,  ue, e do gás 2 ,  108 ue. 

No i n í c i o  as p a r t í c u l a s  de ambos os  gases foram d i s t r i b u í d a s  un i fo rme-  

mente no rec; i p i e n t e  que as  con t inha .  

A evolução temporal das ve loc idades e pos ições das p a r t í c u l a s  

f o i  seguida por  um tempo de 1,2 unidades de tempo, u t .  Durante esse tern- 

po houve um t o t a l  de aproximadamente 930 choques e n t r e  moléculas e 1070 

choques com as paredes do r e c i p i e n t e .  Ou se ja ,  cada molécula chocou-se 

em média 12,4 vezes com alguma o u t r a  molécula e 7,1 vezes com as  pare-  

des do rec  i p i e n t e .  

EQUIPARTIÇAO DA ENERGIA 

A p a r t i r  da s i tuação  i n i c i a l ,  quando os  gases t inham energ ias  

t o t a i s  bem d i f e r e n t e s ,  os choques e n t r e  as p a r t í c u l a s  provocaram uma r e -  

d i s t r i b u i ç ã o  da energ ia .  O e f e i t o  g l o b a l  dessa r e d i s t r i b u i ç ã o  é no sen- 



t i d o  de d i m i n u i r ,  em média, a  energ ia  das moléculas do gás 1 e  aumen- 

t a r ,  também em média, a  energ ia  das moléculas do gás 2. 

A f i g u r a  1 mostra a energ ia  t o t a l  dos d o i s  gases em ins tan tes  

sucessivos. Como os d o i s  gases tem a mesma quantidade de p a r t í c u l a s ,  e  

cada uma de las  tem d o i s  graus de l iberdade, o  e q u i l í b r i o  corresponde a 

v a l o r e s  i g u a i s  das energ ias  t o t a i s  dos d o i s  gases. Como podemos obser-  

v a r  nessa f i g u r a  o e q u i l  i b r  i o  é a t i n g i d o  aproximadamente na t e r ç a  p a r t e  

do tempo t o t a l  evoluído,  t-O, 4ut ,  ou se ja,  quando cada p a r  t i c u  1 a  so- 

f r e u ,  em média, aproximadamente 4 choques com o u t r a s  p a r t í c u l a s .  

A f i g u r a  2 mostra a d i f e r e n ç a  energé t i ca  e n t r e  os  d o i s  gases. 

A curva con t inua  corresponde a uma exponencial  a jus tada .  Na f i g u r a  1 

mostramos a f l u t u a ç ã o  e s t a t i s t i c a  esperada que deve a f e t a r  as energ ias 4.  

O e q u i l í b r i o  é a t i n g i d o  quando as energ ias  t o t a i s  dos d o i s  

gases são igua is ,  embora suas moléculas tenham c a r a c t e r í s t i c a s  ( r a i o  e 

massa) d i f e r e n t e s .  Isso é p r e v i s t o  p e l o  teorema da e q u i p a r t i ç ã o  da ener-  

g i a ,  p o i s  ambos os gases tem a mesma quantidade t o t a l  de graus de l i b e r -  

dade e .as energ ias  dependem quadrat icamente das quant idades de movimento. 

F i g . 1  - Evoluçáo temporal das energias totais dos gases. A escala infe-  

r i o r  no e ixo do tempo corresponde a u t ;  a escala superior corresponde 

ao dobro do numero m0d io de choques entre  particulas. , 
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F i g . 2  - Evolução temporal da d i f e rença  en t re  as energ ias  t o t a i s  do gás 

1 e do gãs 2. A curva cont ínua corresponde a uma erponenc ia l  a jus tada aos 

contos. 

DISTRIBUI$AO DE ENERGIA E VELOCIDADE 

14 f i g u r a  3 mostra um histograma do número de p a r t í c u l a s  por  

i n t e r v a l o  de energ ia  observado no gás 1 ,  depois  de a t i n g i d o  o e q u i l í b r i o .  

Como o número t o t a l  de p a r t í c u l a s  do gás 1 é mu i t o  pequeno, um h i s t o g r a -  

ma f e i t o  a x r t  ir da observação do gás em um determinado i n s t a n t e  apre-  

sentar  i a  poucas p a r t í c u l a s  em cada i n t e r v a l o  de energ ia ,  impl icando uma 

grande f l u t l ~ a ç ã o  e s t a t í s t i c a .  Assim a f i g u r a  3 f o i  f e i t a  acumulando-se 

dados de o i t o  observações instantâneas do gás des te  t = O ,  5ut  a t é  t = l  , 

2u t .  O i n t e r v a l o  de tempo e n t r e  duas observações sucessivas, At=O, l u t ,  

é su f i c ien temente  longo para que as d i s t r i b u i ç õ e s  sucessívas acumuladas 

sejam e s t a t i s t i c a m e n t e  d i f e r e n t e s  e n t r e  s i :  em At=O, l u t ,  cada molécula 

s o f r e  em méd i a  aproximadamente 1 choque com o u t r a  molécula, a l t e r a n d o  

p o r t a n t o  sua energ i a .  

A f i n u r a  4 mostra um histograma e q u i v a l e n t e  àquele da f i g u r a  

3 ,  mas nara o +is 2. Este histogrania f o i  o b t  i h  com o mesmo ?roced imento 



F i g . 3  - Histograma da d i s t r i b u i ç á o  de energ ia  e n t r e  as  moléculas do gás 1 ,  

o b t i d o  conforme d e s c r i t o  no t e x t o .  A curva cont inua  corresponde a d i s t r i -  

buição do Boitzmann espe;ada para  um gás b id imenslonal .  

F ig .4  - O mesmo que a f i g u r a  3 ,  aqui  para o gás 2 



E 
I ig .5  - Esta  f i g u r a  corresponde a soma dos histograrnas das f i g u r a s  3 e 4. 

que o a n t e r i o r .  A f i g u r a  5 corresponde a soma dos d o i s  histogramas an te -  

r io res .  

As curvas con t inuas  nas f iguras 3,  4 e 5 correspondem 5 d i s -  

t r i b u i ç ã o  de Bol tzmann adequada a um gás b id imens iona l ,  

Nesta equaçiio E é a energ ia  da p a r t í c u l a  e <E> a energ ia  média por  par-  

t í c u l a  depois  do e q u i l í b r i o ,  

O f a t o r  de normal ização N da equação ( I )  6 t a l  que 

I F ( E ) ~ E  = número t o t a l  de p a r t í c u l a s ,  ( 3  1 

que corresponde a N=600 para as  f igs .  3  e 4 e N=1200 para a f ig.5. 

14s f i g u r a s  3 ,  4 e  5 mostram um bom acordo e n t r e  a d i s t r i b u i -  



ção de Boltzmann e a observação. As d i f e r e n ç a s  são devidas apenas à f l u -  

tuação e s t a t  í s t  i ca .  

As f i g u r a s  6 e 7 mostram as d i s t r i b u i ç õ e s  de ve loc idade  (Max- 

w e l l  -Bol tzmann) adequadas aos gases b i d  imens iona i s  e os  histogramas c o r -  

respondentes às observações. Também aqu i foram acumuladas o i t o  d i s t r  i - 
buições correspondentes a observaçÕes instantâneas desde t=O, 5u t  a t é  

t = l ,  2ut ,  em i n t e r v a l o s  de 0 , l u t .  Ambas as f i g u r a s  mostram um bom acordo 

e n t r e  as observações e as d i s t r i b u i ç õ e s  p r e v i s t a s .  

As d i s t r i b u i ç õ e s  de ve loc idade  esperadas, as d i s t r  ibu içÕes de 

Maxwell-Boltzmann em duas dimensões, são dadas p e l a  expressão 

onde o f a t o r  de normalização é 

5endo m e <E> dados respect ivamente em um e ue. 

F i g . 6  - Histograma das d i s t r i b u i ç õ e s  de ve loc idade das moléculas do gás 1 .  

O i n t e r v a l o  de cada canal. indicado na f igura,  e s t a r á  em uv quando a ener-  

g i a  média e s t i v e r  em ue .  A curva cont inua  corresponde a d i s t r i b u i ç ã o  de 

Maxwel l -BOI tzmann adequada a um gás b id  imens ional . 



Fig .7  - O mesmo que a f i g u r a  6 ,  para o gás 2. 

Esperamos que os  resu l tados  des te  t raba lho ,  e s p e c  i a  Imen t e  

aqueles c o n t i d o s  nas f i g u r a s ,  venham a s e r v i r  como um recurso  a d i c i o n a l  

no ens ino  e no aprendizado de a lguns pontos da t e o r  i a  c i n é t  ica dos gases 

e da termod inâm ica .  

Devemos chamar a atenção para o f a t o  de que, na simulação f e i -  

ta ,a f r a ç ã o  da área do r e c i p i e n t e  ocupada pe los  gases é bas tan te  grande, 

No entanto,apesar d isso,o sistema pode ser  considerado como estando na 

fase  gasosa e não na fase só1 ida. I sso  acontecer  i a  se as  moléculas f i c a s -  

sem r e s t r i t a s  a uma porção 1 imi tada da área t o t a l ,  o  que o c o r r e  quando a 

f ração  de ocupação é bem ma i o r 3 .  

14 f i g u r a  8 mostra,  apenas como uma cur ios idade ,  a  t r a j e t ó r i a  

de duas par.:ículas do gás 1 .  Essa f i g u r a  não tem qualquer o u t r a  p re ten-  

são além de i l u s t r a r  o  b o n i t o  e f e i t o  do movimento brown iano. 



Fig.8  - T r a j e t õ r i a  de duas part iculas do gás 1 .  
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APENDICE 

O sistema de unidade adotado é a r b i t r á r i o ,  uma vez que não 

houve a preocupação desnecessár i a  em reproduz i r uma s i  tuação rea 1 . As 

unidades fundamentais são as de tempo, u t ,  comprimento, uc, e  massa, um. 

As o u t r a s  unidades necessár ias no desenvolvimento decorrem des tas  e são 

um. (uc) 
E n e r g i d  = ue = 

( u t I 2  

Nas f i g u r a s  6 e 7 es tão  ind icadas as  esca las  dos e i x o s  dasve- 

loc idades .  Se <E> f o r  tomado em ue, então o segmento ind icado  e s t a r á  na 

unidade uv. 
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